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含含有非线性梯度项的退化抛物方程
解的爆破率估计
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摘要:摇 利用尺度变换方法和抛物方程的正则性估计,证明了一类含有非线性梯度项的退化多孔

介质方程解的爆破率,它是由扩散项和边界流相互作用决定的. 与以前有关的结论比较,有趣的发

现是,次数不超过 2 的梯度项不会影响解的爆破率.
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引摇 摇 言

本文将考虑下列带有非线性梯度项的多孔介质方程:

摇 摇

ut =
m - 1
m (um) xx - (m - 1)um-p | ux | p -

摇 摇 (m - 1)um-2 | ux | 2, (x,t) 沂 (0,1) 伊 (0,T),

(um) x(0,t) = 0, (um) x(1,t) = muq(1,t), t 沂 (0,T),
u(x,0) = u0(x), x 沂 [0,1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ],

(1)

其中参数 q 逸 m > 1,p < 2,以及 u0(x) > 1 是连续的并且满足兼容性条件.

注摇 我们注意到, q 逸 m > 1 这个限制条件是合理的,因为当 q < m 时,一定存在全局解(参见文献[1]).

非线性抛物方程

摇 摇 ut =
m - 1
m (um) xx - (m - 1)um-p | ux | p - (m - 1)um-2 | ux | 2 (2)

(其中 m 屹0) 是一个对应于带有非线性对流扩散项物理问题的数学模型. 方程(2)的右端是

对流项,在不饱和多孔介质理论中,对流项是代表重力作用的部分. 而且,当 m = 2 时,方程(2)
还是水纹学里面的 Boussinesq 方程,它还涉及到很多领域的石油技术和地下水的水纹.
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在过去的几十年中,对不带对流项的多孔介质方程的研究已经很多(参见文献[2鄄10]),
例如,在文献[2],Galaktionov 和 Levine 研究了下面的方程:

摇 摇
ut = (um) xx, (x,t) 沂 (0, + 肄) 伊 (0,T),

- um
x (0,t) = uq(0,t), t 沂 (0,T),

u(x,0) = u0(x), x 沂 (0, + 肄)

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(3)

他们证明了,当 0 < q臆(m + 1) / 2时,方程(3) 的所有非负解都是全局的;而当 q > (m + 1) / 2
时,方程的解会在有限时间内爆破. 另外,他们还证明了,当(m + 1) / 2 < q臆 m + 1 时,所有非

负解将在有限时间爆破;当 q > m + 1 时,全局的非零非负解存在. 但是,他们都没有研究爆破

率估计. 在文献[3]中,Quir仵s 和 Rossi 得到了下列方程的爆破率:

摇 摇

ut = (um) xx, vt = (vn) xx, (x,t) 沂 (0, + 肄) 伊 (0,T),

- (um) x(0,t) = vp(0,t),

- (vn) x(0,t) = uq(0,t),
t 沂 (0,T),

u(x,0) = u0(x), v(x,0) = v0(x), x 沂 (0, + 肄

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ),

(4)

其中

摇 摇 琢1 = 2p + n + 1
(m + 1)(n + 1) - 4pq, 茁1 = p(m - 1 - 2q) + m(n + 1)

(m + 1)(n + 1) - 4pq ,

摇 摇 琢2 = 2p + m + 1
(m + 1)(n + 1) - 4pq, 茁2 = q(n - 1 - 2p) + n(m + 1)

(m + 1)(n + 1) - 4pq .

他们证明:当 pq < (m + 1)(n + 1) / 4 时,方程(4) 的解是全局的;当 pq > (m + 1)(n + 1) / 4
时,它的解会在有限时间爆破. 当 pq > (m + 1)(n + 1) / 4,琢1 + 茁1 臆0,或者 琢2 + 茁2 臆0,方程

(4) 的每个正解都会在有限时间爆破;当 琢1 + 茁1 > 0 和 琢2 + 茁2 > 0 时,对于足够大的初值,方
程(4) 存在爆破解,而当初值很小的时候,它存在全局解. 而且,他们还得到了 u和 v的爆破率,
分别为 O((T - t) -琢1) 和 O((T - t) -琢2) .

具有对流项的多孔介质方程则更为困难些,文献[11]里面列举了很多有待研究的公开问

题. Andreu 等在文献[12]中,研究了下面具有对流项的方程:

摇 摇
ut = 驻um - 椰 Ñu琢椰q + up, (x,t) 沂 赘 伊 (0, + 肄),
u = 0, (x,t) 沂 鄣赘 伊 (0, + 肄),
u(x,0) = u0(x), x 沂 赘

ì

î

í

ïï

ïï ,
(5)

其中 赘是 RN(N逸1) 中的一个有界区域,u0(x) 逸0,m逸1,琢 > 0,p 逸1 和 q 逸1. 可是,他们

仅仅得到了全局弱解存在的条件.
在文献[13]中,Zheng 和 Liu 研究了具有对流项的多孔介质方程解的爆破条件:

摇 摇

ut = a1驻um1 - b1um1-2 | Ñu | 2 + up1vq1, (x,t) 沂 赘 伊 (0,T),

vt = a2驻vm1 - b2vm2-2 | Ñv | 2 + vp2vq2, (x,t) 沂 赘 伊 (0,T),
u(x,t) = v(x,t) = 着0, (x,t) 沂 鄣赘 伊 (0,T),
u(x,0) = u0(x), u(x,0) = u0(x), x 沂 赘

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(6)

其中 赘 奂 RN 是一个具有光滑边界 鄣赘 的有界区域,p1 > 0, q1 > 0, p2 > 0, q2 > 0, 着0 > 0,
mi > 0, ai > 0, bi > 0( i = 1,2), u0(x), v0(x) 逸 酌0 是 軍赘 上的光滑函数,并且在 鄣赘 上具有

兼容性. 他们还得到了方程组(6)的解的爆破条件,但是他们没有研究解的爆破率.
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而且,在文献[14]中,Zhou 和 Mu 研究了下面具有对流项的多孔介质方程:

摇 摇
ut =

m - 1
m (um) xx - (m - 1)um-2 | ux | 2, (x,t) 沂 (0,1) 伊 (0,T),

(um) x(0,t) = 0, (um) x(1,t) = muq(1,t), t 沂 (0,T),
u(x,0) = u0(x), x 沂 [0,1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ],

(7)

其中 q > m > 1,u0(x) 逸1 是连续的并且满足兼容性条件. 他们主要研究了解的爆破率,并且

得到了多孔介质方程的对流项不影响解的爆破率的结论.
最近,很多数学工作者都在研究解的梯度爆破问题,例如,Souplet[11],Hu 和 Yin[15],Gao 和

Hu[16],Fila 和 Lieberman[17],Li 和 Souplet[18],Zhang 和 Hu[19鄄20] . 梯度爆破也即,在有限时间内,
解的空间导数变成无界而解本身仍然有界. 我们指出,对于本文方程(1),梯度爆破是不会发

生的. 我们在此强调一下,一般的非线性抛物方程(组)的全局解的存在性和解的爆破的结果

已经引起相当大的关注,还有很多相关性的工作,涉及到更一般的拟线性算子和区域,有关的

文章参见文献[20鄄24].
在本文中,我们研究当 q 逸 m > 1 和梯度项的次数 p 臆2 时更一般的情况,并且用尺度变

换的方法和抛物方程的正则性估计来研究多孔介质方程解的爆破率,当 p 不超过 2 时,我们得

到了与文献[14] 相同的爆破率. 对于 p > 2 的情况,方程的解也会爆破,但是由于 Schauder 估
计不再成立,我们不能再使用相同的方法得到解的爆破率. 为此,必须采用新的技巧,我们将在

后继论文中讨论这种情况.
本文安排如下:在第 1 节,研究解的爆破条件和爆破率;最后,在附录中,给出了一个适用

于带有非线性梯度项的一般退化抛物方程的爆破引理.
文中, C 在不同的地方,代表着依赖于参数 m,q,p 的不同正常数.

1摇 爆破条件和爆破率

在这节,将证明本文的 4 个主要定理.
定理 1. 1摇 假设 u是方程(1) 在[0,1] 上的解,当 q > m > 1, 方程(1)的每个解将在有限

时间爆破.
定理 1. 2摇 假设 u 是方程(1) 的解,在[0,1] 上,初值满足

摇 摇 m - 1
m (um

0 ) xx - (m - 1)um-p
0 | (u0) x | p - (m - 1)um-2

0 | (u0) x | 2 逸0,

并且 u 在有限时间 T 爆破,那么

摇 摇 c(T - t) -1 / (2q-m-1) 臆 max
x沂[0,1]

u(x,t) 臆 C(T - t) -1 / (2q-m-1),

其中 t 沂 (0,T),c,C 是大于 0 的常数.
定理 1. 3摇 假设 u 是方程(1) 在[0,1] 上的解,当 q = m > 1,p < 0 时,方程(1)的每个解

将在有限时间爆破.
定理 1. 4摇 假设 u 是方程(1) 的解,在[0,1] 上,初值满足

摇 摇 m - 1
m (um

0 ) xx - (m - 1)um-p
0 | (u0) x | p - (m - 1)um-2

0 | (u0) x | 2 逸0,

并且 u 在有限时间 T 爆破,那么

摇 摇 c(T - t) -1 / (m-1) 臆 max
x沂[0,1]

u(x,t) 臆 C(T - t) -1 / (m-1),

其中 t 沂 (0,T),c,C 是大于 0 的常数.

857 张摇 摇 正摇 摇 策摇 摇 摇 王摇 摇 彪



注 1. 1摇 事实上,在定理 1. 2 和定理 1. 4 中,初值条件很容易得到满足. 例如, u0(x) = AeBx + C,其中常数

A,B 和 C 依赖于 p,m和 q . 在流体力学中,该问题描述在研究不可压流体(如,水) 经过多孔介质(如,海绵,土
壤等) 过滤或渗流时的力学行为. 对于指数形式的初值,我们假设不可压流关于介质具有几乎垂直(或水平)
的速度,使得自由边界函数 u(x,t) 在 t = 0 时刻存在较大(或较小)的梯度,即变化率.

注 1. 2摇 我们得到的方程(1)的爆破率是和文献[25鄄26]中没有对流项的爆破率是一致的. 也即,方程

(1)的梯度项对爆破率没有贡献. 换句话说,对流项不足以影响边界流和扩散项的相互作用结果.

定理 1. 1 和定理 1. 3 的证明基于引理 2. 1 的结果(参见附录),而定理 1. 2 和定理 1. 4 的

证明是基于类似于文献[15,27鄄29]中抛物方程的正则性估计和尺度变换.
定理 1. 1 的证明摇 我们做变换 浊 = lnu 并且把方程(1)转换成下列的形式:

摇 摇
浊t = (e(m-1)浊) xx - (m - 1) | 浊x | pe(m-1)浊, (x,t) 沂 (0,1) 伊 (0,T),

浊x(0,t) = 0, 浊x(1,t) = e(q-m)浊(1,t), t 沂 (0,T),
浊(x,0) = 浊0(0) = ln u0(x), x 沂 [0,1]

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(8)

那么, 姿1 = 1 > 0, 姿2 = (m - 1) | 浊x | p 逸0,姿3 = 1 > 0, 它们满足引理 2. 1 中第 1 个爆破条

件(我们这里处理的是一维对称的情况),因此,方程(1)的解在有限时间爆破. 阴
定理 1. 2 的证明摇 假设 浊 是方程(8) 的解,T 是有限爆破时间. 对于 x 沂 [0,1], 由于

摇 摇 (e(m-1)浊0) xx - (m - 1) | (浊0) x | pe(m-1)浊0 逸0,
由极大值原理, 浊t 逸0, 那么

摇 摇 (e(m-1)浊) xx 逸 (m - 1) | 浊x | pe(m-1)浊 逸0,
也即, (e(m-1)浊) x 关于 x 是单调增的. 注意到 浊x(0,t) = 0,对于(x,t) 沂 [0,1] 伊 [0,T),我们有

浊x(x,t) 逸 0. 对任意的 t > 0,我们定义,对 t* 沂 (0,t),
摇 摇 M( t*) = 浊(1,t*) = max

x沂[0,1]
浊(x,t*), (9)

对于 (y,s) 沂 [ - 1 / a,0] 伊 [ - t* / b,0],
摇 摇 鬃a,b(y,s) = {exp (m - 1)(浊(ay + 1,bs + t*) - M( t* })) , (10)

其中 a,b 是依赖于 m,q,M 的参数. 很容易看出,e -(m-1)M( t*) 臆 鬃a,b 臆1,鬃a,b(0,0) = 1,鄣鬃a,b / 鄣s
逸0. 选择 a = e(m-q)M,b = e(1+m-2q)M, 经过简单计算易知,

摇 摇

(鬃a,b) s = (m - 1)鬃a,b(鬃a,b) yy + (m - 1) 2e(2-p)(m-q)M鬃2
a,b,

(y,s) 沂 ( - 1 / a,0) 伊 ( - t* / b,0),
(鬃a,b) y(0,s) = (m - 1)鬃(q-1) / (m-1)

a,b (0,s), (鬃a,b) y( - 1 / a,s) = 0,

s 沂 ( - t* / b,0)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(11)

我们指出,由于 q > m > 1,当 t* 寅 T 时,a 和 b 是趋于 0 的.
下面,我们断言存在正的常数 C1,C2 满足:

摇 摇 C1 臆
鄣鬃a,b

鄣s (0,0) 臆 C2,摇 摇 当 a,b 充分小. (12)

式(12) {的证明依赖于 鬃a, }b {和 (鬃a,b) }y 的一致有界性. 事实上,由方程(11) 和 0 臆 鬃a,b 臆
1, 我们很容易得到(鬃a,b) y 是一致有界的, 而 e(2-p)(m-q)M鬃2

a,b(q > m, p < 2) 仍然是一致有界

的. 由多孔介质型方程的有界解的结果(参见文献[30鄄31 {]), 鬃a, }b 在它们的共同区域上是等

度连续的. 定义 a j = a( t*j ),b j = b( t*j ),当 j寅+ 肄,t*j 寅 T . 如有必要我们可以取其子列,我们有

在紧子集 {A = y 臆0,s 臆 }0 上,鬃a,b 寅 鬃是一致的.极限函数 鬃是连续的而且 鬃(0,0) = 1.因
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此,对于任意的 着0 沂(0,1),存在(0,0) 的邻域,定义成U奂 A,满足在U上,鬃 > 着0,而且,在軍U
上,对于充分大的 j,着0 / 2 臆 鬃ajb j 臆1. 由文献[32]中的 Schauder 估计,我们得到

摇 摇 椰鬃ajb j椰C2+琢,1+琢 / 2(軍U) 臆 C,摇 摇 对于某个常数 C > 0 和 0 < 琢 < 1. (13)
式(12)的第 2 个不等式得证.

下面用反证法来证明第 1 个不等式. 如果式(12)中的第 1 个不等式是不成立,那么,存在

一个满足 鄣鬃a,b(0,0) / 鄣s 寅0 的子列(a j,b j) 寅 (0,0) . 重复上面的过程将会得到鬃a,b 寅 鬃,而
且, {在 (y,s):鬃 > }0 的紧子集上,式(13) 的估计仍然成立. 因此,我们得到,当 茁 < 琢 时,在
C2+茁,1+茁 / 2 的意义下,鬃a,b 寅 鬃,而且满足 0 臆 鬃 臆1,鬃(0,0) = 1,鄣鬃 / 鄣s 逸0,那么 鬃 是下面方程

的一个弱解:

摇 摇
鬃s = (m - 1)鬃鬃yy + (m - 1) 2e(2-p)(m-q)M鬃2,

鬃y(0,s) = (m - 1)鬃(q-1) / (m-1)(0,s{ ),
(14)

{在区域 y < }0 伊 ( - 肄,0] 上. 定义 z = 鬃s, {在 鬃 > }0 集合上,我们得到

摇 摇
zs = (m - 1)鬃zyy + (m - 1) z鬃yy + 2(m - 1) 2e(2-p)(m-q)M鬃z,

zy(0,s) = (q - 1)(鬃(q-m) / (m-1) z)(0,s),
z(0,0) = 0

ì

î

í

ïï

ïï .

(15)

根据 Hopf 引理[7,33], z 以0,也即,鬃 是独立于变量 s 的. 因此,鬃 = 鬃(y) 且满足

摇 摇
0 = 鬃yy + (m - 1)e(2-p)(m-q)M鬃,
鬃y(0) = m - 1, 鬃(0) = 1{ .

(16)

但是,问题(16)没有有界的弱解,这与 鬃 的有界性矛盾.
对于 鬃, 我们由式(12)得
摇 摇 C1 臆 (m - 1)e(1+m-2q)MMt( t*) 臆 C2 . (17)

对式(17)从 t 到 T 积分,我们得到

摇 摇 lnc(T - t) -1 / (2q-m-1) 臆 max
x沂[0,1]

浊(x,t) = M( t) 臆 lnC(T - t) -1 / (2q-m-1),

也即

摇 摇 c(T - t) -1 / (2q-m-1) 臆 max
x沂[0,1]

u(x,t) 臆 C(T - t) -1 / (2q-m-1),

其中

摇 摇
c = (C2(2q - m - 1) / (m - 1)) -1 / (2q-m-1),

C = (C1(2q - m - 1) / (m - 1)) -1 / (2q-m-1){ .
阴

定理 1. 3 的证明摇 定理 1. 3 的证明非常类似于定理 1. 1 的证明,但是它们的证明也存在

细微的差别. 我们做变换 浊 = lnu 并把方程(1)变成下面的形式:

摇 摇
浊t = (e(m-1)浊) xx - (m - 1) | 浊x | pe(m-1)浊, (x,t) 沂 (0,1) 伊 (0,T),

浊x(0,t) = 0, 浊x(1,t) = e(q-m)浊(1,t), t 沂 (0,T),
浊(x,0) = 浊0(0) = lnu0(x), x 沂 [0,1]

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(18)

由引理 2. 1 的结果(我们这里处理的是一维对称的情况),我们得到

摇 摇 姿1 = 1 > 0, 姿2 = (m - 1) | 浊x | p 逸0, 姿3 = 1 > 0.
而且,当 q = m > 1,p < 0 时,可以验证另一个爆破条件也满足. 阴

定理 1. 4 的证明摇 这个定理的证明非常类似与定理 1. 2,如果我们重复几乎与定理 1. 2
一样的过程,可以得到相同的爆破率的估计. 阴
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2摇 附录:爆破引理

在这节,将给出一个来自文献[1]的更一般的爆破引理.
引理 2. 1摇 假设 u 是下列具有非线性边界条件的拟线性反应扩散方程的解:

摇 摇

ut = 姿1驻e軒mu - 姿2e
軇qu, 在 赘 伊 (0,T) 中,

鄣u
鄣n = 姿3e

軇pu, 在 鄣赘 伊 (0,T) 上,

u(x,0) = u0(x), 在 軍赘 上

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(19)

其中 姿1,姿3,軒m,軇q > 0,姿2,軇p 逸0,赘 奂 RN 是一个边界 鄣赘 光滑的有界区域,u0(x) 是一个大于 0
且满足兼容性条件的函数.

蚵 当 軇q < 2軇p + 軒m 时,那么方程(19)的解将在有限时间爆破.
蛎 当 軇q = 2軇p + 軒m 且 C軒m(軒m + 軇p)姿1姿2

3 > 姿2 时,C > 0 是常数,那么方程的解将在有限时间

爆破.
证明摇 为了证明这些结论,我们只需要找到方程(19)的一个合适下解 u

-
, 且这个下解在

有限时间爆破.
蚵 首先引入一个函数 h(x), 它满足

摇 摇

驻h = 资 = | 鄣赘 |
| 赘 | ,摇 摇 在 赘 中,

鄣h
鄣n = 1,摇 摇 在 鄣赘 上,

L max
x沂軍赘

h(x), L1 max
x沂軍赘

| Ñh(x) |

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

由极大值原理,我们知道 h(x) 在某一点 x0 沂鄣 co(赘) 疑 鄣赘达到它的极大值,其中 鄣 co(赘) 是

具有闭凸外壳 赘 的边界. 设,在 赘 中,酌 = n(x0) 和 滋(x) = (酌·x - minx沂赘酌·x) . 那么 滋 在 軍赘 上

是正的且在点 x0 达到最大值.
构造

摇 摇 u
-
(x,t) = 渍 啄( t) +

aL1滋(x) + h(x)
aL1 +

æ
è
ç

ö
ø
÷

1
, (20)

其中

摇 摇 渍忆( s) = 姿3e
軇p渍( s), 渍(0) > s0 > 0, (21)

摇 摇 啄忆( t) =
軒m(軒m + 軇p)姿1姿3e(軒m+軇p)渍(啄( t))

(aL1 + 1) 2 , 啄(0) = 0, (22)

且 a > 2 是个常数.
很容易看到 渍 和 啄 是正的单调增的凸函数. 我们得到

摇 摇 u
-
(x,t) = 渍 啄( t) +

aL1滋(x) + h(x)
aL1 +

æ
è
ç

ö
ø
÷

1
逸 渍(0) > s0 . (23)

假设 u
-
是定义在某个时间段的,我们将会证明它是一个下解. 因为

摇 摇 u
- t - 姿1驻e軒mu- + 姿2e

軇qu- =
摇 摇 摇 摇 姿3e

軇pu- 啄忆( t) - Ñ(姿1
軒me軒mu- Ñu

-
) + 姿2e

軇qu- 臆

摇 摇 摇 摇 姿3e
軇pu-

軒m(軒m + 軇p)姿1姿3e(軇p+軒m) u-

(aL1 + 1) 2 -
姿2e(軇q-軇p) u-

姿3
-
资姿1

軒me軒mu-

aL1 + 1
æ

è
ç -
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摇 摇 摇 摇
軒m(軒m + 軇p)姿1姿3e(軇p+軒m) u-(a - 1) 2L2

1

(aL1 + 1) 2 +
姿2e

軇qu-

姿3e
軇pu

ö

ø
÷

-
臆0, (24)

其中常数 a > 2,姿1,姿3,軒m,軇q > 0,姿2,軇p 逸0 和 L1 逸1.
同时,在边界 鄣赘 上,我们有

摇 摇
鄣u

-

鄣n - 姿3e
軇pu- = 姿3e

軇pu-
aL1(鄣滋 / 鄣n) + 鄣h / 鄣n

aL1 + 1 - 姿3e
軇pu- 臆0. (25)

因为 u
-
> s0 . 由式(23) ~ (25) 知,u

-
为方程(19)的一个下解.

我们做变换 s = 渍( r), 得到

摇 摇 乙肄 dr
軒m(軒m + 軇p)姿1姿3e(軇p+軒m)渍( r)

(aL1 + 1) 2 -
姿2e(軇q-軇p)渍( r)

姿
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
=

摇 摇 摇 摇 乙肄 ds
軒m(軒m + 軇p)姿1姿2

3e(2軇p+軒m) s

(aL1 + 1) 2 - 姿2e
軇æ

è
ç

ö

ø
÷qs < 肄,

其中 軇q < 2軇p + 軒m . 那么 啄( t) 在有限时间爆破,下解 u
-
也在有限时间爆破.

现在来证明,对任意 x沂赘,u
-
(x,t) 在某个时间段上有定义,并满足 u

-
(x,0) 臆 u0(x) . 摇 摇

设 s* =minx沂軍赘u0(x) . 因为maxx沂軍赘u-(x,0) = 渍((aL1滋(x0) + h(x0)) / (aL1 + 1)) 和 渍,滋 与 啄 的

连续性,只需证明,在 赘 上,渍((aL1滋(x0) + h(x0)) / (aL1 + 1)) 臆 s* .
在区间 ( s,s*) 上,我们定义 H 如下:
摇 摇 H( s) = 姿3e

軇ps,摇 摇 s 逸 s*,
摇 摇 H( s) 臆 姿3e

軇ps, s0 < s 臆 s*,
摇 摇 H( s0) = 姿3e

軇ps0 / 2,
且满足

摇 摇
(姿1

軒me軒msH忆( s) + 姿1
軒m2e軒msH( s))(a - 1) 2L2

1

(aL1 + 1) 2 -
姿2e

軇qs

H( s) 逸

摇 摇 摇 摇
軒m(軒m + 軇p)姿1姿3e(軇p+軒m) s(a - 1) 2L2

1

(aL1 + 1) 2 -
姿2e

軇qs

姿3e
軇ps .

因为 H( s0) = 姿3e
軇ps0 / 2 < 姿3e

軇ps0,H( s*) = 姿3e
軇ps*,这样的 H( s) 是可以定义的.

现在设 渍1( s) 是

摇 摇 渍 忆
1( s) = H(渍 忆

1( s)), 渍1
aL1滋(x0) + h(x0)

aL1 +
æ
è
ç

ö
ø
÷

1
= s*

的解.
由 H( s0) = 姿3e

軇ps0 / 2 > 0 可知,渍1 是正的单调增的且满足 渍1(0) > s0 . 事实上,s* 是 渍1 的

最大值且满足 渍1( s*) 臆 minx沂軍赘u0(x),我们有 u
-
(x,0) 臆 渍1( s*),因此,u

-
可以适当地定义.

蛎 这种情形下,蛎的证明非常类似于蚵,这里就省略了. 阴
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Blow鄄up Rate Estimate for Degenerate Parabolic
Equation With Nonlinear Gradient Term

ZHANG Zheng鄄ce,摇 WANG Biao
(College of Science, Xi爷an Jiaotong University, Xi爷an 710049, P. R. China)

Abstract: Blow鄄up rate was obtained for a porous medium equation with nonlinear gradient
term and a nonlinear boundary flux. By using the scaling method and the regularity estimates of
parabolic equations, the blow鄄up rate which was determined by the interaction between the dif鄄
fusion and the boundary flux was gotten. Interestingly, compared with the previous results, the
gradient term which exponent does not exceed 2 will not affect the blow鄄up rate for solutions.

Key words: degenerate parabolic equation; gradient; blow鄄up; nonlinear boundary flux
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