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摘要:摇 考虑复 Swift鄄Hohenberg 方程的分叉问题. 首先对复 Swift鄄Hohenberg 方程在一维区域 (0,L)
上的吸引子分叉进行了考虑. 而后给出了 n 维复 Swift鄄Hohenberg 方程,在一般区域上 Dirichlet 边界

条件下和周期边界条件下,当参数 姿 穿过某些分叉点时从平凡解处分叉出吸引子,并对吸引子分

叉的稳定性进行了分析.
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引摇 摇 言

Swift鄄Hohenberg 方程由 Swift 和 Hohenberg[1]于 1976 年首先提出,是一个研究卷波的 Ray鄄
leigh鄄B佴nard 不稳定性的简单模型. 无论是从分析方面或者是数值计算方面,这一方程都被广

泛研究[2鄄6] . 在文献[2鄄4]中,作者研究了具有三次非线性项的 Swift鄄Hohenberg 方程解的渐近

行为.
复 Swift鄄Hohenberg 方程是一个研究物理学中各种斑图形成现象的模型方程[7鄄8] . 这其中包

括重力场中水平流层中对流的 Rayleigh鄄B佴nard 问题[3,9]、Taylor鄄Couette 流[10]、化学反应[11] 和

大尺度流与螺旋核不稳定性[12] . 这都是有关于远离平衡点系统的效应. 在光学中,这种方程也

用来考虑大型激光的空间结构和同步泵浦光参量振子.
在文献 [13 ] 中,作者研究了实 Swift鄄Hohenberg 方程和一般 Swift鄄Hohenberg 方程在

Dirichlet 边界条件和周期边界条件下的吸引子分叉和渐近行为. 在文献[14]中,Han 和 Yari 研
究了复 Swift鄄Hohenberg 方程在一维闭区间上的动态分叉问题.

在本文中,我们考虑如下复 Swift鄄Hohenberg 方程的吸引子分叉:

摇 摇 鄣u
鄣t = 姿u - (琢 + i茁)(q + 驻) 2u - (滓 + i籽) | u | 2u, (1)

其中 u:赘 伊 [0,肄) C为一复数值的未知函数,赘奂Rn(1臆 n臆3) 是开的有界的光滑区域. 琢,
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茁,滓,籽 和 姿 均为实的常数,特别地,琢 和 滓 为正数.
方程(1)的初始条件为

摇 摇 u(x,0) = 准 + i鬃 . (2)
我们考虑方程(1)的边界条件是 Dirichlet 边界条件

摇 摇 u = 0, 驻u = 0,摇 摇 x 沂 鄣赘, (3)
或者是周期边界条件

摇 摇 赘 = (0,2仔) n,摇 摇 u 是 赘 鄄 周期的. (4)
主要的方法就是由 Ma 和 Wang[15鄄16]发展的吸引子分叉理论. 这种理论基于一种被命名为吸引

子分叉的分叉. 分析的另一个重要因素就是中心流形约化理论.
本文是这样安排的:第 1 节,回顾了由 Ma 和 Wang 发展的抽象分叉理论;第 2 节,研究了

一维区域(0,L)中,复 Swift鄄Hohenberg 方程在 Dirichlet 边界条件下的吸引子分叉;第 3 节,讨
论了在更为一般的区域上,复 Swift鄄Hohenberg 方程在 Dirichlet 边界条件下的吸引子分叉;第 4
节,考虑了复 Swift鄄Hohenberg 方程在周期边界条件下的情况.

1摇 抽象分叉理论

在本节中,将回顾由 Ma 和 Wang[15鄄16]发展的抽象发展方程的动态分叉理论的一些结果.
令 H 和 H1 为两个复值的 Hilbert 空间,H1 H 是一个稠密紧包含. 线性映射 L:H1 寅 H 被

称为全连续场, 如果 L = A + B, 其中 A:H1 寅 H 是一个线性同胚, B:H1 寅 H 是一个线性紧算

子. 考虑非线性发展方程

摇 摇 du
dt = L姿u + G(u,姿), (5)

摇 摇 u(0) = u0, (6)
其中, u:[0,肄 ) 寅 H是未知函数,姿 沂R是系统参数,L姿:H1 寅 H是连续依赖于 姿 沂R 的参数

化的线性全连续场,并且满足

摇 摇 L姿 = A + B姿 是一个扇形算子, (7)
其中, A:H1 寅 H 是一个线性同胚,B姿:H1 寅 H 是一个含参数的线性紧算子.

我们可以知道 L姿 {生成解析半群 e -tL }姿 ,对于任意的0臆琢臆1,我们可以定义分数次算子

L琢
姿,其定义域为 H琢 = D(L琢

姿),并且有如果 琢2 < 琢1,则 H琢1
奂 H琢2

,H0 = H .
另外地,我们假设非线性项 G(·,姿):H琢 寅 H,0 臆 琢 臆1,是连续依赖于参数 姿 沂 R 的参

数化的 Cr( r 逸1) 有界算子族,并且有

摇 摇 G(u,姿) = o(椰u椰H琢
),摇 摇 坌姿 沂 R . (8)

我们假设线性算子 A {有特征值列 籽 }k 奂 C {和特征函数列 ek,h }k 奂 H1:

摇 摇
Azk = 籽 kzk, zk = ek + ihk,
Re 籽 k 寅 肄, 当 k 寅 肄,
| Im 籽 k / (Re 籽 k + a) | 臆 C, 对某常数 a,C > 0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

(9)

{并且 ek,h }k 是 H 的一组基.
条件(9)意味着 A是一个扇形算子. 对于紧算子B姿:H1 寅H,假设存在一常数0臆 兹 < 1 使

得
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摇 摇 B姿:H兹 寅 H 是有界的,摇 摇 坌姿 沂 R . (10)
复数 茁 = 琢1 + i琢2 被称为算子 L姿: H1 寅 H的特征值, 其中 琢1, 琢2 沂 R,如果存在 z沂 H1,

z 屹0 使得

摇 摇 L姿 z = 茁z, z = x + iy,
其中 x,y 是实值函数,或等价的,

摇 摇 L姿x = 琢1x - 琢2y,
摇 摇 L姿y = 琢2x + 琢1y .
令算子 L姿 的特征值(计入重数)由下面给出:
摇 摇 茁1(姿),茁2(姿),…,茁 k(姿) 沂 C .

假设

摇 摇 Re 茁 i(姿)
< 0,摇 摇 当 姿 < 姿0 时,
= 0, 姿 = 姿0 时,
> 0, 当 姿 > 姿0 时

ì

î

í

ïï

ïï .

摇 摇 1 臆 i 臆 m + 1, (11)

摇 摇 Re 茁 i(姿0) < 0,摇 摇 坌m + 2 臆 i . (12)
下面我们引出无穷维 Hilbert 空间中的吸引子分叉定理[15鄄16] .
定理1. 1(吸引子分叉定理)摇 令 H和H1 为两个复值的Hilbert空间,H1 H是一个稠密紧

包含,并假设式(7)、(8)、(11)、(12) 成立. 令 L姿 在 姿 = 姿0 处的特征函数空间为

摇 摇 E0 =胰
m+1

i =
{

1
u 沂 H1 | (L姿0

- 茁 i(姿0)) ku = 0, k = 1,2 },… , (13)

并且 u = 0 是方程(5) 在 姿 = 姿0 的局部渐近稳定平衡点. 则下面结论成立:
1) 方程(5)从 (u,姿) = (u,0) 在 姿 > 姿0 处分叉出一个吸引子 A姿,其维数 m 臆 dim A姿 臆

m + 1,并且当 m > 0 时是连通的;
2) A姿 是一列(m + 1) 维胎面Mk 的极限,且有Mk+1 奂Mk . 特别地,如果 A姿 是有限单复形,

则 A姿 同伦于 Sm;
3) 对任何 u姿 沂 A姿 可表示为

摇 摇 u姿 = v姿 + o(椰v姿椰H1
),摇 摇 v姿 沂 E0;

4) 如果 A姿 中方程(5)的奇点数是有限的,那么有如下指标公式:

摇 摇 鄱
ui沂A姿

ind[ - (L姿 + G),ui] = 2,摇 摇 当 m = 奇数时,
0,摇 摇 当 m = 偶数时

{ ;
(14)

5) 如果 u = 0 是方程(5) 在 姿 = 姿0 全局稳定的平衡点,那么对任何有界开集 U奂 H, 0 沂
U, 存在 着 > 0使得当姿0 < 姿 < 姿0 + 着 时,在(0,姿0) 处分叉出的吸引子 A姿 吸引U / 祝,其中祝是

u = 0 的稳定流形,余维数 = m + 1.特别地,如果方程(5) 在 H 中存在全局吸引子,则 U = H .

2摇 在一维区域 (0,L) 上 Swift鄄Hohenberg 方程在 Dirichlet 边界

条件下的分叉

在本节和下节中,我们讨论复 Swift鄄Hohenberg 方程在 Dirichlet 边界条件下的分叉. 为了讨

论的方便,在本节和下节中令方程(1)中的 q 为 1.
令 u = u1 + iu2,其中 u1,u2 为实值的,则 Swift鄄Hohenberg 方程在条件(2)下可等价地写为
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摇 摇

鄣u1

鄣t = 姿u1 - 琢(1 + 驻) 2u1 + 茁(1 + 驻) 2u2 - 滓(u2
1 + u2

2)u1 + 籽(u2
1 + u2

2)u2,

鄣u2

鄣t = 姿u2 - 琢(1 + 驻) 2u2 - 茁(1 + 驻) 2u1 - 滓(u2
1 + u2

2)u2 - 籽(u2
1 + u2

2)u1,

u1(x,0) = 准(x), u2(x,0) = 鬃(x)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(15)

令

摇 摇 H = L2(赘,C),
摇 摇 H1 = H 4(赘,C) {= u = u1 + iu2 u1,u2 沂 H 4(赘),u 满足式(3 }) , (16)

其中 H 4(赘) 是通常的实值 Hilbert 空间.
这样方程(15)可表示为如下形式:

摇 摇
dU
dt = L姿U + GU,

U(0) = (u1(0),u2(0)) T
{

,
(17)

其中, L姿 = - A + B姿 和 G:H1 H 定义如下:

摇 摇 - AU =
- 琢(1 + 驻) 2u1 + 茁(1 + 驻) 2u2

- 琢(1 + 驻) 2u2 - 茁(1 + 驻) 2u

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

,

摇 摇 B姿U = 姿
u1

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,

摇 摇 GU =
- 滓(u2

1 + u2
2)u1 + 籽(u2

1 + u2
2)u2

- 滓(u2
1 + u2

2)u2 - 籽(u2
1 + u2

2)u

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

=
G1(u)
G2(u

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
.

由于 H1 紧嵌入到 H,所以 B:H1 H 是一个紧算子.
本节中,我们考察复 Swift鄄Hohenberg 方程在一个特殊区域:一维区域 (0,L) 上的情况. 也

就是说,我们考虑如下问题:

摇 摇

鄣u
鄣t = 姿u - (琢 + i茁) 1 + 鄣2

鄣x( )2

2
u - (滓 + i籽) | u | 2u,

x 沂 (0,L), t > 0,
u(x,0) = 准 + i鬃, x 沂 (0,L), t > 0,
u = 0, u义 = 0, x = 0,L

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(18)

记

摇 摇 Q = 1 + 鄣2

鄣x( )2

2
,

则下面的线性特征值问题

摇 摇 Qu = 子u, x 沂 (0,L),
u = 0, u义 = 0, x = 0,{ L

(19)

的特征值为

摇 摇 P k仔( )L
= k仔( )L

2
-( )1

2
,摇 摇 k = 1,2,…,

其中 P(孜) = (孜2 - 1) 2 . 另外,对应的特征函数为 sin(k仔x / L) . 容易得到,当 k 寅 肄,P(k仔 / L)
寅 肄 .
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故线性特征值问题

摇 摇
L姿U = 酌U, x 沂 (0,L),
U = 0, U义 = 0, x = 0,{ L

(20)

{有特征值列 酌 }k , {对应特征值函数 e }k . 还有

摇 摇 酌 k = 姿 - 琢P k仔( )L
- i茁P k仔( )L

, ek = sin k仔x( )L
依 isin k仔x( )L

,摇 摇 k = 1,2,… .

因此,假设对于任意的 k 沂 N,L 屹 k仔,则 A 是一个线性同胚,所以,L姿 = A + B姿 是一个全

连续场. 如果对于某个正数 k有 L = k仔,那么 A + I是一个线性同胚. 这种情况下 L姿 仍然是一个

全连续场,此时 L姿 = A + I + (姿 - 1) I . 故我们假设 L < 仔 .
另外, H 和 H1 可分解如下:
摇 摇 H = E1 茌 軌E2, H1 = E1 茌 E2,

其中

摇 摇 E1 {= x1sin
仔x( )L

+ iy1sin
仔x( )L

x1, y1 沂 }R ,

摇 摇 E2 {= 鄱
肄

k = 2
(xk + iyk)sin

k仔x( )L 鄱
肄

k = 2

(k仔) 8

L8 (xk
2 + yk

2) < 肄, xk, yk 沂 }R ,

摇 摇 軌E2 {= 鄱
肄

k = 2
(xk + iyk)sin

k仔x( )L 鄱
肄

k = 2
(xk

2 + yk
2) < 肄, xk, yk 沂 }R .

算子 L姿 可分解为

摇 摇 L姿 = L1,姿 茌 L2,姿,
其中

摇 摇 L1,姿 = L姿 | E1
:E1 E1, L2,姿 = L姿 | E2

:E2
軌E2 .

由中心流形定理和 Liapunov鄄Schmidt 约化,吸引子分叉方程由下式给出:

摇 摇

dx1

dt = 姿 - 琢P 仔( )( )L
x1 + 茁P 仔( )L

y1 + P1G1 x1sin
仔x( )L

+ iy1sin
仔x( )L( )+ h ,

dy1

dt = 姿 - 琢P 仔( )( )L
y1 - 茁P 仔( )L

x1 + P1G2 x1sin
仔x( )L

+ iy1sin
仔x( )L( )+ h

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(21)

其中 h = h1 + ih2 是中心流形函数,并且满足

摇 摇 h(x1,y1) = o( | x1 | + | y1 | )
和

摇 摇

u = u1 + iu2 = 鄱
肄

k = 1
(xk + iyk)sin

k仔x( )L
,

P1G1(u) = 乙 L
{

0
- 滓(u2

1 + u2
2)u1 + 籽(u2

1 + u2
2)u }2 sin 仔x( )L

dx,

P1G2(u) = 乙 L
{

0
- 滓(u2

1 + u2
2)u1 - 籽(u2

1 + u2
2)u }2 sin 仔x( )L

dx

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,

(22)

其中, u1,u2,G1,G2,h1,h2 均为实值的.
我们给出一些先验估计.
定理 2. 1摇 对于复 Swift鄄Hohenberg 方程(15),有下面的先验估计成立:
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摇 摇 | u( t) | 2 臆

exp 姿 - 琢P 仔( )( )L( )t | u(0) | , 当 姿 < 琢P 仔( )L
时,

| u(0) |
2滓L | u(0) | 2 t + 1

, 当 姿 = 琢P 仔( )L
时,

{max (姿 - 琢P(仔 / L))L
滓 , | u(0) }| , 当 姿 > 琢P 仔( )L

时

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(23)

证明摇 由方程(15),我们得到

摇 摇 1
2

d
dt乙

L

0
| u | 2dx =

摇 摇 摇 摇 乙 L
{

0
姿 | u | 2 - 琢( | u | 2 - 2 | u忆 | 2 +| u义 | 2) - 滓 | u | }4 dx 臆

摇 摇 摇 摇 乙 L
{

0
姿 | u | 2 - 琢P 仔( )L

| u | 2 - 滓 | u | }4 dx =

摇 摇 摇 摇 姿 - 琢P 仔( )( )L
| u | 2

2 - 滓 | | u | 2 | 2
2,

由 H觟lder 不等式

摇 摇 | | u | 2 | 2
2 逸 1

L | u | 4
2,

因此,我们有下面的不等式:

摇 摇 d
dt | u | 2

2 臆2 姿 - 琢P 仔( )( )L
| u | 2

2 - 2滓
L | u | 4

2,

故定理得证.
总结起来,如果 姿 臆 琢P(仔 / L),那么平凡解在 L2((0,L),C) 中就是一个全局吸引子,如

果 姿 > 琢P(仔 / L),那么在 L2((0,L),C) 中,全局吸引子存在于球 BR, 球的半径

摇 摇 R = (姿 - 琢P(仔 / L))L
滓 ,

以原点为圆心.
由文献[14],我们可以得到如下的动态分叉定理:
定理 2. 2摇 对于复 Swift鄄Hohenberg 方程(15),以下结论成立:
1) 如果 姿 臆 琢P(仔 / L),则 u = 0 是问题(15)的全局渐近稳定的平衡点;
2) 当 姿 穿过 琢P(仔 / L) 时,特别地,对于任意的 琢P(仔 / L) < 姿 < 琢P(仔 / L) + 着,着 > 0,

问题(15) 从(u,姿) = (0,琢P(仔 / L)) 分叉出一个吸引子 撞姿;
3) 吸引子 撞姿 的维数介于 1 和 2 之间,是一列二维的胎面 Mk 的极限,且 Mk+1 奂 Mk, 即

摇 摇 撞姿 =疑
肄

k = 1
Mk;

4) 如果 茁 屹0,则该分叉为 Hopf 分叉,特别地,撞姿 = S1, 并且是渐近稳定的;
5) 如果 茁 = 0 和 籽 屹0,那么分叉出的吸引子 撞姿 是一个周期轨道,是一个极限环. 如果 茁 =

0 和 籽 = 0,那么 撞姿 由问题(18)的奇点组成;
6) 另外,对于任意的 琢P(仔 / L) < 姿 < 琢P(仔 / L) + 着,撞姿 吸引 L2((0,L),C) / 祝中的所有

有界集,其中 祝 是 u = 0 的稳定流形,在 L2((0,L),C) 中的余维数为 2.

注 2. 1摇 在上面的讨论中,要求 L < 仔 . 如 L > 仔,有最大实部的特征值的重数可能会大于 2,我们将会在
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第 3 节中更一般的区域上讨论这种情况.

在文献[3]中,作者得到在某些分叉点 kL1 和 kL2(k = 1,2,…) 处产生非平凡分叉解,其中

L1 和 L2 满足 P(仔 / L) = 姿,并且得到分叉解在 L1 和 L2 附近的局部行为. 然而,对于复 Swift鄄Ho鄄
henberg 方程,我们可以得到在 姿 = P(仔 / L) 处分叉出的吸引子的更多信息,包括关于稳定性的

定理 2. 2. 对于从该线性问题的其他特征值处分叉出的不变集也可以做类似讨论.

3摇 n 维区域上 Swift鄄Hohenberg 方程在 Dirichlet 边界条件下的分叉

在本节中,考虑 n 维 Swift鄄Hohenberg 方程(1)并附边界条件(3),这里 赘 是一个 n 维区域,
1 臆 n 臆3, 我们有以下结论.

定理 3. 1 对于复 Swift鄄Hohenberg 方程(1)与(3),以下结论成立. 假设 姿1 是算子(1 + 驻) 2

的主特征值,滋 k 是 - 驻在Dirichlet边界条件下的特征值,对应于 姿1,特别地,姿1 = (滋 k - 1) 2,这
样的 滋 k 的重数和为 m .

1) 如果 姿 臆 琢姿1,则 u = 0 是问题(15)全局渐近稳定的平衡点;
2) 当 姿 穿过 琢姿1,即对于任意的 琢姿1 < 姿 < 琢姿1 + 着,着 > 0,问题(15) 从(u,姿) = (0,

琢姿1) 处分叉出一个吸引子 撞姿;
3) 撞姿 的维数介于 2m - 1 和 2m 间,是一列 2m 维胎面 Mk 的极限,并且 Mk+1 奂 Mk, 即

摇 摇 撞姿 =疑
肄

k = 1
Mk;

4) 如果 茁2 + 籽2 屹0, 那么分叉吸引子不含奇点;
5) 如果 m = 1,茁2 + 籽2 屹0,那么 撞姿 是一周期轨道;如果 茁 = 0 和 籽 = 0,那么 撞姿 只由问题

(15)的定态解构成;
6) 另外,对于任意的 琢姿1 < 姿 < 琢姿1 + 着,撞姿 吸引 L2((0,L),C) / 祝 中的所有有界集,这

里 祝 是 u = 0 的稳定流形,在 L2((0,L),C) 中余维数为 2m .
证明摇 令

摇 摇 H = L2(赘,C),
摇 摇 H1 = H 4(赘,C) {= u = u1 + iu2 | u1,u2 沂 H 4(赘), u 满足式(3 }) , (24)

其中 H 4(赘) 为通常的实值 Hilbert 空间. 算子 L姿 = - A + B姿 和 G:H1 H 的定义同第 2 节中相

同.
已知问题(15)有一全局吸引子[17] .
令 滋 k 为 - 驻 在 Dirichlet 边界条件下的特征值. 已熟知

摇 摇 0 < 滋1 < 滋2 臆 … 臆 滋 k 臆 …,摇 摇 滋 k 寅 肄,摇 摇 当 k 寅 肄, (25)
{并且对应的特征函数 e }k 是 L2(赘) 的一组正交基.

则 - (1 + 驻) 2 在边界条件(3)下的特征值由下式给出:
摇 摇 - (滋 k - 1) 2,摇 摇 k = 1,2

{

,…,
e }k 为对应的特征函数.

容易得到算子 A 的特征值为

摇 摇 琢(滋 k - 1) 2 + i茁(滋 k - 1) 2,摇 摇 k = 1,2,… .
相应的特征函数为

摇 摇 浊 k = ek 依 iek,摇 摇 k = 1,2,…,
{并且 ek,ie }j 是 H 的一组正交基.
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假设 - 驻 在 Dirichlet 边界条件下对应于 滋 k 的特征函数为

{摇 摇 e*1 ,e*2 ,…,e* }m , (26)
则空间 H 和 H1 可以分解为

摇 摇 H = E1 茌 E2, H1 = E1 茌 軌E2,
其中

摇 摇 E1 {= 鄱
m

i, j = 1
(xie觹i + iy je觹j) | xi,y j 沂 }R .

由中心流形定理, u = v + h,其中 v = v1 + iv2 沂 E1,v1,v2 均为实值的,h:E1 E2 为复数值

的中心流形函数,由 Liapunov鄄Schmidt 约化,式(1)与式(3)在 姿 = 姿1 的分叉方程写为

摇 摇

鄣v1
鄣t = 姿v1 - 琢(1 + 驻) 2v1 + 茁(1 + 驻) 2v2 + P1G1(v1 + iv2 + h),

鄣v2
鄣t = 姿v2 - 琢(1 + 驻) 2v2 - 茁(1 + 驻) 2v1 + P1G2(v1 + iv2 + h

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(27)

其中, 姿 在 姿1 附近,G = (G1,G2) T 的定义同第 2 节,P1:H E1 是投影算子.
方程(27)是由 2m 个常微分方程组成的系统:

摇 摇

鄣Z1

鄣t = (姿 - 琢姿1)Z1 + 茁姿1Z2 +

摇 摇 [ - 滓(Z2
1 + Z2

2)Z1 + 籽(Z2
1 + Z2

2)Z2] + o( | Z | 3),
鄣Z2

鄣t = (姿 - 琢姿1)Z2 - 茁姿1Z1 +

摇 摇 [ - 滓(Z2
1 + Z2

2)Z2 - 籽(Z2
1 + Z2

2)Z1] + o( | Z | 3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ),

(28)

其中, Z = Z1 + iZ2,Z1,Z2 均为实值的. 线性部分的主特征值仍是 姿 - 琢姿1 - i茁姿1,重数为 2m .
摇 摇 首先证明 v = 0 在 姿 = 琢姿1 是渐近稳定的,其他结论由吸引子分叉定理可得到.

在 姿 = 琢姿1, 由式(27)得到

摇 摇 1
2

d
dt乙赘 | v | 2dx = 乙

赘
(姿 - 琢姿1)v2 + G(v + h(v))vdx =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
G(v)dx + o( | v | 4) =

摇 摇 摇 摇 - 滓乙
赘
| v | 4dx + o( | v | 4),

这意味着 v = 0 在 姿 = 琢姿1 是渐近稳定的.
所以由吸引子分叉定理,问题(15)在 (u,姿) = (0,琢姿1) 处分叉出一个吸引子 撞姿,撞姿 的稳

定性也可以得到.
接下来证明如果 茁2 + 籽2 屹0, 分叉出的吸引子不含奇点.
如果 茁 屹0,则 L姿 在 姿 = 琢姿1 处的特征值不为 0,因此,L姿:H1 寅 H 在 姿 = 琢姿1 附近是一个

线性同胚. 也就是说,在(0,琢姿1) 处没有分叉出定态解.
如果 茁 = 0,籽 屹0,

摇 摇 乙
赘

u2
鄣u1

鄣t - u1
鄣u2

鄣
é
ë
êê

ù
û
úút
dx = 乙

赘
籽 | u | 4dx, (29)

因此, 撞姿 不含问题(15)的奇点.
如果 茁 = 籽 = 0, 问题(18)的定态方程可写为
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摇 摇
姿u - 琢 1 + 鄣2

鄣x( )2

2
u - 滓 | u | 2u = 0, x 沂 (0,L), t > 0,

u = 0, u义 = 0, x = 0,L
{

.
(30)

方程(30)是一个具有变分结构的方程,对应泛函为

摇 摇 F(u) = 乙 L

0
- 1

2 | u义 | 2 +| u忆 | 2 - 1
2 (姿 - 1) | u | 2 + 滓

4 | u |[ ]4 dx .

由文献[15],方程(30)在 (u,姿) = (0,姿) 分叉出一个奇点,因此,撞姿 一定含有方程(30) 的奇

点. 另一方面,方程(30) 在正交群作用下是不变的,也就是说,对于任意的 M 沂 O(2), 作变换

摇 摇 軌u = Mu, u = (u1,u2),
方程(30)不改变形式. 如果 u姿 沂 撞姿 是方程(30) 的一个奇点,那么 軌u姿 = Mu姿 也是方程(30)的
奇点. 因此

摇 摇 撞姿 {= Mu姿 | M 沂 O(2 }) = S1

由奇点构成. 证明完成.

注 3. 1摇 对于一般区域 赘上的复 Swift鄄Hohenberg 方程,可能存在多于一个 滋 k 使得 姿1 = (滋 k - 1) 2,因此,
算子 L姿 的主特征值的重数不能确定.

注 3. 2摇 对于一维的复 Swift鄄Hohenberg 方程的动态分叉在文献[14]中研究过,然而, n 维的情况还没有

研究过.

4摇 Swift鄄Hohenberg 方程在周期边界条件下的分叉

在本节中,考虑 Swift鄄Hohenberg 方程在周期边界条件(4)的情况,我们假设方程(1)中的 q
满足 1 / 2 < q < 1.

令

摇 摇 H = L2(赘,C), H1 {= u 沂 H 4(赘,C) | u 满足条件(4 }) ,
算子 L姿 = - A + B姿 和 G:H1 H 的定义同第 2 节.

定理 4. 1 对于 Swift鄄Hohenberg 方程(1)与边界条件(4),下面结论成立:
1) 当 姿 臆 琢(1 - q) 2,u = 0 是问题(1)、(4)的渐近稳定的平衡点;
2) 当 姿 穿越 琢(1 - q) 2 时,问题(1)、(4) 在(u,姿) = (0,0) 处分叉出一个吸引子 撞姿 奂

L2(赘,C);
3) 撞姿 的维数介于 4n - 1 和 4n 间,是一列 4n 维胎面 Mk 的极限,且 Mk+1 奂 Mk, 即

摇 摇 撞姿 =疑
肄

k = 1
Mk;

4) 如果 籽 屹0,撞姿 不含问题(1)、(4) 的定态解. 如果 茁 = 0,籽 = 0,那么撞姿 含有一个由奇点

组成的 n 维胎面 T n;
5) 撞姿 吸引 L2(赘,C) / 祝,其中 祝 是 u = 0 的稳定流形,在 L2(赘,C) 中余维数为 4n .
证明摇 我们熟知线性特征值问题

摇 摇 - 驻v = 滋v,
v(x + 2k仔) = v(x{ ),

摇 摇 x 沂 赘 (31)

有特征值列

摇 摇 滋0 = 0 < 1 = 滋1 臆 滋2 臆 … 臆 滋 k 臆 …,摇 摇 滋 k 寅 肄,摇 摇 k 寅 肄 (32)
{和特征函数列 ek,ie }k ,并且是 H 和 H1 的一组正交基,其中
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摇 摇 滋 k =| k | 2, k = (k1,k2,…,kn), | k | 2 = k2
1 + k2

2 + … + k2
n .

第 2 个特征值 滋1 = 1 有重数 2n, 对应特征函数为

摇 摇 sin x j, cos x j,摇 摇 j = 1,2,…,n . (33)
因此,下面线性特征值问题

摇 摇
L姿 v = 子v,
v(x + 2k仔) = v(x{ ),

摇 摇 x 沂 赘 (34)

的特征值由下式给出:
摇 摇 姿 - 琢(滋 k - q) 2 - i茁(滋 k - q) 2, (35)

特征函数为

摇 摇 coskx 依 i cos kx, sin kx 依 i sin kx,摇 摇 kx = k1x1 + k2x2 + … + knxn,
其中 L姿 如第 2 节中定义.

因此,问题(34)的主特征值是 姿,重数为 4n .
为了简便起见,令
摇 摇 e2j -1 = sin x j, e2j = cos x j,摇 摇 j = 1,2…,n .

则 H 可分解为如下形式:
摇 摇 H = E1 茌 E2,

摇 摇 E1 {= 鄱
2n

j = 1
( z1j + iz2j)ej | z1j,z2j 沂 }R .

假设

摇 摇 u = u1 + iu2,
摇 摇 (u1,u2) = (Z1 + h1(Z1,Z2),Z2 + h2(Z1,Z2)),

摇 摇 (Z1,Z2) = 鄱
2n

j = 1
( z1j,z2j)ej,

其中, u1,u2,Z1,Z2,h1,h2 均为实值的.
这里 h = h1 + ih2:E1

軌E2 是中心流形函数,且满足

摇 摇 h1(Z1,Z2) = o( | Z1 | + | Z2 | ) . (36)
由 Liapunov鄄Schmidt 约化,我们得到如下的分叉方程:

摇 摇

dZ1

dt = 姿Z1 + PG1(u),

dZ2

dt = 姿Z2 + PG2(u

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(37)

其中

摇 摇 PG1(u) = 鄱
2n

j = 1
ej乙

赘
[ - 滓(u2

1 + u2
2)u1 + 籽(u2

1 + u2
2)u2]ejdx, (38)

摇 摇 PG2(u) = 鄱
2n

j = 1
ej乙

赘
[ - 滓(u2

1 + u2
2)u2 - 籽(u2

1 + u2
2)u1]ejdx, (39)

则由方程(37)、(38)和(39)得到

摇 摇

dz1i
dt = 姿z1i + 乙

赘
[ - 滓(Z2

1 + Z2
2)Z1 + 籽(Z2

1 + Z2
2)Z2]eidx + o( | z | 3),

dz2i
dt = 姿z2i + 乙

赘
[ - 滓(Z2

1 + Z2
2)Z2 - 籽(Z2

1 + Z2
2)Z1]eidx + o( | z | 3)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .
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由文献[15]中吸引子分叉定理,可以得到问题(1)、(4)在 (u,姿) = (0,0) 处分叉出一个吸引

子 撞姿 及其稳定性.
如果 籽 屹0,类似定理 3. 1 中的证明,我们可以证明 撞姿 不含式(1)、(4)的定态解.
如果 茁 = 0,籽 = 0,则方程简化为一实方程,由文献[13],得到 撞姿 含有一个由奇点组成的 n

维胎面 Tn .
证明完成.

注4. 1摇 本节中, 我们考虑了 1 / 2 < q < 1 时的情况, 然而, 当 0 < q < 1 / 2 时, 吸引子分叉同样可以讨

论. 这种情况下,定理 4. 1 中的 琢(1 - q) 2 要被替换为 琢q2,分叉出的吸引子的维数介于 1 和 2 之间. 其他几条

结论类似于定理 4. 1 也可得到,我们在此不做具体讨论. 当 q = 1,A + I是一个线性同胚,把 A与 姿 分别替换为

A + I 与 姿 - 1,相应结论仍然可以得到. 当 q = 1 / 2,琢(1 - q) 2 = 琢q2, 此时吸引子的维数发生改变.
注4. 2摇 在文献[14]中,1 维复 Swift鄄Hohenberg 方程在周期边界条件下的动态分叉在第 4 节中给出讨论,

这里我们讨论的是 n 维情况.
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Dynamic Bifurcation of the n鄄Dimensional Complex
Swift鄄Hohenberg Equation

XIAO Qing鄄kun,摇 GAO Hong鄄jun
(Institute of Mathematics, School of Mathematical Sciences,
Nanjing Normal University, Nanjing 210046, P. R. China)

Abstract: The bifurcation of the complex Swift鄄Hohenberg equation was considered. Attractor
bifurcation of the complex Swift鄄Hohenberg equation on a one鄄dimensional domain (0, L) was
investigated. It爷 s also shown that the n鄄dimensionalcomplex Swift鄄Hohenberg equation bifur鄄
cates from the trivial solution to an attractor under the Dirichlet boundary condition on a gener鄄
al domain and under the periodic boundary condition when the bifurcation parameter 姿 crosses
some critical value. The stability property of the bifurcation attractor is also analyzed.

Key words: Swift鄄Hohenberg equation; bifurcation; stability; center manifold

127肖摇 摇 庆摇 摇 坤摇 摇 摇 高摇 摇 洪摇 摇 俊


