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摘要:摇 介绍由约束场和受重力影响的对流扰动耦合而成的衰减平衡向量场动力学方程的渐近求

解. 为分析实验室内微观与自然界中宏观现象的正则和奇异扰动问题. 运用复合尺度方法进行

Fourier 调和分析、尺度变化,并引进新的参数,将一个复杂的三维约束耦合动力学方程降维投影并

转化成复空间里一维的边界层问题. 通过渐近摄动分析,给出多场耦合中扰动问题的特征函数边

界层解法,在例 2 中对流场扰动问题分析,得出从指数振荡解过渡到代数解的转点. 进一步分析计

算非线性特征值问题并做了渐近摄动分析,最后给出多场耦合中扰动问题的特征值边界层解法.
最后,特征关系式的各参数表明其在接触表面中对动力衰变的关键影响.
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引摇 摇 言

早在 18 世纪初叶,Faraday 及其同时代的学者就认识到,在磁场中运动的固体或流体将经

受着一个电动势的作用. 如果运动着的固体或流体是导体的话,那么将在导体内形成一个电回

路,在这个回路内将有电流流动;或者导体与外界物质一道形成一个电回路,而在导体内也存

在电流流动. 这样,电流和磁场间就存在互相作用,即磁场使运动的导体诱导起电流产生感应

电流;反之诱导电流也产生诱导磁场而影响原来的外加磁场.
当运动的导体是耦合流场时,问题就更为复杂些. 特别,如果研究流场在约束场中运动规

律的学科称之为耦合动力学. 因此,从本质上说耦合动力学就是研究耦合速度场和约束场之间

相互作用的一门科学.
衰减平衡向量场动力学考察耦合在约束场作用下的运动规律,也即考察约束场如何影响

着耦合运动,反之耦合的运动又是如何地影响着约束场. 因此,必须考察耦合运动的速度场和

介质内部的约束场. 而实验室内微观与自然界中宏观现象又向我们提出运用复合尺度方法进
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行分析求解的要求. 本文将一个复杂的三维约束耦合动力学方程转化成复空间里一维的边界

层问题,并进行了渐近摄动分析,得出多场耦合中扰动问题的特征值边界层解法.

1摇 问题的表述

我们首先考虑的是简单的模型板组成的一个无限平面流动薄层指定的剪切平衡向量场

摇 摇 B0 = exB0x(y) + ezB0z(y), V0 = exV0x(y) + ezV0z(y),
受到的重力加速度 eyg 指向 y 轴正方向. 假设平衡速度场V0 平行于约束场B0,平衡密度 籽 假定

只在 y 轴上改变. 我们认为阻抗性的约束场方程对于不可压缩的平衡速度场,有统一的阻抗率

和只包括垂直分量的碰撞的一部分粘性张量. 由约束场和受重力影响的对流扰动耦合而成的

衰减平衡向量场动力学方程由以下 4 个方程[1鄄4]组成:
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其中式(1)为动量守恒方程,式(2)为扩散方程,式(3)为连续方程,式(4)则反映约束场为无

源场和约束场的不可压缩性(实际上模型允许轻微的压缩变形). 籽 和 V 为密度和速度,浊 为阻

抗系数,滋彝 为粘度的垂直系数.
流动的速度场、平衡约束向量场和密度考虑平衡量和摄动量, V

-
= V0 + V1, B

-
= B0 + B1, 籽

= 籽0 + 籽1,其中V1,B1,籽1 为摄动量.
由广义 Maxwell 方程,我们有
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动量方程可以写为
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线性化[1] . 对卷积动量方程(5)应用算子 ey·Ñ伊,然后得到两个耦合方程描述了 y 分量的

一阶速度 Vy1 和平衡约束场 By1 . 取所有一阶摄动量转化为像单纯 Fourier 调和函数 [exp i(kxx
+ kzz) + 棕 ]t ,其中 k {= kx,0,k }z 是水平波动向量而 棕 是增长速度,则我们从方程(5)得到

摇 摇 ey·Ñ伊 Ñ伊 籽0
鄣
鄣t V1 + V0·ÑV1 + V1·ÑV( )0 =

196侯摇 磊摇 摇 李 涵 灵摇 摇 张 家 健摇 摇 林 德 志摇 摇 仇摇 璘



摇 摇 摇 摇 ey·
1
4仔 Ñ伊 Ñ [伊 (B0·Ñ) B1 + (B1·Ñ) B ]0 + Ñ伊 Ñ伊 (籽g

-
+ 滋彝 Ñ

2V1{ }) . (6)

现在分别对方程(6)做如下调和分析. 方程左边各项简化为
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这是在 y 上的微分,而方程右边各项简化为
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对于密度摄动量 籽1 我们可以应用式(3) 线性化 籽 [1 棕 + i(k·V0 ]) + 籽 忆
0Vy1 = 0 得到

摇 摇 k2籽1g = - k2g
籽 忆

0Vy1

棕 + i(k·V0)
.

根据磁流动力学专家 Furth,Killeen 和 Rosenbluth(1963)的方法[4],我们现在实行的标准

量纲变量如下:
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这里 子R = 4仔a2 / 浊, 子H = a 4仔籽 / B 是边界层的阻抗和约束耦合动力学的时间尺度,S 是拟

Reynolds 数,掖籽业 和 B 是密度量和约束场强度,a 是流层的特征量纲. 在阻抗的扩散时间尺度

上,F 表示约束场的单位尺度,R* 表示流场的单位尺度.
时间尺度 子R 和 子H 根据不同问题的考虑会有相应的变化. 例如,在星体的内部 子R ~ 109 a,

在太阳黑子中为 子R ~ 50 a;而在试验室高热原子核反应的融合等离子体中为 子R ~ 10 Ms .典型

的中性氢云具有104 个太阳的质量,密度达到 10 mH 和10-6 Gs 的磁场,时间尺度为 子H ~ 107 a,然
而在试验室高热原子核反应的融合等离子体中 子H ~ 10 -6 滋s[4鄄6] . 抗扩散与磁耦合动力学的时间

尺度的比是非常大的. 拟 Reynolds 数 S 的值对于试验室高热原子核反应的融合等离子体基本

在103 ~ 107 之间. 在天体物理学的应用中特征量纲 a 是非常大的,S 同样地被发现是一个大的

数字. 高的拟 Reynolds 数的意义就是对阻抗扩散影响微小的,在边界层外稳态约束场被认为

是一个很好的逼近.
由这些变量项,我们从式(6)左边有
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上面是对 滋 的微分. 同样从式(6)右边有
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由式(6)左右两边相等得
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所以动量方程最后变为

[摇 摇 P + iR ] [* (籽0W忆) 忆 - 琢2籽0 ]W + [i 籽0 (R*) ]忆 忆W =
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P + iR* + N* d2

d滋2 - 琢( )2
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同样,对扩散方程(2)线性化并采取 y 分量得到

摇 摇 wBy1 = i(k
-
·B0)Vy1 - i(k

-
·V0)By1 + 浊

4仔 Ñ
2By1 . (8)

通过量纲化方程(2),可以化为

摇 摇 (P + iR*)鬃 + FW = 鬃 义 - 琢2鬃 . (9)

2摇 多场耦合中扰动问题的特征函数解

多场耦合中扰动问题的边界层解可以分为边界层内解和外解问题 2 个部分[7鄄9] . 按照前面

的分析,当 S 很大时,对阻抗扩散影响微小,边界层外稳态约束场被认为是一个很好的逼近. 对
方程(7) 两边除以 S2,当 G 充分小时,由 1 / S2 寅 0 可以得到外解问题微分方程 鬃 义 - 鬃(琢 +
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F义 / F) = 0. 对此方程我们可以利用常规分析方法得到渐近解. 明显地,g = 琢 是方程的一个解.
将其代入有

摇 摇 鬃 =
e -琢滋(F + 琢), 滋 > 0
e琢滋( - F + 琢), 滋 <{ }0 = e -琢| 滋| ( | F | + 琢),

摇 摇 鬃忆 = - 琢e -琢滋(F + 琢) + e -琢滋(1 - F2), 滋 > 0,
琢e琢滋( - F + 琢) + e -琢滋( - 1 + F2), 滋 < 0{ ,

所以有外解与内解在 0 点左右匹配的跳跃条件,即内解的边界条件

摇 摇 鬃忆(0 +) = - 琢2 + 1, 鬃忆(0 -) = 琢2 - 1,

摇 摇 驻忆
ext =

鬃忆(0 +) - 鬃忆(0 -)
鬃(0) = - 2琢2 + 2

2 = 2 1
琢 -( )琢 .

为计算边界层的内解,文献[1鄄3]已对 MHD 方程进行了线性变化,通过 Fourier 调和分析、
尺度变化,并引进新的参数,将一个复杂的三维耦合动力学方程转化成复空间里一维的边界层

问题的四阶微分方程[8]

摇 摇 (P + iR兹) d2H
d兹2 - 兹2H + G

(F忆) 2
H - iR
P + iR兹 - N d4H

d兹4 = P兹 - F义
驻F忆, (10)

摇 摇 驻忆 = 驻乙肄

-肄
(P + 兹H)d兹, (11)

其中特征值 P 为复数,特征函数 H 为复函数,R 为切变流特征参数,G 为重力参数,N 为粘度参

数.
边界层内解的特征函数渐近扰动方法如下. 对边界层方程(10)进行 H(兹) Fourier 变换,

定义

摇 摇 h(k) = 乙肄

-肄
H(兹)e - ik兹d兹,

将原物理场方程转变为 Fourier 空间内微分算子特征函数渐近求解问题.
令 着 = 1 / R, 可以得到粘性撕裂模式的微分算子[9]

摇 摇 Lh = h义 + 1
着 (k2h) 忆 - (k2P + k4N)h

和三阶微分算子(也可以称为粘性撕裂 G 模式算子)

摇 摇 Mh = 1
着

d
dk( )- P Lh - G

(F忆) 2h =

摇 摇 摇 摇 2仔iP 1
着 啄义(k) - 2仔 iP2 + RF义

驻( )F忆
啄忆(k) + 2 [仔 PF义

驻F忆 - i G
着 (F忆) ]2 啄(k) .

下面讨论主要特征函数渐近扰动问题

摇 摇 着h义 + (k2h) 忆 - 着Pk2h = 0,摇 摇 着 寅0,
摇 摇 - k0 < k 臆0, h义 - Pk2h = 0 圯 h1 ~ k -1 / 2e 依0. 5P1 / 2k2,

摇 摇 - k < k0 < 0, 着h义 + (k2h) 忆 = 0 圯 h2 ~ e -k3 / 3着,摇 摇 k 寅- 肄 .
对于 - k0 < k臆0,我们可以忽略流场项,但对于大的 k,则是流场项起主导作用. 所以当 k

寅- 肄 时我们可以忽略 P 惯性项.
因为当流场项近似地平衡 P 惯性项,解的转化是从指数振荡解到代数解的过渡,即
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摇 摇 1
着 k2h忆 抑| Pk2h | .

因为在摄动区域有 h忆 抑 kP1 / 2h,所以有 | 着 -1k3
0P1 / 2h | 抑| Pk2

0h | , 可以得出从指数振荡解

到代数解的过渡的转点

摇 摇 k0 抑 1
着 | P | 1 / 2 .

因此,当 0 臆 字 臆 仔,对于 Mh = 0, - 肄 < k < 0,0 < k < + 肄,我们可以根据 Re(P) 和

N 的值把特征函数归为 4 种形态:
1) 当 N = 0,Re(P) > 0 时,

摇 摇 h(k) ~ e -k3 / (3着), k 寅+ 肄,
k -2e着Pk, k 寅- 肄

{
;

2) 当 N = 0,Re(P) < 0,着 寅0 时,

摇 摇 h(k) ~ e -k3 / (3着), k 寅+ 肄,
k -2, k 寅- 肄

{
;

3) 当 N = 0,Re(P) < 0 时,

摇 摇 h(k) ~
e -k3 / (3着), k 寅+ 肄,

k -1 / 2e 依0. 5P1 / 2k2, - k0 < k 臆0,

k -2, - 肄 < k < - k0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

4) 当 N 屹0 时,

摇 摇 h(k) ~
{exp [- R + 1 / 着2 + 4 ]N k3 / }6 , k 寅+ 肄,

{exp [- R - 1 / 着2 + 4 ]N k3 / }6 , k 寅- 肄
{

.
在 4)中,由于我们引入了粘度 N 的影响,h(k) 的结构产生加速衰减的变化.

考虑到流场 着 变得很小时增长率 P 的特性,我们进行的渐近性的研究使我们能够在很小

的 着 极限分析下估计 P . 粘性撕裂 N鄄G鄄模式方程给出如下:

摇 摇 1
着

d
dk( )- P Lh - G

(F忆) 2h = 0,摇 摇 - 肄 < k < 0, 0 < k < 肄, (12)

这里,

摇 摇 Lh = d2h
dk2 + 1

着
d
dk(k

2h) - (k2P + k4N)h (13)

是粘性撕裂模式算子. 在原点 k = 0 相关的边界和跳跃条件为

摇 摇 h( 依肄) = 0, h(0 +) = 1, h忆(0 依) = - ie 依i 字, (14)

摇 摇 h义(0 +) - h义(0 -) = - 2仔i G
(F忆) 2, (15)

而特征值关系为

摇 摇 2仔P = h(0 -)
h忆(0 -)e

- i 字 - h(0 +)
h忆(0 +)e

i 字,摇 摇 - 仔 < 字 < 仔 . (16)

在原点两边, h 和 h忆 的值都需要得到 P 的渐近估计.
本文中我们先进行渐近分析以确定特征解 h,然后预测小的参数 着下的特征值P以支持数
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值分析. 由 Lh = 0 渐近逼近以确定撕裂模的增长率. Bondeson 和 Persson(1986) [7] 发现粘性限

制在 N = 0 的情况下,当 着 变得很小时撕裂模的增长率,表现为如下形式:

摇 摇 P ~ 1
2仔着e

i( )字
1 / 2

+ cos 字祝(1 / 3)
2仔着 -1 / 332 / 3 ,摇 摇 着 寅0. (17)

从这里可以看出当 着 变小时 Re(P) 增大,其物理解释是剪切流沿B0 破坏撕裂模式,这和

Tokamaka 中性束注入产生明显的后果一样. 有些学者指出了大量流动(着 寅0) 可能存在因为

| 字 | < 仔,所以撕裂模相应的 驻忆 < 0(例如 仔 / 2 < | 字 | < 仔) 可引起不稳定.

3摇 大流量限制下粘性撕裂模式特征值 P 渐近估计

一个估计特征值 P 问题的渐近方法,对于粘性撕裂方程,可以表示为一个奇异摄动展开:
摇 摇 h = h0 + h1 + h2 + h3 + …,摇 摇 着 寅0, (18)

这里 hn(n = 1,2,3,…) 是 n 次摄动解,hn 寅0,着 寅0. n 次解 hn 和(n - 1) 次解 hn-1 渐近递推

关系是

摇 摇
着h义

0 + (k2h0) 忆 = 0,

着h义
n + (k2hn) 忆 = 着(k2P + k4N)hn-1,摇 摇 n = 1,2,3,…

{
.

(19)

为了得到足够小的参数 着,解 hn 和 h(m)
n (m = 0,1,2) 假定在定性讨论的特征函数 h(k) 是衰减

的. 0 阶解 h0(k) 和 n 阶解 hn(k) 满足边界条件

摇 摇 h0( 依肄) = h忆
0( 依肄) = 0, h0( 依肄) = h忆

n( 依肄) = 0, (20)
所以我们可以分别对于正负 k 求解式(19).
3. 1摇 零阶渐近解 h0(k)

从式(12)的齐次方程可以得到一个简单的零阶解一般形式

摇 摇 h0(k) = c0e -孜 + c1e -孜乙 k

0
e孜dk, 孜 = 1

3着k
3, (21)

这里 c0 和 c1 是任意常数.
从式(19)取 n = 1,对零阶方程,分别在当k > 0时在[k, +肄)上积分和在k < 0时在( -肄,

k] 上积分得

摇 摇 h忆
1 + 1

着 k2h1 = P乙 k

肄
k2h0dk + N乙 k

肄
k4h0dk,摇 摇 摇 k > 0,

摇 摇 h忆
1 + 1

着 k2h1 = P乙 k

-肄
k2h0dk + N乙 k

-肄
k4h0dk,摇 摇 k < 0.

再应用 L爷Hospital 法则得到

摇 摇 h0(k) = c0e -孜,摇 摇 k > 0. (22)
同样,对于 k < 0, 我们从式(12)有

摇 摇 h0(k) = c1e -孜乙 k

-肄
e孜dk = o(k -2),摇 摇 k 寅- 肄 . (23)

由式(22)和(23),在 0 点 k = 依 0 处解 h0(k) 的值是

摇 h0(0 +) = c0, h忆
0(0 +) = 0, (24)

摇 h0(0 -) =
c1着1 / 3

32 / 3 祝 ( )1
3

, h忆
0(0 -) = c1 . (25)
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3. 2摇 高阶渐近解 hn(k)
经使用 0 阶解 h0(k),我们现在可以估计在0 点左右两边高阶解 hn(k) 的情况. 由式(19),

我们得到

摇 摇 h忆
1(0 +) = P乙 0

肄
k2h0dk + N乙 0

肄
k4h0dk = Pc0乙 0

肄
k2e -孜dk + Nc0乙 0

肄
k4e -孜dk =

摇 摇 摇 摇 - 着Pc0 -
2Nc0着5 / 3

31 / 3 祝 ( )2
3

, (26)

摇 摇 h忆
1(0 -) = Pc1乙 0

-肄
k2e -孜乙 k忆

-肄
e孜dk忆dk + Nc1乙 0

-肄
k4e -孜乙 k忆

-肄
e孜dk忆dk =

摇 摇 摇 摇 Pc1着2乙 0

-肄
e -孜乙 孜忆

-肄
k -2e孜忆d孜忆d孜 + Nc1着2乙 0

-肄
k2e -孜乙 孜忆

-肄
k -2e孜d孜忆d孜 =

摇 摇 摇 摇 3 -2 / 3Pc1着4 / 3乙 0

-肄
e -孜祝 1

3 ,( )孜 d孜 + Nc1着2乙 0

-肄
孜2 / 3e -孜祝 1

3 ,( )孜 d孜 =

摇 摇 摇 摇 O(P着4 / 3,N着2) . (27)
在这里

摇 摇 祝(a,x) = 乙肄

x
ua-1e -udu摇 摇 (a > 0,x > 0)

是不完全 Gamma 函数.
为了估计在 0 点左右两边一阶解 h1(k),我们对等式(19) 左右两边各乘以 e孜,然后对于 k

> 0 [时在 0, ]k 上积分和对于 k < 0 是在( - 肄,k] 上积分,去寻求收敛解. 因此我们有

摇 摇
h1e孜 = P乙 k忆

0
e孜乙 k

肄
k2h0dkdk忆 + N乙 k忆

0
e孜乙 k

肄
k4h0dkdk忆, k > 0,

h1e孜 = P乙 k忆

-肄
e孜乙 k

-肄
k2h0dkdk忆 + N乙 k忆

-肄
e孜乙 k

-肄
k4h0dkdk忆, k < 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(28)

这里 h1 满足假设条件 h1( 依肄) = 0.
这样,在 0 点正边上,按照标准化的解 h(0 +) = c0,h1 给出如下:
摇 摇 h1(0 +) = 0. (29)

在 0 点负边上, h1 给出如下:

摇 摇 h忆
1(0 -) = Pc1乙 0

-肄
e孜乙 k

-肄
k2e -孜乙 k忆

-肄
e孜dk1dkdk忆 +

摇 摇 摇 摇 Nc1乙 0

-肄
e孜乙 k

-肄
k4e -孜乙 k忆

-肄
e孜dk1dkdk忆 =

摇 摇 摇 摇 Pc1着2乙 0

-肄
e孜乙 k

-肄
e -孜乙 孜忆

-肄
k -2e孜忆d孜忆d孜dk +

摇 摇 摇 摇 Nc1着2乙 0

-肄
e孜乙 k

-肄
k2e -孜乙 k忆

-肄
k -2e孜d孜忆d孜dk =

摇 摇 摇 摇 3 -2 / 3Pc1着4 / 3乙 0

-肄
e孜乙 k

-肄
e -孜祝 1

3 ,( )孜 d孜dk +

摇 摇 摇 摇 Nc1着2乙 0

-肄
e孜乙 k

-肄
孜2 / 3e -孜乙 k忆

-肄
孜 -2 / 3e孜d孜忆d孜dk =

摇 摇 摇 摇 3 -4 / 3Pc1着5 / 3乙 0

-肄
孜 -2 / 3e孜乙 k忆

-肄
e -孜祝 1

3 ,( )孜 d孜d孜 +
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摇 摇 摇 摇 3 -2 / 3Nc1着7 / 3乙 0

-肄
孜 -2 / 3e孜乙 k忆

-肄
孜2 / 3e -孜祝 1

3 ,( )孜 d孜 =

摇 摇 摇 摇 O(P着5 / 3,N着7 / 3),摇 摇 着 寅0. (30)
同样方法,我们可以得到二阶和三阶渐近解

摇 摇 h忆
2(0 +) ~ - P乙 0

肄
k2(Pc0着2ke -孜)dk + N乙 0

肄
k4( - P2c0着2ke -孜)dk =

摇 摇 摇 摇 3 -2 / 3P2c0着7 / 3祝 ( )1
3

+ 3NPc0着3 (31)

和

摇 摇 | h忆
2(0 -) | 垲| h忆

0(0 -) | = c1,摇 摇 着 寅0,k < 0. (32)
所以当 着 变小时 h忆

2(0 -) 可能会被忽略.
二阶解 h2 估计如下:

摇 摇 h2 = e - [孜 P乙 k忆

0
e孜乙 k

0
k2h1dkdk忆 + N乙 k忆

0
e孜乙 k

0
k4h1dkd ]k忆 =

摇 摇 摇 摇 e -孜·O(P2着11 / 3,NP着13 / 3),摇 摇 着 寅0, K > 0, (33)
从而导致

摇 摇 h忆
3(0 +) = P乙 0

肄
k2h2dk + N乙 0

肄
k4h2dk = O(P3着14 / 3,N2P着18 / 3) . (34)

4摇 着 变小时增长率 P 的估计

最后,对标准化的一阶解取 c0 = 1,我们有在 k = 依 0 处的解为

摇 摇 h(0 +) = h0(0 +) = 1,

摇 摇 h(0 -) = h0(0 -) + h1(0 -) = 3 -2 / 3着1 / 3c0祝 ( )1
3

+ O(P着5 / 3,N着7 / 3)

和

摇 摇

h忆(0 +) = h忆
1(0 +) + h忆

2(0 +)h忆
3(0 +) =

摇 摇 - 着Pc0 -
2Nc0

31 / 3着5 / 3祝 ( )2
3

+ 32 / 3着7 / 3P2c0祝 ( )1
3

+

摇 摇 3着3NPc0 + O(着14 / 3P3,着18 / 3N2P),

h忆(0 -) = h忆
0(0 -) = c1

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

(35)

将 h(0 +) / h忆(0 +) 和 h(0 -) / h忆(0 -) 代入到特征值关系式(16)并匹配主项,我们得到

摇 摇 2仔P = h(0 -)
h忆(0 -)e

- i 字 - h(0 +)
h忆(0 +)e

i 字 ~

摇 摇 Rei 字

P + 2·3 -1 / 3着2 / 3N祝(2 / 3) - 3 -2 / 3着4 / 3P2(P2 / (32 / 3着4 / 3))祝(1 / 3) + 3着3NP
+

摇 摇 摇 摇 3 -2 / 3着1 / 3祝 ( )1
3

ei 字 . (36)

应用二项式定理得

摇 摇 2仔P ~ 1
P着e

i [字 1 - 2着2 / 3N祝(2 / 3)
31 / 3P

+ 着4 / 3P祝(1 / 3)
32 / 3 + 4着4 / 3N2祝2(2 / 3)

32 / 3P2 -
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摇 摇 摇 摇 4着2NP祝(2 / 3)祝(1 / 3)
3P + 3 -4 / 3着8 / 3P2祝2 ( ) ]1

3
+

摇 摇 摇 摇 3 -2 / 3着1 / 3祝 ( )1
3

e - i 字 + O(着5 / 3P) . (37)

重写式(37),我们得到

摇 摇 2仔P2 ~ 1
着 ei {字 1 + 2着1 / 3P祝(1 / 3)cos 字

32 / 3 (Rei 字) -1 - 4着2 / 3N祝(2 / 3)
31 / 3P

+ }… . (38)

5摇 G鄄模式特征值 P 的估计

这一节介绍在非粘性极限 N = 0 大流量限制下 G鄄模式增长率 P 的渐近估计.
由式(12)我们有

摇 摇 h忆 + 1
着 k2h( )) 义 - P着h义 - 2P (k2h) 忆 = 着h G

(F忆) 2 - P2k( )2 . (39)

做摄动展开

摇 摇 h = h0 + h1 + h2 + h3 + …,摇 摇 着 寅0, (40)
这里零阶解和 n 阶解满足条件

摇 摇
h0( 依肄) = h忆

0( 依肄) = h义
0( 依肄) = 0,

hn( 依肄) = h忆
n( 依肄) = h义

n( 依肄) = 0
{

,
(41)

和第 3 节一样我们分别在 k 的正负微扰下解式(39). 有零阶差分项到非齐次项得到式(39)的
渐近递推关系是

摇 摇

(着h忆
0 + k2h0) 义 = 0,

(着h忆
n + k2hn) 义 = P着2h义

n-1 - 2着P(k2hn-1) 忆 +
G

(F忆) 2 - P2k( )2 着2hn-1,

摇 摇 n = 1,2,3,…

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(42)

这个方法可以对于粘性撕裂模式增长率得到很好的估计,这在前面已经过测试. 我们只使

用在 k = 依 0 只有两边 h 和 h忆的值来估计 P . n 阶展开解 hn,h忆
n 和 h义

n 必须满足边界条件当 k 寅
肄 时这些解衰变.

与前相同,G鄄模渐近解可由摄动方法取得.
收集 h(0 +),h(0 -),h忆(0 +),h忆(0 -),h义(0 +),h义(0 -) 这些结果在一起,对于 着 寅0 在

k = 0 依处我们最后得到

摇 摇

h(0 +) = 1,

h(0 -) = 3 -2 / 3着1 / 3c0祝 ( )1
3

- 3 -1 / 3着2 / 3c1祝 ( )2
3

+ o(着5 / 3P);

h忆(0 +) = - 着P + 着7 / 33 -2 / 3P2祝 ( )1
3

+ 2着8 / 33 -1 / 3P祝 ( )2
3

+ o(着5 / 3G),

h忆(0 -) = c0 + c0着4 / 33 -2 / 3P祝 ( )1
3

+ o(着5 / 3P);

h义(0 +) = 着4 / 3G
32 / 3 (F忆) 2祝 ( )1

3
- 着8 / 33 -1 / 3P2祝 ( )2

3
+ o(着3G),

h义(0 -) = c1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

(43)
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在式(43)配平 0 次项,可以估计增长率 P . 特征值关系式为

摇 摇 2仔P = h(0 -)
h忆(0 -)e

- i 字 - h(0 +)
h忆(0 +)e

i 字,摇 摇 - 仔 < 字 < 仔 .

比例 h(0 -) / h忆(0 -) 和 h(0 +) / h忆(0 +) 如下:

摇 摇 h(0 -)
h忆(0 -) {= 3 -2 / 3着1 / 3c0祝 ( )1

3
- 3 -1 / 3着2 / 3c1祝 ( ) } {2

3
c0 + c03 -2 / 3着4 / 3P祝 ( ) }1

3
~

{摇 摇 摇 摇 3 -2 / 3着1 / 3祝 ( )1
3

- 3 -1 / 3着2 / 3 c1祝(2 / 3)
c }
0

{· 1 - 3 -2 / 3着4 / 3P祝 ( ) }1
3

, (44)

摇 摇 h(0 +)
h忆(0 +) = 1

着 {P 1 - 着4 / 33 -2 / 3P祝(1 / 3) - 2着5 / 33 -1 / 3祝(2 / 3 })
, (45)

在这里当 着 足够小时二项展开式的高阶项被忽略了. 把式(44)和(45)代入特征值关系式得

摇 摇 2仔P ~ 1
着Pe

i 字 + 2·3 -2 / 3着1 / 3祝 ( )1
3

cos 字 +

{摇 摇 摇 摇 2着2 / 3祝(2 / 3)
P31 / 3 - 着5 / 3P祝(1 / 3)

34 / }3 ei 字 -
c1着2 / 3祝(2 / 3)

c031 / 3 e - i 字 . (46)

现在估计式(46)中的 c1e - i 字 / c0,

摇 摇 2仔 G
(F忆) 2 = h义(0 +)

h忆(0 +) - ei 字 h义(0 -)
h忆(0 -)e

- i 字, (47)

这里,由式(43)有

摇 摇 h义(0 +)
h忆(0 +) = 1

着 {P
着4 / 3G

32 / 3 (F忆) 2祝 ( )1
3

- 着8 / 3P2

31 / 3 祝 ( ) }2
3

伊

{摇 摇 摇 摇 1 + 着4 / 33 -2 / 3P祝 ( )1
3

+ 2着5 / 33 -1 / 3祝 ( )2
3

+ o(着8 / 3P2 }) ~

摇 摇 摇 摇 - 着1 / 3G祝(1 / 3)
P32 / 3 (F忆) {2 1 - 31 / 3着4 / 3P2祝(2 / 3) (F忆) 2

G祝(1 / 3 }) , (48)

摇 摇 h义(0 -)
h忆(0 -) =

c1
c {
0

1 - 着4 / 33 -2 / 3P祝 ( )1
3

+ o(着8 / 3P2 }) ~

摇 摇 摇 摇
c1
c {
0

1 - 着4 / 33 -2 / 3P祝 ( ) }1
3

. (49)

然后,从式(47)、(48)和(49),我们有

摇 摇 -
c1
c0

e - i 字 {~ 2仔 G
(F忆) 2 + 着1 / 3G祝(1 / 3)

P32 / 3 (F忆) [2 1 - 31 / 3着4 / 3P2祝(2 / 3)
G (F忆) 2祝(1 / 3 ])

ei }字 伊

{摇 摇 摇 摇 1 + 着4 / 3P祝(1 / 3)
32 / }3 . (50)

结合式(46)和(50),可以得到

摇 摇 2仔P ~ 1
着Pe

i 字 + 2着1 / 3祝(1 / 3)
32 / 3 cos 字 {+ 2着2 / 3祝(2 / 3)

P31 / 3 - 着5 / 3P祝(1 / 3)
34 / }3 ei 字 +

摇 摇 摇 摇 着2 / 3祝(2 / 3)
31 / {3 2仔 G

(F忆) 2 + 2仔 着4 / 3G祝(1 / 3)
32 / 3 (F忆) 2 + 着1 / 3G祝(1 / 3)

P32 / 3 (F忆) 2 ei 字 -

摇 摇 摇 摇 着5 / 3P祝(2 / 3)
31 / 3 ei }字 =
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摇 摇 摇 摇 R
P ei 字 + 2 着1 / 3祝(1 / 3)

32 / 3 cos 字 + 2仔 着2 / 3G祝(2 / 3)
31 / 3 (F忆) 2 +

摇 摇 摇 摇 2仔 着2GP祝(1 / 3)祝(2 / 3)
3 (F忆) 2 + O(着7 / 6) . (51)

忽略式(51)的高阶 着 项,我们最终得到

摇 摇 P ~ 1
2仔着e

i( )字
1 /

{
2

1 + 2 着1 / 3P祝(1 / 3)
32 / 3着1 / 3 cos 字 1

着 ei( )字
-1

+ 着2 / 3仔GP祝(2 / 3)
31 / 3 (F忆) 2

1
着 ei( )字

-

}
1

=

摇 摇 摇 摇 1
2仔着e

i( )字
1 / 2

+ 1
2仔着e

i( )字 1
着 ei( )字

-1 着1 / 3祝(1 / 3)cos 字
32 / 3 +

摇 摇 摇 摇 1
2仔着e

i( )字 1
着 ei( )字

-1 着2 / 3仔G祝(2 / 3)
31 / 3 (F忆) 2 .

因而,N鄄G鄄模式增长率渐近估计的最后形式是

摇 摇 P 抑 1
2仔着e

i( )字
1 / 2

+ 着1 / 3祝(1 / 3)cos 字
2仔32 / 3 + 着2 / 33 -1 / 3G祝(2 / 3)

2 (F忆) 2 - 着2 / 3N祝(2 / 3)
31 / 3 ,

摇 摇 着 寅0. (52)
这样得到特征值谱 P 与参数 R,G,N 及 字 的关系. 主要参数 字 为对流扰动耦合界面上角度

参数.
由此特征值谱可定出多场耦合问题的优化特征函数基. 运用渐近形式我们可以多尺度参

数化分析碰撞力学模型的接触表面问题. 而非稳模增长率 P 的渐近估计表示扰动(着 = 1 / R),
接触角度(字),滑动(N),外力(G) 等参数对多物理耦合影响接触表面动力学的高敏感度.
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Boundary鄄Layer Eigen Solutions for Multi鄄Field
Coupled Equations in the Contact Interface
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2. Division of Computational Sciences E鄄Institute of Shanghai Universities at SJTU,
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Abstract: The dissipative equilibrium dynamics studied the law of fluid motion under con鄄
straints in the contact interface of the coupling system. It needed to examine how constraints
act upon the fluid movement, while the fluid movement reacted to the constraint field. It also
needed to examine the coupling fluid field and media within the contact interface, and to use
the multi鄄scale analysis to solve the regular and singular perturbation problems in micro鄄phe鄄
nomena of laboratories and macro鄄phenomena of nature. The field affected by the gravity con鄄
straints was described. Applying the multi鄄scale analysis to the complex Fourier harmonic anal鄄
ysis, scale changes, and the introduction of new parameters, the complex three鄄dimensional
coupling dynamic equations were transformed into a boundary layer problem in the one鄄dimen鄄
sional complex space. Asymptotic analysis was carried out for inter and outer solutions to the
perturbation characteristic function of the boundary layer equations in multi鄄field coupling. Ex鄄
amples were given for disturbance analysis in the flow field, showing the turning point from the
index oscillation solution to the algebraic solution. With further analysis and calculation on non鄄
linear eigenfunctions of the contact interface dynamic problems by the eigenvalue relation, an
asymptotic perturbation solution was obtained. Finally, a boundary layer solution to multi鄄field
coupling problems in the contact interface was obtained by asymptotic estimates of eigenvalues
for the G鄄N mode in the large flow limit. Characteristic parameters in the final form of the ei鄄
genvalue relation are key factors of the dissipative dynamics in the contact interface.

Key words: coupling dynamics equations; boundary problem; eigen鄄value; asymptotic pertur鄄
bation analysis; turning point
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