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非 Newton 流体在多孔介质中沿竖直面
作自由对流时应力屈服和 Soret
效应对其传热 /传质的影响
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摘要:摇 对饱和的非 Newton 幂律流体,流经多孔介质中竖直平板时的自由对流,在出现应力屈服和

Soret 效应时,研究化学反映对传热 /传质的影响. 用相似变换,将边界层控制方程及其边界条件转

换为无量纲的形式,然后通过有限差分法求解该方程. 给出并讨论了浓度曲线,以及本问题各种参

数值时的 Nusselt 数和 Sherwood 数. 发现化学反应参数 酌、化学反应级m、Soret数 Sr、浮力比N、Lewis
数 Le 及无量纲流变参数 赘 对流场有着显著的影响.
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符 号 说 明

a 无量纲常数 C 浓度

D 质量扩散系数 f 无量纲流函数

g 重力加速度 k 热传导率

k1 有量纲化学反应参数 kT 热扩散比

K 多孔介质的渗透率 Le Lewis 数
m 化学反应级 n 粘性指数

N 浮力比 Ra Rayleigh 数

Sr Soret 数 T 温度

u,v 分别为 x 和 y 向的速度分量 x,y 直角坐标

琢 热扩散系数 琢0 阈值梯度 (a子0 / K)

茁T 热膨胀系数 茁C 浓度扩散系数

酌 无量纲化学反应参数 浊 相似变量

兹 无量纲温度 滋 有效粘度
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籽 流体密度 子0 屈服应力

准 无量纲浓度 鬃 有量纲流函数

赘 无量纲流变参数

下标符号

w 壁面条件 肄 自由流

引摇 摇 言

伴随着化学反应的传热 /传质问题,在许多生产过程中起着重要作用,因此,近几年来受到

相当多的关注. 例如在干燥过程、水体表面的蒸发、蒸发冷却塔中能量的迁移以及冷却装置中

流体的流动,都同时发生热量和质量的传递. 在许多自然现象中,还常遇到自由对流过程及机

理,比如蒸发、浓缩和农作物的干燥;也在许多工业生产中得到应用,比如塑料的固化、与印刷

电路制造相关原料处理的清洗和化合、纸质绝缘电缆的制造等[1] . 在许多化学工程中,外部质

量和工质间经常发生化学反应,工质流向延展的表面. 化学反应级取决于诸多因素,最简单的

化学反应是一级反应,反应速度直接与样本浓度成比例. 化学反应归结为多相反应过程或单相

反应过程两类. 大多数化学反应,反应速度依赖于样本本身的浓度. 若反应速度直接正比于样

本浓度,称一级化学反应.
Takhar 等[2]完成了粘导电流体的流动和传质特征的分析,流体在延展的化学反应表面上

连续流动. Chamkha[3]在有磁场和一级化学反应的时候,就粘性、导电并伴有热量的产生 /吸收

的 Newton 流体,流体可以在竖直可渗透表面上连续流动,对其进行了传热 /传质层流解析解的

研究. Muthucumaraswamy 和 Ganesan[4]就单相一级化学反应,不可压缩黏性流体,越过一个突

然起动的、具有质量扩散的半无限等温竖直平板,对其瞬时自然对流的数值解进行了研究.
Muthucumaraswamy 在文献[5]中,就单相一级化学反应,提出了连续运动的等温竖直表面(带
均匀吸收装置)对传热 /传质的影响. 又在文献[6]中,就单相一级化学反应,给出了突然起动

无限等温竖直板(具有可变的质量扩散装置)流动问题解的存在性. Yih[7] 在一个饱和多孔介

质中嵌入的截锥体,就热量和质量扩散耦合课题,分析了自由对流传热 /传质特征. Singh 和

Queeny[8]在一个嵌有竖直板的、壁面温度和浓度均为常数的、饱和流体的多孔介质中,得到了

自由对流传热 /传质的解析解.
Muthucumaraswamy 和 Kulandaivel[9]就单相一级化学反应,得到越过突然起动的无限竖直

板(具有均匀热流和质量扩散装置)流动的理论解. Kandasamy 等[10] 考虑样本浓度和质量扩

散,给出了越过吸入 /射出楔块壁面时,稳定层流边界层的近似数值解. Kandasamy 等[11] 针对

竖直延伸表面上不可压缩粘性导电 Boussinesq 流体(伴有化学反应和温度分层效应),分析其

非线性 MHD 流动及其传热 /传质特征. Abreu 等[12] 就竖直平板上的强迫和自然对流问题,研
究了边界层流动的热扩散及其扩散热的影响. Cheng[13] 运用积分法,在有变换磁场作用时,导
电流体充满多孔介质,在壁面温度和浓度可变的竖直板上流动时,研究了自然对流时的传热 /
传质. Postelnicu[14]针对竖直表面嵌入的饱和多孔介质经受化学反应时,分析了自由对流的传

热 /传质,分析中考虑了 Soret 和 Dufour 影响. Ibrahim 等[15] 针对半无限可渗透竖直移动平板

(带有热源和吸入功能),就不稳定 MHD 自由对流问题,研究化学反应和辐射吸收的影响.
Rastogi 和 Poulikakos[16]在饱和非 Newton 幂律流体流经多孔介质中的平板问题,推广为双

扩散问题. Prasad 等[17]就层状粘鄄弹性流体,流过浸没在多孔介质中的延伸面时,化学反应对

化学反应物迁移速度的影响进行了研究. Eldabe 等[18]数值研究了非 Newton 幂律流体(有质量
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传递)的自然鄄强迫混合层流. Elperin 等[19]就非 Newton 幂律流体的壁面射流问题,多相一级化

学反应时的传质进行了研究. Abo鄄Eldahab 和 Salem[20] 在有均匀磁场作用时,研究了导电的非

Newton 流体,流过连续移动圆柱体时的传热问题. Hayat 等[21] 在考虑的样本浓度和化学反应

的情况下,对半无限板上的二阶流体的对流传热层流进行了研究. Patil 和 Kulkarni[22] 在有内

部热源和一级化学反应时,研究了多孔介质中自由对流传热 /传质,对二维稳定极化层流的影

响.
Barnes 和 Walters[23]给出了屈服应力的概念. Zhang 等[24]研究了受热平行板之间流体的屈

服应力对经典 Rayleigh鄄B佴nard 不稳定性的影响. Christensen[25] 阐述了给屈服应力性质建立确

切的物理定义是很困难的. Jumah 和 Mujumdar[26] 对饱和流体多孔介质中嵌有的竖直板上,达
到屈服应力的非 Newton 幂律流体的流动,给出了伴有传热 /传质自由对流的数值分析. Zhu
等[27]研究了达到屈服应力时的非 Newton 流体,并与 Papanastasiou 模型和修正的 Herschel鄄
Bulkley 模型进行了对比. Zhu 和 De Kee[28] 对达到屈服应力的非 Newton 流体,最终为 Couette
流的流动进行了数值研究. 但是,许多非 Newton 流体所展示的屈服应力值,如有限压力梯度,
称作“阈值梯度冶,必须事先加以确定. 在中等和高剪切比率下,屈服应力对表观的粘性影响是

可以忽略的,但是在较低剪切比率下,这种影响变得十分明显,以至于不可以被忽略. 具有这种

特性的例子如存储矿物油和重油的油库. 其他实际例子可以在食物、人类血液和化学工业中直

接找到(参见 Merrill 等[29]、Lemaire 和 Bossis[30]、Boissy 等[31]、Curran 等[32]、Ko 等[33] 和 Ni鄄
gen[34]的文献).

纵览上述文献,至今没有发现,针对达到屈服应力的饱和的非 Newton 幂律流体,流经多孔

介质中的竖直表面时,研究化学反应和 Soret 效应对自然对流传热 /传质的影响. 因此本文的主

要工作是,研究非 Newton 流体(达到屈服应力时),流经多孔介质中的竖直板时,化学反应对

自由对流传热 /传质的影响,兼顾 Soret 的影响. 首先将控制方程转换为无量纲形式,生成控制

方程的相似变换集,然后用有限差分法求解. 对化学反应参数 酌、屈服应力 赘、浮力比 N、Soret
数 Sr 和幂律指数 n, 造成传热 /传质的影响进行了仔细地分析.

1摇 问题的分析

在一个嵌有竖直板的多孔介质中,饱和的非 Newton 幂律流体沿平板流动,在化学反应中

考虑流体应力的屈服和 Soret 效应,对自由对流传热 /传质的影响,图 1 给出了该物理模型简

图. x 轴沿平板表面,y 轴垂直于 x 轴. 流动是二维稳态层流. 假定除了浮力项中的密度是变量

外,流体特性参数为常量并各向同性. 在边界层的研究中引入 Boussinesq 近似,质量、动量和能

量守恒的控制方程为

摇 摇 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y = 0, (1)

摇 摇
un = K

滋 [籽茁Tg(T - T肄 ) + 籽茁Cg(C - C肄 ) - 琢0],

摇 摇 摇 摇 | 籽茁Tg(T - T肄 ) + 籽茁Cg(C - C肄 ) | > 琢0,
u = 0, | 籽茁Tg(T - T肄 ) + 籽茁Cg(C - C肄 ) | 臆 琢0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(2)

摇 摇 u 鄣T
鄣x + v 鄣T鄣y = 琢 鄣2T

鄣y2 , (3)

摇 摇 u 鄣C
鄣x + v 鄣C鄣y = D 鄣2C

鄣y2 +
DkT

Tm

鄣2T
鄣y2 - k1Cm . (4)
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图 1摇 物理坐标系及流动模型

在上述方程中, u 和 v 分别为沿着 x 和 y 轴的速度分量,T 为温

度,C为浓度,n为粘度指数,琢0 为非Newton幂律流体的阈值压

力梯度,籽 为密度,滋 为有效粘度,K 为修正的渗透率,茁T 热膨胀

系数,茁C 为浓度扩散系数,m为化学反应级,k1 为有量纲化学反

应参数,琢 为热扩散系数,D 为质量扩散系数,Tw 为表面温度,
Cw 为表面浓度,T肄 为自由流温度,C肄 为自由流浓度,kT 为热

扩散比,Tm 为平均的流体温度. 相应的边界条件为

摇 摇
y = 0: v = 0, T = Tw, C = Cw,
y 寅 肄: u 寅0, T 寅 T肄 , C 寅 C肄 ,
x = 0: u = 0, T = T肄 , C = C肄

ì

î

í

ïï

ïï ,

(5)

其中 Tw,T肄 ,Cw 和 C肄 为常数.
定义流函数 鬃(x,y), 使得连续方程自动满足:

摇 摇 u = 鄣鬃
鄣y, v = - 鄣鬃

鄣x . (6)

利用以下的相似变换,将方程(1)至(5)无量纲化:

摇 摇
浊 = y

x Ra
1 / 2
x , 浊 = 琢Ra1 / 2

x f(浊),

兹 =
T - T肄

Tw - T肄
, 准 =

C - C肄

Cw - C肄

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(7)

控制方程变为

摇 摇 f 忆 = [兹 + N准 - (1 + N)赘] 1 / n, 兹 + N准 > (1 + N)赘,
f 忆 = 0, 兹 + N准 臆 (1 + N)赘{ ,

(8)

摇 摇 兹义 + 1
2 f兹忆 = 0, (9)

摇 摇 1
Le准义 +

1
2 f准忆 - 酌准m + Sr兹义 = 0, (10)

在上述方程中,右上角的撇号,表示对 浊 的导数. 变换后的边界条件变为

摇 摇 浊 = 0: f = 0, 兹 = 1, 准 = 1,
浊 寅 肄: f 忆 = 0, 兹 = 0, 准 = 0{ .

(11)

其中 Rax,Le,Sr,N 和 赘 分别为修正的 Rayleigh 数、Lewis 数、Soret 数、浮力比和无量纲流变参

数:

摇 摇

Rax =
x( )琢

K籽g茁T(Tw - T肄 )é
ë
êê

ù
û
úú滋

1 / n

, Le = 琢
D ,

Sr =
DkT(Tw - T肄 )
Tm琢(Cw - C肄 ), N =

茁C(Cw - C肄 )
茁T(Tw - T肄 ) ,

赘 =
琢0

籽g茁T(Tw - T肄 ) + 籽g茁C(Cw - C肄 )

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(12)

请注意方程(12)中 N 值,热辅助流(thermally assisting flows)为正,其中 Cw > C肄 且 Tw > T肄 ,
热抑制流(thermally opposing flows)为负,热驱动流( thermal鄄driven flows)为 0. 为了得到相似

解[14],也可以用无量纲化学反应参数 酌 = (k1 / 琢)(x2 / Rax) 表示.
在本问题中,对工程有意义的参数为下式定义的局部 Nusselt 数和局部 Sherwood 数:

256 F·S·易卜拉欣摇 摇 摇 F·M·哈代摇 摇 摇 S·M·阿布德尔鄄盖德摇 摇 摇 M·R·伊德



摇 摇
Nux

Ra1 / 2
x

= - 兹忆(0),
Shx

Ra1 / 2
x

= - 准忆(0) . (13)

2摇 结果和讨论

本文通过有限差分法,在边界条件(11)下,数值地求解方程组(8) ~ (10). 将所有数值计

算的收敛精度控制为 10-6 . 当 酌 = 0,Sr = 0时,将本文的结果和文献[26] 中的结果相核对. 为了

对该问题有更深入的理解,将 n = 0. 5,1. 0,1. 5 和 Le = 1. 0,10. 0 时的数值结果,用图形表达出

来.

摇 图 2摇 当 m = 1. 0,2. 0,3. 0,n = 0. 5,1. 0,1. 5摇 摇 图 3摇 当 m = 1. 0,2. 0,3. 0,n = 0. 5,1. 0,1. 5
时,局部 Nusselt数 Nux / Ra1 / 2

x 随 时,局部 Sherwood数 Shx / Ra1 / 2
x 随

酌 的变化 酌 的变化

摇 摇 摇 图 4摇 当 n = 0. 5,m = 1. 0,3. 0, 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 5摇 当 n = 1. 0,m = 1. 0,3. 0,
酌 = 0,0. 5,1. 0 时的浓度 准 酌 = 0,0. 5,1. 0 时的浓度 准

图 2 和图 3 给出当 n = 0. 5,1. 0,1. 5,N = 2. 5,赘 = 0. 4,Le = 1. 0 和 Sr = 0 时,Nusselt 数和

Sherwood 数随 酌 的变化. 图 2 发现,Nusselt 数随着化学反应级 m 的增加而增大,随着化学反应

参数酌的增加而减小;而 Sherwood 数随着化学反应级 m的增加而减小,随着化学反应参数酌的

增加而增大(见图 3) . 正如所料,相对于 Nusselt 数,Sherwood 数对 酌 和 m 的变化更为敏感,这
说明与热传导率相反,质量传导率随着化学反应级m的增加而降低,且随着化学反应参数 酌 的

增加而增加.
在 N = 2. 5,赘 = 0. 4,Le = 1. 0,Sr = 0,酌 = 0,0. 5,1. 0 和 m = 1. 0,3. 0 的情况下,图 4 至图
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摇 摇 摇 摇 图 6摇 当 n = 1. 5,m = 1. 0,3. 0, 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 7摇 当 Le = 1. 0,10. 0,赘 = 0,0. 2,
酌 = 0,0. 5,1. 0 时的浓度 准 N = 1. 0,2. 5 时,局部 Nusselt数

Nux / Ra1 / 2
x 随 酌 的变化

摇 摇 图 8摇 当 Le = 1. 0,10. 0,赘 = 0,0. 2, 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 9摇 当 Le = 1. 0,10. 0,赘 = 0,0. 2,0. 4
N = 1. 0,2. 5 时,局部 Sherwood 时的浓度 准
数 Shx / Ra1 / 2

x 随 酌 的变化

6 分别给出 n = 0. 5,1. 0和1. 5时流体浓度准随相似变量浊的变化. 显然,化学反应参数 酌增加,
导致流体浓度 准 的下降,化学反应级 m 对浓度 准 的影响相反.

图 7 和图 8 分别给出两种不同浮力比 N 时,Lewis 数 Le和屈服应力 子0(赘) 对 Nusselt 数和

Sherwood 数的影响. 值得注意的是,Lewis 数的增加,可使 Nusselt 数和 Sherwood 数均随之增大,
还可以看到,相对于 Sherwood 数来说,局部 Nusselt 数依赖 Lewis 数小得多. Lewis 数的增大,造
成浓度边界层的厚度变薄,从而导致局部 Sherwood 数的增大. 屈服应力的增大,导致 Nusselt 数
和 Sherwood 数均减少,这表明与没有达到屈服应力的幂律流体相比,达到屈服应力的幂律流

体具有较小的 Nusselt 数和 Sherwood 数;而浮力比 N 的增加,导致 Nusselt 数的减小,Sherwood
数的增大.

图 9 给出了流体浓度 准随着流变参数 赘和 Lewis数 Le的变化,从图 9 中可以明显看到,随
着流变参数 赘的增加,浓度 准稍有增大,而 Lewis 数的增加,使浓度 准 下降. 这表明多孔介质中

不会出现流动,除非浮力足够大,导致流体中的剪应力远大于屈服应力或阈值压力梯度时. 结
果是,将在出现某一个强力依赖于屈服应力的不等式前,才会出现自由对流.

图 10 给出了不同浮力比 N 时的浓度曲线,从图中明显可知,浮力比 N 的增加使得浓度 准
下降.
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摇 摇 摇 图 10摇 当 N = 0,1. 0,2. 0时的浓度 准 摇 摇 摇 摇 图11摇 当 Sr = 0,0. 5,1. 0,2. 0时局部 Nusselt

数 Nux / Ra1 / 2
x 随 赘 的变化

图 12摇 当 Sr = 0,0. 5,1. 0,2. 0 时局部 Sherwood摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 13摇 当 Sr = 0,0. 5,1. 0,2. 0 时

数 Shx / Ra1 / 2
x 随 赘 的变化 的浓度 准

图 11 和图 12 给出了,当 n = 酌 = 0. 5,N = m = Le = 1. 0,Sr = 0,0. 5,1. 0 和 2. 0 时,Nusselt
数 Nux / Ra1 / 2

x 和 Sherwood数 Shx / Ra1 / 2
x 随流变参数赘的变化. Nusselt数随着流变参数赘的增加

而减小、随着 Soret 数的增加而增大. 当 Sr < 1 时,Sherwood 数随着流变参数 赘的增加而减小;
当 Sr 逸1 时,Soret数增加,Sherwood数 Shx / Ra1 / 2

x 随着流变参数赘的增加而增加,直到赘 > 0郾 6
后才趋于稳定.

图 13 给出了 Soret 数对浓度 准的影响. 随着 Soret 数的增加,浓度边界层的厚度是增加的,
从而 Sherwood 数减小(对 Sr > 1) 且 Nusselt 数增大(对 Sr 臆1) .

3摇 总摇 摇 结

本文研究化学反应对自由对流传热 /传质的影响,自由对流沿着嵌入多孔介质的平板,多
孔介质充满了非 Newton 的幂律流体,化学反应要考虑流体屈服应力和 Soret 的影响. 通过相似

变换,将控制方程转换为无量纲形式,然后使用有限差分法求解该方程. 结果包括了浓度曲线

图,以及各种化学反应(多孔介质中出现屈服应力,存在 Soret 效应)参数下的 Nusselt 数和

Sherwood 数. 结果表明,幂律流体中的化学反应,使局部 Nusselt 数下降,而使局部 Sherwood 数

升高,随着屈服应力的增加,局部 Nusselt 数和 Sherwood 数要减小. 随着 Soret 数的增加,局部

Nusselt 数要增加,局部 Sherwood 数要减小 (Sr < 1) .
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Influence of Chemical Reaction on Heat and Mass Transfer
of Non鄄Newtonian Fluid With Yield Stress by Free

Convection From a Vertical Surface in Porous
Medium Considering Soret Effect

F. S. Ibrahim1, F. M. Hady1, S. M. Abdel鄄Gaied2, Mohamed R. Eid2

(1. Department of Mathematics, Faculty of Science, Assiut University, Assiut 71515, Egypt;
2. Department of Science and Mathematics, Faculty of Education,

Assiut University, The New Valley 72111, Egypt)

Abstract: The effect of chemical reaction on free convection heat and mass transfer for non鄄
Newtonian power law fluid over a vertical flat plate embedded in a fluid saturated porous medi鄄
um was studied in the presence of yield stress and Soret effect. The governing boundary layer
equations and boundary conditions were cast into a dimensionless form by similarity transfor鄄
mations and the resulting system of equations was solved by a finite difference method. Results
are presented and discussed for concentration profiles, as well as the Nusselt and Sherwood
numbers for various values of the parameters, which govern the problem. The results obtained
show that the flow field is influenced appreciably by the presence of chemical reaction parame鄄
ter 酌, order of chemical reaction parameter m, Soret number Sr, buoyancy ratio N, Lewis
number Le, and dimensionless rheological parameter 赘 .

Key words: non鄄Newtonian fluid; free convection; chemical reaction; yield stress; Soret
effect
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