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摘要:摇 基于完全区域分解技巧,提出了一种求解定常 Stokes 方程的有限元并行算法. 该算法中,
所有子问题都是定义在整个求解区域上,但绝大部分自由度来自其所负责的子区域,从而使得算

法稍加修改现有的串行程序即可实现相应的并行计算,实现简单,通信需求少. 数值结果验证了算

法的高效性.
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引摇 摇 言

随着并行机的发展,有限元并行计算引起了越来越多的关注. 特别是在计算流体力学领

域,由于流体流动的复杂性,使得数值模拟中需要复杂的网格、足够多的网格节点和长时间的

积分运算,从而导致计算规模很大,需借助高性能并行机才能满足其内存及计算需求. 因此,探
索高效的有限元并行算法对流体的数值模拟至关重要.

完全区域分解是一种有效的自适应网格生成方法[1鄄2] . 在该方法中,每个处理器除了生成

其所负责的子区域部分的网格外,还生成少许粗网格单元以覆盖整个求解区域(关于完全区

域分解技巧的详细描述,参见文献[1]). 本文中,我们利用完全区域分解技巧,设计出求解定

常 Stokes 方程的一种并行有限元离散方法. 其基本思想是使用类似于局部加密的全局网格去

计算 Stokes 方程在某一给定子区域的局部解. 该网格在给定的子区域上较细,而在其它区域则

较粗(参见图 1). 具体说来,我们首先将求解区域分解成若干个互不重叠的子区域 D1,…,DJ,
然后将每一子区域向外扩展一定尺寸获得相互重叠的区域分解 赘1,…,赘J(D j 奂奂 赘j 奂 赘, j =
1,2,…,J . 此处 D j 奂奂 赘j 奂 赘 表示 dist(鄣D j \鄣赘j,鄣赘j \鄣赘) > 0);每个处理器负责一个子区
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域,相互独立地在其负责的子区域生成尺寸为 h的细网格、而在其余区域生成尺寸为 H 的粗网

格. 该算法通信需求少,能充分利用现有的串行软件进行并行编程;并且,通过适当选取粗细网

格的尺寸 H 和 h, 能获得与标准有限元方法(FE)相同的关于参数 h 的渐进收敛阶.
本文内容安排如下:第 1 节给出一些基本知识;第 2 节设计并分析基于完全区域分解的有

限元并行算法;第 3 节给出数值算例;第 4 节给出相关结论.

1摇 Stokes 问题及其有限元逼近

设 赘是Rd(d = 2,3) 中具有 Lipschitz连续边界 鄣赘的有界区域. 我们用Hm(赘) 表示通常意

义下的 Sobolev 空间[3鄄4],用 椰·椰m,赘 表示相应的范数,用 H1
0(赘) 表示 H1(赘) 中在 鄣赘上迹为 0

的函数组成的子空间. 本文中,我们用字母 c 表示一大于 0 的常数,它不依赖于网格参数,在不

同地方可能代表不同的值.
1. 1摇 Stokes 问题

我们考虑下列不可压缩 Stokes 问题:

摇 摇 - 淄驻u + Ñp = f,摇 摇 在 赘 内, (1)
摇 摇 div u = 0, 在 赘 内, (2)
摇 摇 u = 0, 在 鄣赘 上, (3)

其中, u = (u1,…,ud) 为速度向量,p 是压力, f = ( f1,…, fd) 是外力,淄 是粘性系数.
为了引进方程(1) ~ (3)的变分形式,我们设

摇 摇 X = H1
0(赘) d, Y = L2(赘) d, M = L2

0(赘) {= q 沂 L2(赘):乙
赘
qdx = }0 ,

并定义 a(u,v),d(v,q) 如下:

摇 摇 a(u,v) = 淄(Ñu,Ñv), d(v,q) = (div v,q),摇 摇 坌u,v 沂 X, q 沂 M,

其中(·,·)为 L2(赘) d(d = 1,2,3) 上的标准内积.
在上述符号下,我们可得方程(1) ~ (3)的变分形式:
求 (u,p) 沂 X 伊 M, 使得

摇 摇 a(u,v) - d(v,p) + d(u,q) = ( f,v),摇 摇 坌(v,q) 沂 X 伊 M . (4)

关于方程(4)的解的存在唯一性,我们有下列结果[5鄄6]:
定理 1. 1摇 设 赘 是 Rd 中 C t +1 鄄 型有界区域( t 逸1),或凸多边形或凸多面体有界区域( t =

1),对于给定的 f 沂 H t -1(赘) d, 方程(4)有唯一解

摇 摇 (u,p) 沂 (H t +1(赘) d 疑 H1
0(赘) d) 伊 (H t(赘) 疑 L2

0(赘)),

满足

摇 摇 淄椰u椰s+1,赘 + 椰p椰s,赘 臆 c椰f椰s-1,赘,摇 摇 0 臆 s 臆 t . (5)

1. 2摇 混合有限元逼近

设 T h(赘) { }= K 是 赘 的一个尺寸为 h(0 < h < 1) 的正则网格剖分[5鄄6],X 0
h(赘) 奂 X,

M 0
h(赘) 奂 M 是相应于网格 T h(赘) 的两个有限元空间,满足:

1) 逼近性质:任给
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摇 摇 (u,p) 沂 H t +1(赘) d 伊 H t(赘)摇 摇 ( t 逸1),

存在

摇 摇 (仔 hu,籽 hp) 沂 X 0
h(赘) 伊 M 0

h(赘),

使得

摇 摇
椰u - 仔 hu椰1,赘 臆 chs椰u椰1+s,赘,

椰p - 籽 hp椰0,赘 臆 chs椰p椰s,赘
{ ,

摇 摇 0 臆 s 臆 t, (6)

2) 反估计:

摇 摇
椰v椰1,赘 臆 ch -1椰v椰0,赘,

椰q椰0,赘 臆 ch -1椰q椰 -1,赘
{ ,

摇 摇 坌(v,q) 沂 X 0
h(赘) 伊 M 0

h(赘); (7)

3) inf鄄sup(LBB)条件:存在 茁 > 0, 使得

摇 摇 茁椰q椰0,赘 臆 sup
v沂X0

h(赘),v屹0

(div v,q)
椰 Ñv椰0,赘

,摇 摇 坌q 沂 M 0
h(赘) . (8)

在上述假设条件下,方程(4)的有限元逼近如下:
求 (uh,ph) 沂 X 0

h(赘) 伊 M 0
h(赘), 使得

摇 摇 a(uh,v) - d(v,ph) + d(uh,q) = ( f,v),摇 摇 坌(v,q) 沂 X 0
h(赘) 伊 M 0

h(赘) . (9)

对于方程(9),我们有以下结果[5鄄6]:
定理 1. 2摇 假设定理 1. 1 的条件和式(6) ~ (8)成立,则方程(9)有唯一解 (uh,ph), 满足

摇 摇 淄椰 Ñ(u - uh)椰0,赘 + 椰p - ph椰0,赘 臆
摇 摇 摇 摇 chs(淄椰u椰s+1,赘 + 椰p椰s,赘) 臆
摇 摇 摇 摇 chs椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 t . (10)

2摇 有限元并行算法

2. 1摇 完全区域分解技巧

首先将求解区域 赘 分解成互不重叠的子区域 D1,D2,…,DJ,然后将每一子区域 D j 向外扩

展一定尺寸获得 赘j,满足 D j 奂奂 赘j 奂 赘( j = 1,2,…, J);每台处理器负责一个子区域,各自对

所负责的子区域生成尺寸为 h 的细网格,并对其余区域生成尺度为 H 垌 h 的粗网格,记这样的

整个区域的多尺度网格为 TH,h
j (赘) ( j = 1,2,…,J) . 这些多尺度网格 TH,h

j (赘) ( j = 1,2,…,J)
是 赘的不同剖分,它们可通过对整个区域的初始粗网格 T H(赘) 施行局部加密并通过自适应过

程使之相容得到(即任两个单元的交集或者为空集,或者为一公共顶点,或者为一公共边或为

一公共面[4鄄5]) . 这些 T H,h
j (赘) ( j = 1,2,…,J) 构成赘的一个完全区域分解. 图 1 描绘了将求解

区域分成 4 个子区域时的网格剖分情形.

2. 2摇 基于完全区域分解的有限元并行算法

设 X 0
H,h,j(赘) 奂 X,M 0

H,h,j(赘) 奂 M 是相应于 T H,h
j (赘) ( j = 1,2,…,J) 的有限元空间.

算法 1摇 有限元并行算法.
1) 并行求 (uH,h

j ,pH,h
j ) 沂 X 0

H,h,j(赘) 伊 M 0
H,h,j(赘) ( j = 1,2,…,J), 使得
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图 1摇 4 个子区域情形的完全区域分解

摇 摇 a(uH,h
j ,v) - d(v,pH,h

j ) + d(uH,h
j ,q) = ( f,v),
摇 摇 坌(v,q) 沂 X 0

H,h,j(赘) 伊 M 0
H,h,j(赘); (11)

2) 在 D j 中取(uh,ph) = (uH,h
j ,pH,h

j ) ( j = 1,2,…,J) .
上述算法中所有子问题都是全局问题,它们定义在整个求解区域 赘 上,但绝大部分自由

度来自其负责的子区域,因而稍加修改现有的串行程序即可实现相应的并行计算. 对于完全区

域分解,则可由各处理器相互独立地使用某些串行自适应软件实现.
2. 3摇 误差分析

定义分片范数

摇 摇 ||| u - uh ||| 1,赘 (= 鄱
J

j = 1
椰u - uh椰2

1,D )j

1 / 2
,

摇 摇 ||| p - ph ||| 0,赘 (= 鄱
J

j = 1
椰p - ph椰2

0,D )j

1 / 2
.

摇 摇 在文献[7]中,使用两重网格方法和局部加密技巧,何银年教授等人提出了类似算法,并
在某些假设条件(即逼近性、反估计、超收敛、稳定性)下,得到误差估计:

摇 摇 ||| u - uh ||| 1,赘 +||| p - ph ||| 0,赘 臆
摇 摇 摇 摇 c(hs + H s+1)(椰u椰s+1 + 椰p椰s),摇 摇 1 臆 s 臆 t, (12)

其中 c = c(淄,赘),H 和 h 分别是粗细网格的尺寸.
仿文献[7]的证明思路并作简单改进,对于算法 1,我们可得下列误差估计:

摇 摇 淄 ||| Ñ(u - uh) ||| 0,赘 +||| p - ph ||| 0,赘 臆
摇 摇 摇 摇 c(hs + Hs+1)椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 t, (13)

其中 c 与 淄 无关,

摇 摇 ||| Ñ(u - uh) ||| 0,赘 (= 鄱
J

j = 1
椰 Ñ(u - uh)椰2

0,D )j

1 / 2
.

式(13)与式(12)不同之处在于其明确地刻画了算法所得近似解的精度对参数 淄 的依赖

性. 式(13) 表明:当我们选取粗网格的尺寸 H = O(hs / ( s+1)) 时,算法 1 可获得与标准有限元方

法相同的收敛阶和最优渐进误差估计.

3摇 数 值 结 果

本节我们给出两个数值算例以验证算法的有效性. 数值试验平台为西安交通大学理学院

智能信息处理与计算实验室的曙光集群并行机,其每个结点具有 8 核 2. 0 GHz CPU,2GB伊8 内
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存,各结点通过 20 Gbps InfiniBand 连在一起,信息传递软件为 MPICH . 所使用的有限元为二

阶 Taylor鄄Hood 元:

摇 摇 X 0
H,h,j(赘) {= v 沂 H1

0(赘) 2:v | K 沂 P2
2, 坌K 沂 T H,h

j (赘 }) , 摇 摇 j = 1,2,…,J,
摇 摇 M 0

H,h,j(赘) =
{摇 摇 摇 摇 q 沂 L2

0(赘) 疑 C 0(赘):q | K 沂 P1, 坌K 沂 T H,h
j (赘 }) ,摇 摇 j = 1,2,…,J,

其中 P1 和 P2 分别为一次和二次多项式函数空间.
3. 1摇 解析解

本数值算例中, 赘 = (0,1) 伊 (0,1) 奂R2,网格为非结构三角单元网格(参见图 1),准确解

为

摇 摇
u1 = x2(x - 1) 2y(y - 1)(2y - 1),

u2 = - y2(y - 1) 2x(x - 1)(2x - 1),

p = 3x2 + 3y2 - 2

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(14)

首先,为考察算法的渐进误差,我们将求解区域划分成 4 个互不重叠的子区域:

摇 摇 D1 = (0,1 / 2) 伊 (0,1 / 2),
摇 摇 D2 = (1 / 2,1) 伊 (0,1 / 2),
摇 摇 D3 = (0,1 / 2) 伊 (1 / 2,1),
摇 摇 D4 = (1 / 2,1) 伊 (1 / 2,1),

然后在 赘内将每一子区域向外扩展尺寸为 h 的区域获得 赘j( j = 1,2,3,4),并分别就 h = n -3,H
= h2 / 3(n = 2,3,4,5) 进行计算,其中 淄 = 1. 压力的零平均值由通常的标准有限元所采用的方法

实现,相应的线性方程组使用 LU 分解求解. 计算结果如表 1(上半部分)所示,其中 T是并行程

序的运行时间(墙上时间) (单位:s),包括网格生成时间、方程求解时间和误差计算时间, Nt

为所有网格 T H,h
j (赘) ( j = 1,2,…,J) 中三角单元数的最小者,Nv 为相应的三角单元顶点数(即

网格的节点数);而关于 h的收敛率 Ru 和 Rp 由公式 ln(E i / E i +1) / ln(hi / hi +1) 计算所得,其中 E i

和 E i +1 分别为网格尺寸为 hi 和 hi +1 时的相对误差.

表 1 近似解的误差: 淄 = 1, 重叠尺寸为 h 伊 2,P2 - P1 元

方法 h H Nt Nv T / s
||| Ñ(u - uh) ||| 0,赘

椰 Ñu椰0,赘

||| p - ph ||| 0,赘

椰p椰0,赘
Ru Rp

算法 1

1 / 8 1 / 4 92 58 1. 29 0. 089 304 1 0. 003 863 58

1 / 27 1 / 9 826 442 1. 73 0. 007 001 3 0. 000 293 416 2. 093 03 2. 119 18

1 / 64 1 / 16 3 716 1 916 5. 28 0. 001 292 84 5. 521 46E-05 1. 957 32 1. 935 43

1 / 125 1 / 25 13 026 6 615 60. 76 0. 000 338 117 1. 442 5E-05 2. 003 5 2. 005 08

标准 FE

1 / 8 - 152 93 1. 36 0. 076 146 4 0. 003 473 7

1 / 27 - 1 720 915 2. 64 0. 006 723 29 0. 000 295 054 1. 995 3 2. 027 15

1 / 64 - 9 674 4 966 38. 08 0. 001 277 68 5. 415 63E-05 1. 924 03 1. 964 3

1 / 125 - 37 124 18 813 526. 8 0. 000 314 272 1. 400 13E-05 2. 095 13 2. 020 71

摇 摇 为了与标准有限元方法进行比较,在表 1(下半部分)中我们列出了使用非结构三角单元

网格计算所得的标准有限元解的误差. 由表 1 可以看出:我们的算法取得了与标准有限元方法
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相同的收敛阶(参见图 2). 表 1 与图 2 表明:在所得近似解精度方面,我们的并行算法与标准

有限元方法没有明显差别,但我们的并行算法大大节约了计算时间.

摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 速度 u 的 H1 鄄 误差摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 压力 p 的 L2 鄄 误差

图 2摇 近似解的误差

其次,为了考察参数 淄 对所得近似解精度的影响,我们令 h = 1 / 125,H = 1 / 25,分别就 淄 =
10 -n(n = 0,1,2,3,4) 使用算法 1 和标准有限元方法计算相应的有限元解(见表 2). 结果表明:
数值结果与理论结果完全一致,即:速度的精度随参数 淄 的变化而变化,而压力所受影响非常

小,其中

摇 摇 Kdiv = max
K沂T H,h

j (Dj)
j = 1,2,…,J

乙
K
div uhdx ,

它用来测量算法对流体不可压缩性质的逼近程度. 一个有趣的发现是 Kdiv 的值也随参数 淄 的

变化而变化;而且,在流体不可压缩性的逼近中,我们的并行算法取得了较标准有限元方法好

的计算结果.

表 2 近似解的误差: h = 1 / 125,H = 1 / 25, 重叠尺寸为 h 伊 2,P2 - P1 元

方法 淄 T / s
||| Ñ(u - uh) ||| 0,赘

椰 Ñu椰0,赘

||| p - ph ||| 0,赘

椰p椰0,赘
Kdiv

算法 1

1 60. 76 0. 000 338 117 1. 442 5E-05 1. 066 72E-09

0. 1 60. 75 0. 003 015 65 1. 409 61E-05 9. 830 91E-09

0. 01 60. 78 0. 030 116 6 1. 409 2E-05 9. 747 28E-08

0. 001 60. 76 0. 301 16 1. 409 19E-05 9. 738 92E-07

0. 0001 60. 66 3. 011 6 1. 409 23E-05 9. 738 08E-06

标准 FE

1 526. 8 0. 000 314 272 1. 400 13E-05 2. 645 32E-09

0. 1 526. 04 0. 002 772 74 1. 366 87E-05 2. 687 63E-08

0. 01 526. 31 0. 027 687 9 1. 366 54E-05 2. 691 86E-07

0. 001 526. 13 0. 276 875 1. 366 54E-05 2. 692 28E-06

0. 0001 531. 09 2. 768 75 1. 366 54E-05 2. 692 32E-05

摇 摇 表 3 给出了不同的子区域重叠尺寸时算法的计算结果. 其表明: 当子区域的重叠程度加

大时,并行算法所得近似解的精度有所提高. 但与此同时,其计算时间也略有增加.
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表 3 近似解的误差: 淄 = 1,h = 1 / 125,H = 1 / 25,P2 - P1 元

重叠尺寸 Nt Nv T / s
||| Ñ(u - uh) ||| 0,赘

椰 Ñu椰0,赘

||| p - ph ||| 0,赘

椰p椰0,赘
Kdiv

h 伊 2 13 026 6 615 60. 76 0. 000 338 117 1. 442 5E-05 1. 066 72E-09

2h 伊 2 13 280 6 743 63. 55 0. 000 332 749 1. 431 35E-05 7. 577 18E-10

3h 伊 2 13 722 6 965 67. 06 0. 000 324 617 1. 411 52E-05 1. 164 69E-09

摇 摇 最后,为检验算法的并行性能,我们分别将求解区域分解成 2,4,6,8,12 和 16 个子区域,
每个处理器负责一个子区域计算相应的有限元解,其中 h = 1 / 125,H = 1 / 25,淄 = 1. 表 4 列出了

不同子区域数时并行程序的运行时间、由下列公式计算所得的加速比和并行效率:

摇 摇 Sp =
T(2)
T(J), Ep =

2 伊 T(2)
J 伊 T(J) , (15)

其中 J 为处理器(子区域) 数,满足 J 逸2,T(2) 和 T(J) 分别对应处理器数为 2 和 J 时并行程

序的运行时间. 图 3 描绘了并行程序的加速比与并行效率随处理器数的变化情况. 由表 4 和图

3 可以看出:我们的并行算法具有良好的并行性能,取得了超线性的加速比和并行效率. 这种

超线性加速比现象由所谓的 cache 效应所致.

表 4 并行程序的运行时间 T(J) (单位:s)、加速比 Sp = T(2) / T(J)
和并行效率 Ep = 2 伊 T(2) / (J 伊 T(J))

J
重叠尺寸 = h 伊 2

Nt Nv T(J) Sp Ep

重叠尺寸 = 2h 伊 2

Nt Nv T(J) Sp Ep

2 20 556 10 430 120. 75 1. 0 1. 0 20 758 10 532 121. 27 1. 0 1. 0

4 13 026 6 615 60. 76 1. 99 0. 99 13 280 6 743 63. 55 1. 91 0. 95

6 9 431 4 808 27. 51 4. 39 1. 46 9 719 4 953 30. 19 4. 02 1. 34

8 7 913 4 045 18. 63 6. 48 1. 62 8 139 4 159 19. 85 6. 11 1. 53

12 6 218 3 189 10. 34 11. 68 1. 95 6 434 3 298 11. 22 10. 81 1. 80

16 5 432 2 792 9. 61 12. 57 1. 57 5 632 2 893 9. 87 12. 29 1. 54

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 加速比摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 并行效率

图 3摇 加速比与并行效率随处理器数的变化情况
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3. 2摇 后台阶问题

本算例考虑后台阶问题,它是检验一个算法有效性的很好的基准问题之一. 其求解区域及

边界条件如图 4(a)所示,其中体积力 f = 0,淄 = 0. 001. 我们将求解区域分解成 5 个互不重叠的

子区域(见图 4(b)),然后将每一子区域向外扩展尺寸为 H 的区域以获得相互重叠的区域分

解,其中网格为 h = 1 / 8,H = 1 / 4 的非结构三角单元网格,所使用的有限元为二阶 Taylor鄄Hood
元.

摇 摇 摇 摇 摇 (a) 求解区域及边界条件摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 区域分解

图 4摇 后台阶问题及其区域分解

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 算法 1摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 标准有限元方法

图 5摇 淄 = 0. 001 时后台阶问题的等值线

图 5 描绘了算法 1 与标准有限元方法计算所得速度与压力的等值线. 需注意的是图 5 的

左边子图中 x = 0,4,8,12处的垂直线是互不重叠的子区域D j( j = 1,…,5) 的人工边界线. 该算

例进一步验证了并行算法的有效性.

4摇 结 束 语

基于完全区域分解技巧,本文提出了一种求解定常 Stokes 方程的有限元并行算法. 该算法

实现简单,具有良好的并行性能. 数值结果验证了其高效性.

致谢摇 感谢西安交通大学理学院智能信息处理与计算实验室为本文提供了并行数值试验
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A Parallel Finite Element Algorithm Based on
Full Domain Partition for the Stationary

Stokes Equations

SHANG Yue鄄qiang1,摇 HE Yin鄄nian2

(1. School of Mathematics and Computer Science, Guizhou Normal University,
Guiyang 550001, P. R. China;

2. Faculty of Science, Xi爷an Jiaotong University, Xi爷an 710049, P. R. China)

Abstract: Based on full domain partition, a parallel finite element algorithm for the stationary
Stokes equations was proposed and analyzed. In this algorithm, each subproblem was defined
in the entire domain with the vast majority of the degrees of freedom associated with the parti鄄
cular subdomain that it was responsible for, and hence could be solved in parallel with other
subproblems using an existing sequential solver without extensive recoding, allowing the algo鄄
rithm to be implemented easily with low communication costs. Some numerical results are giv鄄
en which demonstrate the high efficiency of the parallel algorithm.

Key words: Stokes equations; finite element; parallel algorithm; full domain partition
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