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摘要:摇 建立了描述变形体和基础间接触问题的数学模型. 接触是双面的,并采用非局部摩擦定理

建模,支承列入计算. 粘结场(bonding field)的变化用一个一阶的常微分方程来表示,材料特性用一

个非线性粘弹性本构关系建模. 导出了该力学问题的变分公式,当摩擦因数充分小时,证明了其弱

解的存在性和唯一性. 依赖于时间的变分不等式、微分方程和 Banach 不动点理论,是该证明依据的

基础.
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引摇 摇 言

工业上和日常生活中,经常遇到含有变形体的接触问题,它在结构及力学系统中扮演着重

要的角色. 因为这个问题的重要性,在其建模和数值模拟的研究中,已经进行了大量的工作. 文
献[1]在变分不等式框架内,首先进行了摩擦接触问题的研究,在文献[2]中可以找到有关技

术的数学、力学和数值方面的陈述. 粘弹性材料,满足非局部摩擦定理的双面接触问题,在文献

[3]中已有研究. 本文的目的是,扩大该模型的研究,同时计入接触表面的粘结作用. 文献[4鄄
7]研究了变形体和基础之间,摩擦粘结接触的动力学或准静力学过程模型. 文献[8]研究了带

摩擦和粘结的单面准静力学接触问题,并得到了摩擦因数足够小时成立的结果. 和文献[9鄄10]
一样,我们使用的粘结场,带一个定义于边界接触面上的静力学变量 茁 . 该变量的值仅限于 0
臆 茁 臆1. 当 茁 = 0 时,所有粘结面分离,无有效的粘结;当 茁 = 1 时,全部粘结面均有效;当 0 <
茁 < 1 时,部分粘结有效,并处于部分支承状态. 更多有关该课题的研究可参见文献[2,7,11鄄
14].

在本文研究中,导出该力学问题的变分公式,并证明,当摩擦因数足够小时,存在唯一的弱

解,且其解是局部正则的. 文章由两部分组成,第 1 节介绍一些符号,并给出变分公式;第 2 节

陈述和证明主要定理 1. 1 的存在性及唯一性.
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1摇 问题的综述及其变分公式

令 赘奂 Rd(d = 2,3) 为粘弹性体初始占有的区域,假设 赘是开的有界域,具有充分规则的

边界 祝 . 祝 被分割为可度量的 3 部分,即 祝 = 祝1 胰 祝2 胰 祝3,其中 祝1,祝2,祝3 是不相交的开集,
且 祝1 > 0. 在该粘弹性体上,赘 作用有密度为 渍1 的体力,祝2 上有密度为 渍2 的作用力,祝3 为该

物体的双面接触支承,并与基础产生摩擦力.
因此,该力学问题的经典公式可以表达如下.
问题 P1 摇 寻找位移场 u:赘 伊 [0,T] 寅 Rd,应力场 滓:赘 伊 [0,T] 寅 Sd,及粘结场 茁:祝3 伊

[0,T] 寅 [0,1], 使得

摇 摇 滓 = A着( 觶u) + B着(u), 在 赘 伊 (0,T) 内, (1)
摇 摇 div滓 + 渍1 = 0, 在 赘 伊 (0,T) 内, (2)
摇 摇 u = 0, 在 祝1 伊 (0,T) 上, (3)
摇 摇 滓淄 = 渍2, 在 祝2 伊 (0,T) 上, (4)

摇 摇

u淄 = 0,

| 滓 子 + c子茁2R子(u子) | 臆 滋 | R滓 淄 | ,

| 滓 子 + c子茁2R子(u子) | < 滋 | R滓 淄 | 圯 觶u子 = 0,

| 滓 子 + c子茁2R子(u子) | = 滋 | R滓 淄 | 圯

摇 摇 埚姿 逸0 s. t. 觶u子 = - 姿(滓 子 + c子茁2R子(u子

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï )),

摇 摇 在 祝3 伊 (0,T) 上, (5)

摇 摇 觶茁 = - (c子茁 | R子(u子) | 2 - 着 a) +,摇 摇 在 祝3 伊 (0,T) 上, (6)
摇 摇 u(0) = u0, 在 赘 内, (7)
摇 摇 茁(0) = 茁0, 在 祝3 上. (8)

方程(1)表示材料粘弹性的本构关系,其中 A 和 B 给出了非线性的本构函数, 着(u) 表示线性

化的应变张量,变量上方的一点表示对时间的导数. 考虑到线粘弹性体中的应力张量 滓 =
(滓 ij) 为

摇 摇 滓 ij = aijkh着 kh( 觶u) + bijkh着 kh(u),
其中, A = (aijkh) 为粘性张量,B = (bijkh) 为弹性张量,i, j,k,h = 1,…,d . 方程(2) 为平衡方程,
方程(3) 和(4) 分别为位移和力的边界条件,其中 淄 表示 祝 上单位外法线矢量, 滓淄 表示

Cauchy 应力矢量. 方程(5)表示满足非局部摩擦定律的双面接触,支承列入计算. 这里, 滋 为摩

擦因数,R 为连续正则算子(参见文献[2]) . 切向剪切应力不能大于最大摩擦阻力 滋 | R滓 淄 | .
因此,如果严格满足不等式条件,那么表面粘附于基础上,称为“粘住状态冶,如果满足等式条

件,则存在相对滑动,称为“滑动状态冶. 参数 c子 和 着 a 为依赖于 x沂祝3 的粘附系数. R子 为截断算

子,定义如下(见文献[14]):

摇 摇 R子(v) =
v, | v | 臆 L,

L v
| v | , | v | > L{ ,

其中 L > 0 为粘结处的特征长度. 常微分方程(6) 描述了粘结场的变化,文献[14] 中已有应

用,其中[ s] + = max( s,0),坌s 沂 R . 因为在 祝3 伊 (0,T) 上, 觶茁 臆0, 一旦发生脱离,粘结就无法

重建. 我们还希望弄清楚,在有限的时间内,该模型没有考虑到场的完全脱离(见文献[15]).

295 A·拓亚林



条件(7)和(8)分别表示初始的位移场和初始的粘结场. 在 Rd,Sd 上求内积,得到相应的范数:
摇 摇 u·v = uivi, | v | = (v·v) 1 / 2,摇 摇 摇 坌u,v 沂 Rd,
摇 摇 滓·子 = 滓 ij子 ij, | 子 | = (子·子) 1 / 2,摇 摇 坌滓,子 沂 Sd,

其中 Sd 为关于 Rd(d = 2,3) 的二阶对称张量空间. 因此以后指标 i和 j在 1 和 d 之间变化,并采

用重复指标求和的约定. 为了继续进行变分公式的推导,现在引入下列函数空间:
摇 摇 H = (L2(赘 )) d, H1 = (H1(赘 )) d, {Q = 子 = (子 ij):子 ij = 子 ji 沂 L2(赘 }) ,
摇 摇 Q1 {= 滓 沂 Q:div滓 沂 }H .

注意到, H 和 Q 为分别赋予规范内积的实 Hilbert 空间,

摇 摇 掖u,v业 H = 乙
赘
uividx, 掖滓,子业 Q = 乙

赘
滓 ij子 ijdx,

摇 摇 掖滓,子业 Q1
= 掖滓,子业 Q + 掖div滓,div子业 H .

线应变张量与位移 u 有关,

摇 摇 着(u) = (着 ij(u)) = 1
2 (ui,j + u j,i),摇 摇 i, {j = 1,…, }d ,

div滓 = (滓 ij, j) 为 滓 的散度. 对于任意单元 v沂 H1,我们用 v淄 和 v子 分别表示边界 祝 上 v 的法向

分量和切向分量:
摇 摇 v淄 = v·淄, v子 = v - v淄淄 .

类似地,对于正则函数 滓 沂 Q1, 我们定义其法向和切向分量为

摇 摇 滓 淄 = (滓淄)·淄, 滓 子 = 滓淄 - 滓 淄淄,
并有下面的 Green 公式存在:

摇 摇 掖滓,着(v)业 Q + 掖div滓,v业 H = 乙
祝
滓淄·vda,摇 摇 坌v 沂 H1,

其中 da 为表面的度量单元. 令 V 为 H1 的闭子空间,定义为

摇 摇 {V = v 沂 H1:v = 0,在 祝1 上,v淄 = 0,在 祝3 }上 .
因为 祝1 > 0, 下面的 Korn 不等式成立[1]:

摇 摇 椰着(v)椰Q 逸 c赘椰v椰H1
,摇 摇 坌v 沂 V, (9)

其中,常数 c赘 > 0,仅依赖于 赘 和 祝1 . 我们为 V 定义内积:
摇 摇 (u,v) V = 掖着(u),着(v)业 Q,

又, 椰·椰V 表示相关的范数. 由 Korn 不等式(9)可知,范数 椰·椰H1
和椰·椰V 在 V上等价. 于是

(V,椰·椰V) 为实 Hilbert 空间. 此外,由 Sobolev 迹定理,存在 d赘 > 0,仅依赖于 赘,祝1 和祝3, 使

得

摇 摇 椰v椰(L2(祝3)) d 臆 d赘椰v椰V,摇 摇 坌v 沂 V . (10)
对 p 沂 [1,肄 ],使用 Lp(0,T;V) 的标准范数. 我们同时为 Sobolev 空间 W1,肄(0,T;V) 定义范

数:
摇 摇 椰v椰W1,肄 (0,T;V) = 椰v椰L肄 (0,T;V) + 椰 觶v椰L肄 (0,T;V) .

对于任意实 Banach 空间 (X,椰·椰X) 及 T > 0,用符号 C([0,T];X) 表示从[0,T] 到 X的连续

函数空间,记 C([0,T];X) 为实 Banach 空间,有范数

摇 摇 椰x椰C([0,T];X) = max
t沂[0,T]

椰x( t)椰X .

假设体力和面力遵循以下规律:
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摇 摇 渍1 沂 C([0,T];H), 渍2 沂 C([0,T];(L2(祝2)) d) . (11)
由式(11)和 Riesz 的表示定理,存在函数 f:[0,T] 寅 V, 使得

摇 摇 ( f( t),v) V = 乙
赘
渍1( t)·vdx + 乙

祝2
渍2( t)·vda,摇 摇 坌v 沂 V, t 沂 [0,T], (12)

而且,由式(11)和(12)还得到

摇 摇 f 沂 C([0,T];V) .
我们还可以由下式定义函数 j:Q1 伊 V 寅 R +:

摇 摇 j(g,v) = 乙
祝3
滋 | Rg淄 | | v子 | da,摇 摇 坌g 沂 Q1, v 沂 V,

其中

摇 摇 R:H -1 / 2(祝) 寅 L2(祝)
是一个连续的映射. 假设摩擦因数 滋 满足

摇 摇 滋 沂 L肄(祝3), 滋 逸0,摇 摇 a. e. 在 祝3 上. (13)
如文献[2], 存在一个常数 CR > 0, 使得

摇 摇 椰Rg淄椰L2(祝3) 臆 CR椰g椰Q1
,摇 摇 坌g 沂 Q1 .

在问题 P1 的研究中,我们假设粘度算子 A 满足

摇 摇

(a) A:赘 伊 Sd 寅 Sd;
(b) 存在 MA > 0,使得

摇 摇 | A(x,着1) - A(x,着2) | 臆 MA | 着1 - 着2 | ,
对于 Sd 中的所有 着1,着2,a. e. x 在 赘 中;
(c) 存在 MA > 0,使得

摇 摇 (A(x,着1) - A(x,着2))·(着1 - 着2) 逸 mA | 着1 - 着2 | 2,
对于 Sd 中的所有 着1,着2, a. e. x 在 赘 中;
(d) 对于 Sd 中任意 着,映射 x 寅 A(x,着) 在 赘 上是 Lebesgue 度量的;
(e) x 寅 A(x,0) 沂 Q

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(14)

弹性算子 B 满足

摇 摇

(a) B:赘 伊 Sd 寅 Sd;
(b) 存在 MB > 0,使得

摇 摇 | B(x,着1) - B(x,着2) | 臆 MB | 着1 - 着2 | ,
对于 Sd 中的所有 着1,着2,a. e. x 在 赘 中;
(c) 对于 Sd 中任意 着,映射 x 寅 A(x,着) 在 赘 上是 Lebesgue 度量的;
(d) x 寅 B(x,0) 沂 Q

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï .

(15)

正如文献[7],我们假设粘度系数 c子 和 着 a 满足条件

摇 摇 c子,着 a 沂 L肄(祝3), 摇 摇 c子,着 a 逸0,a. e. 在 祝3 上. (16)
我们假设初始数据满足

摇 摇 u0 沂 V, (17)
摇 摇 茁0 沂 L2(祝3), 摇 摇 0 臆 茁0 臆1,a. e. 在 祝3 上. (18)
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接着,令 r:L2(祝3) 伊 V 伊 V 寅 R 为函数

摇 摇 r(茁,u,v) = 乙
祝3
c子茁2R子(u子)·v子ds .

最后,需要定义该粘结场的下列集合:
摇 摇 O {= 兹:[0,T] 寅 L2(祝3);0 臆 兹( t) 臆 1, 坌t 沂 [0,T],a. e. 在 祝3 }上 .
现假设其解充分正则,应用 Green 公式,得到问题 P1 有下面的变分公式.
问题 P2 摇 寻找位移场 u 沂 C1([0,T];V), 应力场 滓 沂 C([0,T];Q1) 及粘结场 茁 沂

W1,肄(0,T;L2(祝3)) 疑 O, 使得

摇 摇 滓( t) = A着( 觶u( t)) + B着(u( t)),摇 摇 在 赘 伊 (0,T) 内, (19)
摇 摇 掖滓( t),着(v) - 着( 觶u( t))业 Q + j(滓( t),v) - j(滓( t), 觶u( t)) +
摇 摇 摇 摇 r(茁( t),u( t),v - 觶u( t)) 逸 ( f( t),v - 觶u( t)) V,摇 摇 坌v 沂 V, t 沂 [0,T], (20)
摇 摇 觶茁( t) = - (c子茁( t) | R子(u子( t)) | 2 - 着 a) +, a. e. t 沂 (0,T), (21)
摇 摇 u(0) = u0, 在 赘 内, (22)
摇 摇 茁(0) = 茁0, 在 祝3 上. (23)

本节的主要工作,是建立下面的定理.
定理 1. 1摇 令 T > 0,假设式(11)、(12) ~ (18) 成立, 当常数 滋0 > 0 时,如果

摇 摇 椰滋椰L肄 (祝3) < 滋0

成立,则问题 P2 有唯一解.

2摇 解的存在性和唯一性

参照文献[3],定理 1. 1 分为以下几步证明.
首先,对于给出的 浊 沂 C([0,T];V) 和 g 沂 C([0,T];Q1), 考虑下面的变分问题.
问题 P1浊 摇 寻找 v浊g:[0,T] 寅 V 和 滓浊g:[0,T] 寅 Q1, 使得

摇 摇 滓浊g = A着(v浊g( t)) + 着(浊( t)), (24)
摇 摇 掖滓浊g,着(w) - 着(v浊g( t))业 Q + j(g( t),w) - j(g( t),v浊g( t)) 逸
摇 摇 摇 摇 ( f( t),w - v浊g( t)) V,摇 摇 坌w 沂 V, t 沂 [0,T] . (25)

现在说明下面结果.
引理 2. 1摇 问题 P1浊 存在唯一解,并满足 v浊g 沂 C([0,T];V) 和 滓浊g 沂 C([0,T];Q1) .
证明摇 令 t 沂 [0,T],同时,令算子 C:V 寅 V, 由下式给出:
摇 摇 (Cv,w) V = 掖A着(v),着(w)业 Q,摇 摇 坌v,w 沂 V .

由假设(14)可知, C 为强单调的 Lipschitz 连续算子. 泛函 j(g( t),·) 为 V 上连续的半范数,则
根据椭圆变分不等式的经典证明[16],可以推出,存在唯一元素 v浊g( t) 沂 V, 使得

摇 摇 掖A着(v浊g( t)),着(w) - 着(v浊g( t))业 Q + j(g( t),w) - j(g( t),v浊g( t)) 逸
摇 摇 摇 摇 ( f( t) - 浊( t),w - v浊g( t)) V,摇 摇 坌w 沂 V . (26)

因此,由式(26)可知, v浊g( t) 为不等式(25) 的唯一解. 现令 t1,t2 沂 [0,T],在不等式(25) 中,
对 t = t1,取 w = v浊g( t2),同时对 t = t2,取 w = v浊g( t1) . 利用式(14)中(c)和式(10),可以发现,在
增加的不等式结果之后,存在常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰v浊g( t1) - v浊g( t2)椰V 臆
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摇 摇 摇 摇 c(椰f( t1) - f( t2)椰V + 椰浊( t1) - 浊( t2)椰V + 椰g( t1) - g( t2)椰Q1
) .

因为 f 沂 C([0,T];V), 浊 沂 C([0,T];V) 和 g沂 C([0,T];Q1),所以 v浊g 沂 C([0,T];V) . 此
外,由式(24) 可知,对某一常数 c > 0, 有

摇 摇 椰滓浊g( t1) - 滓浊g( t2)椰Q 臆
摇 摇 摇 摇 c(椰v浊g( t1) - v浊g( t2)椰V + 椰浊( t1) - 浊( t2)椰V), (27)

由式(27),导出 滓浊g 沂 C([0,T];Q) . 现在, 在式 (25) 中取 w = v浊g( t) 依 渍, 其中 渍 沂
(C肄

0 (赘)) d, 可得到

摇 摇 div滓浊g( t) + 渍1( t) = 0,摇 摇 在 赘 内, 坌t 沂 [0,T] . (28)
另一方面,有
摇 摇 椰滓浊g( t1) - 滓浊g( t2)椰Q1

臆
摇 摇 摇 摇 椰滓浊g( t1) - 滓浊g( t2)椰Q + 椰渍1( t1) - 渍1( t2)椰H . (29)

因此,既然 滓浊g 沂 C([0,T];Q) 和 渍1 沂 C([0,T];H),那么,式(29) 隐含着 滓浊g 沂 C([0,T];
Q1) . 下面由

摇 摇 撰浊g = 滓浊g,摇 摇 坌g 沂 C([0,T];Q1), (30)
定义算子

摇 摇 撰浊:C([0,T];Q1) 寅 C([0,T];Q1),
有如下引理.

引理 2. 2摇 对每个 g 沂 C([0,T];Q1),函数 撰浊g:[0,T] 寅 Q1 属于 C([0,T];Q1),同时,
存在常数 滋0 > 0,对 椰滋椰L肄 (祝3) < 滋0,使得算子 撰浊 存在唯一的不动点 g浊 沂 C([0,T];Q1) .
摇 摇 证明摇 令 g1, g2 沂C([0,T];Q1), {同时令 vi, 滓 }i ,i = 1,2,对于 g = gi,问题 P1浊 的解,有
不等式

摇 摇 椰撰浊g1 - 撰浊g2椰C([0,T];Q1) 臆
d赘CRMA

mA
椰滋椰L肄 (祝3)椰g1 - g2椰C([0,T];Q1) . (31)

式(31)的证明,可以参见文献[3],若取

摇 摇 滋0 =
mA

d赘CRMA
,

可以推出,对于 椰滋椰L肄 (祝3) < 滋0,算子 撰浊 是可压缩的,因此它有唯一的不动点 g浊 .
现在,对于 浊 沂 C([0,T];V),令 v浊 沂 C([0,T];V) 为下式给出的函数:
摇 摇 v浊 = v浊g浊, (32)

又令 u浊:[0,T] 寅 V 为下式定义的函数:

摇 摇 u浊( t) = u0 + 乙 t

0
v浊( s)ds,摇 摇 t 沂 [0,T] . (33)

现考虑下列问题.
问题 P浊 茁 摇 寻找粘结场 茁浊:[0,T] 寅 L肄(祝3), 使得

摇 摇 觶茁浊( t) = - (茁浊( t)c子 | R子(u浊子( t)) | 2 - 着 a) +,摇 摇 a. e. t 沂 (0,T), (34)
摇 摇 茁 浊(0) = 茁0, 在 祝3 上. (35)

有以下结果.
引理 2. 3摇 问题 P浊茁 存在唯一解,且满足

摇 摇 茁 浊 沂 W1,肄(0,T;L2(祝3)) 疑 O .
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证明摇 令 k > 0,同时考虑空间 X 定义如下:
摇 摇 {X = 茁 沂 C([0,T];L2(祝3)); sup

t沂[0,T]
e -kt椰茁( t)椰L2(祝3) < + }肄 ,

X 是一个范数如下的 Banach 空间:
摇 摇 椰茁椰X = sup

t沂[0,T]
e -kt椰茁( t)椰L2(祝3),

该范数和标准范数 椰·椰C([0,T];L2(祝3)) 等价. 现在,考虑由下式给出的映射 T:X 寅 X:

摇 摇 T茁( t) = 茁0 - 乙 t

0
(c子茁( s) | R子(u浊子( s)) | 2 - 着 a) + da .

应用 | Rr(u浊r) | 臆 L,r = 淄,子,可知存在常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰T茁1( t) - T茁2( t)椰L2(祝3) 臆 c乙 t

0
椰茁1( s) - 茁2( s)椰L2(祝3)ds .

因为

摇 摇 乙 t

0
椰茁1( s) - 茁2( s)椰L2(祝3)ds =

摇 摇 摇 摇 乙 t

0
eks(e -ks椰茁1( s) - 茁2( s)椰L2(祝3))ds 臆 椰茁1 - 茁2椰X1

ekt

k ,

该不等式意味着

摇 摇 椰T茁1 - T茁2椰X 臆 c
k 椰茁1 - 茁2椰X . (36)

不等式(36)表明,对于 k > c, T 是可以压缩的. 可以推出,由 Banach 不动点定理, T 有唯一的

不动点 茁 浊,其满足式(34) 和(35) . 该正则解 茁 浊 沂O 正是式(35)和(18)的一个结果,详见文献

[7].
另外,根据 Riesz 的表示定理,定义函数

摇 摇 撰:[0,T] 寅 V .
由式

摇 摇 (撰浊( t),w) V = 掖B着(u浊( t)),着(w)业 Q + r(茁 浊( t),u浊( t),w),
摇 摇 坌w 沂 V, t 沂 [0,T] (37)

得到引理 2. 4.
引理 2. 4摇 对每个 浊 沂 C([0,T];V),函数 撰浊:[0,T] 寅 V属于 C([0,T];V),另外,唯一

存在 浊* 沂 C([0,T];V),使得 撰浊* = 浊* .
证明摇 令 浊 沂 C([0,T];V),t1,t2 沂 [0,T],应用式(34),存在常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰撰浊( t1) - 撰浊( t2)椰V 臆 椰B着(u浊( t1)) - B着(u浊( t2))椰Q +
摇 摇 摇 摇 c椰茁2

浊( t1)R子(u浊子( t1)) - 茁2
浊( t2)R子(u浊子( t2))椰L2(祝3) .

此外,应用算子 R子 的性质(参见文献[2]),使得

摇 摇 | Rr(u浊子) | 臆 L, | R子(a) - R子(b) | 臆| a - b | ,摇 摇 坌a,b 沂 Rd .
由式(15)中(b)及 0 臆 茁 浊( t) 臆 1,坌t 沂 [0,T],对某一常数 c > 0, 有

摇 摇 椰撰浊( t1) - 撰浊( t2)椰V 臆
摇 摇 摇 摇 c(椰u浊( t1) - u浊( t2)椰V + 椰茁 浊( t1) - 茁 浊( t2)椰L2(祝3)) . (38)

因此,当 u浊 沂 C1([0,T];V) 和 茁 浊 沂 W1,肄(0,T;V) 时,式(38) 隐含着 撰浊 沂 C([0,T];V) .
现在令 浊1,浊2 沂 C([0,T];V) . 对 t 沂 [0,T], 利用初始条件(35),积分式(34),得到
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摇 摇 茁 浊 i
( t) = 茁0 - 乙 t

0
(c子茁 浊 i

( s) | R子(u浊 i子( s)) | 2 - 着 a) + da,

则存在常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰茁 浊1
( t) - 茁 浊2

( t)椰L2(祝3) 臆

摇 摇 摇 摇 c乙 t

0
椰茁 浊1

( s) | R子(u浊1子( s)) | 2 - 茁 浊2
( s) | R子(u浊2子( s)) | 2椰L2(祝3)ds .

根据截断算子 R子 的定义,记
摇 摇 茁 浊1

( s) = 茁 浊1
( s) - 茁 浊2

( s) + 茁 浊2
( s) .

经过一些初等运算之后,发现存在常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰茁 浊1
( t) - 茁 浊2

( t)椰L2(祝3) 臆

摇 摇 摇 摇 c乙 t

0
椰茁 浊1

( s) - 茁 浊2
( s)椰L2(祝3)ds + c乙 t

0
椰u浊子( s) - u浊子( s)椰(L2(祝3)) dds .

利用式(10),前不等式隐含着

摇 摇 椰茁 浊1
( t) - 茁 浊2

( t)椰L2(祝3) 臆

摇 摇 摇 摇 c乙 t

0
椰茁 浊1

( s) - 茁 浊2
( s)椰L2(祝3)ds + cd赘乙 t

0
椰u浊1

( s) - u浊2
( s)椰Vds .

对某一常数 c > 0, 有 Gronwall 不等式

摇 摇 椰茁 浊1
( t) - 茁 浊2

( t)椰L2(祝3) 臆 c乙 t

0
椰u浊1

( s) - u浊2
( s)椰Vds . (39)

另一方面,与式(36)的证明过程相类似,存在常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰撰浊1( t) - 撰浊2( t)椰V 臆
摇 摇 摇 摇 c(椰u浊1

( t) - u浊2
( t)椰V + 椰茁 浊1

( t) - 茁 浊2
( t)椰L2(祝3)) .

那么,利用式(39),存在常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰撰浊1( t) - 撰浊2( t)椰V 臆

摇 摇 摇 摇 c椰u浊1
( t) - u浊2

( t)椰V + c乙 t

0
椰u浊1

( s) - u浊2
( s)椰Vds, (40)

有

摇 摇 椰u浊1
( t) - u浊2

( t)椰V 臆 乙 t

0
椰v浊1

( s) - v浊2
( s)椰Vds

且函数 v浊 i
满足不等式

摇 摇 掖A着(v浊 i
( t)),着(w - v浊 i

( t))业 Q + (浊 i( t),w - v浊 i
( t)) V + j(滓浊 i

( t),w) -
摇 摇 摇 摇 j(滓浊 i

( t),v浊 i
( t)) 逸 ( f( t),w - v浊 i

( t)) V,摇 摇 坌w 沂 V, (41)
其中, i = 1, 2,同时 t 沂 [0,T] . 那么由式(41)(参见文献[3]), 对于 椰滋椰L肄 (祝3) < 滋0,存在

常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰v浊1
( t) - v浊2

( t)椰V 臆 c椰浊1( t) - 浊2( t)椰V,摇 摇 坌t 沂 [0,T] .
因此,得到

摇 摇 椰u浊1
( t) - u浊2

( t)椰V 臆 c乙 t

0
椰浊1( s) - 浊2( s)椰Vds,摇 摇 坌t 沂 [0,T] . (42)

利用式(40)和(42), 可以推出,存在常数 c > 0, 使得

摇 摇 椰撰浊1( t) - 撰浊2( t)椰V 臆 c乙 t

0
椰浊1( s) - 浊2( s)椰Vds . (43)

895 A·拓亚林



现在令 k > 0, 记

摇 摇 椰浊椰k = sup
t沂[0,T]

e -kt椰浊( t)椰V,摇 摇 坌浊 沂 C([0,T];V) .

显然,椰·椰k 是定义在C([0,T];V) 上的范数,它和标准范数椰·椰C([0,T];V) 等价. 利用式(43),
与式(36)的证明相类似,经过一些计算后,有

摇 摇 椰撰浊1 - 撰浊2椰k 臆
c
k 椰浊1 - 浊2椰k,摇 摇 坌浊1,浊2 沂 C([0,T];V) .

所以,对于 k > c,算子撰在空间 C([0,T];V)(赋予范数椰·椰k) 上是可以压缩的. 那么,由 Ba鄄
nach 不动点定理可知, 撰 有唯一的不动点 浊* 沂 C([0,T];V), 结论得证. 现在完成了定理 1.
1 证明的准备.

证明摇 存在性. 令 浊* 沂 C([0,T];V) 为 撰 的不动点,对 浊 = 浊*,令 v浊* 和 u浊* 为式(32)
和(33) 给出的函数. 令 茁 浊* 为 浊 = 浊* 时问题 P浊茁 的解,且 滓浊*g* 满足式(24) . 那么(u浊*,
滓浊*g*,茁 浊*) 是问题 P2 的一个解. 实际上,在式(25)中,选取 浊 = 浊*,g = g浊*, 并利用式(24),
得到

摇 摇 掖A着(v浊*( t)),着(w) - 着(v浊*( t))业 Q + (浊*( t),w - v浊*( t)) V + j(g浊*( t),w) -
摇 摇 摇 摇 j(g浊*( t),v浊*( t)) 逸 ( f( t),w - v浊*( t)) V,摇 摇 坌w 沂 V, t 沂 [0,T] . (44)

当 浊 = 浊*,即 茁 = 茁 浊* 时,用 茁 表示问题 P浊茁 的解. 当 浊* = 撰浊* 时,因为 v浊* = 觶u浊*,g浊* =
撰浊*(g浊*), 由式(44)、(37)和(33),可以得到不等式(43). 同样,由式(24)和(37),得到式

(42);由式(33),得到等式(22);正则解 u浊* 沂 C1([0,T];V) 正是引理 2. 1 及式(17) 和(33)
的一个结果. 显然,由问题 P浊茁 可知,等式(21)和(23)成立. 同样,由引理 3. 3,得到粘结场的正

则解

摇 摇 茁 沂 W1,肄(0,T;L2(祝3)) 疑 O .
唯一性. 令
摇 摇 (u,滓,茁) 沂 C1([0,T];V) 伊 C([0,T];Q1) 伊 W1,肄(0,T;L2(祝3)) 疑 O

是问题 P2 的一个解,并记为 浊 沂 C([0,T];V), 定义函数

摇 摇 (浊( t),w) V = 掖B着(u( t)),着(w)业 Q + r(茁( t),u( t),w),
摇 摇 坌w 沂 V, t 沂 [0,T], (45)

又令

摇 摇 v = 觶u . (46)
利用式(19)和(20)得到, v 是问题 P1浊 的一个解,又因为该问题有唯一解 v浊 沂 C([0,T];V),
可以推出

摇 摇 v = v浊 . (47)
因此,由式(22)、(46)、(47), 得到

摇 摇 u( t) = u0 + 乙 t

0
v浊( s)ds,摇 摇 t 沂 [0,T],

即

摇 摇 u = u浊 . (48)
式(21)和初始条件 茁(0) = 茁0,隐含着 茁 是问题 P浊茁 的一个解,因此该问题存在唯一解 茁 浊,

可以推出
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摇 摇 茁 = 茁 浊 . (49)
现在利用式(37)、(45)和式(48)、(49), 可以得到 撰浊 = 浊 . 所以,由式(24)和(37)推出

摇 摇 滓 = 滓浊 . (50)
由引理 3. 4 可知,算子 撰 存在唯一的不动点,得到

摇 摇 浊 = 浊* . (51)
解的唯一性正是式(48) ~ (51)的一个结果.
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Quasistatic Bilateral Contact Problem With Adhesion and
Nonlocal Friction for Viscoelastic Materials

Arezki Touzaline
(Laboratoire de Syst侉mes Dynamiques, Facult佴 de Math佴matiques, USTHB,

BP 32 EL ALIA, Bab鄄Ezzouar, 16111, Alg佴rie)

Abstract: A mathematical model which describes a contact problem between a deformable
body and a foundation was considered. The contact was bilateral and was modelled with nonlo鄄
cal friction law in which adhesion was taken into account. The evolution of the bonding field
was described by a first鄄order differential equation and the material爷 s behavior was modelled
with a nonlinear viscoelastic constitutive law. A variational formulation of the mechanical prob鄄
lem was derived and the existence and uniqueness result of the weak solution were proved if the
coefficient of friction was sufficiently small. The proof is based on arguments of time鄄dependent
variational inequalities, differential equations and Banach fixed鄄point theorem.

Key words: viscoelastic materials; adhesions; nonlocal friction; fixed point; weak solution
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