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Banach 空空间中的广义 H鄄浊鄄 增生算子
及其在变分包含中的应用
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摘要:摇 在 Banach 空间中,引入和研究了新的广义 H鄄浊鄄增生算子,对广义m鄄增生算子与H鄄浊鄄单调

算子提供了一个统一的框架. 还定义了广义 H鄄浊鄄 增生算子相应的预解算子, 并且证明了其

Lipschitz 连续性. 作为应用,考虑了涉及广义 H鄄浊鄄 增生算子的一类变分包含问题的可解性. 利用预

解算子方法,构造了一个求解变分包含的迭代算法. 在适当假设下,证明了变分包含解的存在性和

由算法生成的迭代序列的收敛性.
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引摇 摇 言

近些年,作为变分不等式的推广,变分包含得到了广泛的研究. 发展有效且可行的迭代算

法是变分包含理论中最有趣且重要的问题之一. 在 Hilbert 空间或 Banach 空间中,利用各种不

同的迭代算法来求解变分包含问题. 其中,预解算子方法被很多作者广泛地使用. 更多的相关

内容,参见文献[1鄄33]及其参考文献.
众所周知,在变分包含理论中,映射的单调性起着必不可少的作用. 目前,Ding 和 Luo[1],

Huang 和 Fang[2],Fang 和 Huang[3],Fang 和 Huang[4],Verma[5鄄6],Verma[7],Zhang[8],Sun 等[9]

在 Hilbert 空间中分别引入了 浊鄄 次微分算子、极大 浊鄄 单调算子、H鄄 单调算子、(H,浊) 鄄 单调算

子、A鄄单调算子、(A,浊) 鄄单调算子、G鄄浊鄄单调算子和M鄄单调算子. 2001 年,Huang 和 Fang[34]率

先引入了广义 m鄄 增生算子, 推广了极大 浊鄄 单调算子的概念到 Banach 空间中. Fang 和

Huang[10鄄11],Lan 等[12鄄13]和 Zou 和 Huang[14鄄15]在 Banach 空间中分别研究了很多增生算子,诸如

H鄄增生算子、(H,浊) 鄄增生算子、(A,浊) 鄄增生算子和H(·,·) 鄄增生算子,推广了Hilbert空间中

的H鄄单调算子、(H,浊) 鄄单调算子、(A,浊) 鄄单调算子和M鄄单调算子的概念. 他们还定义了相应

的预解算子,利用预解算子方法,构造了近似收敛于变分包含解的迭代算法.
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另一方面,Xia 和 Huang[16],Ding 和 Feng[17],Feng 和 Ding[18],Lou 等[19],Ding 和 Wang[20],
Luo 和 Huang[21]在 Banach 空间中分别引入了广义 H鄄 单调算子、A鄄 单调算子、H鄄浊鄄 单调算子、
B鄄 单调算子,推广了以上提及的单调算子相应的概念. 而且,在 Banach 空间中, H鄄浊鄄单调算子

不同于广义 m鄄 增生算子.
由此领域研究结果的激发和启发,本文在 Banach 空间中,引入了新的广义 H鄄浊鄄 增生算

子,对广义 m鄄 增生算子与 H鄄浊鄄 单调算子提供了一个统一的框架. 而且,我们还定义了广义

H鄄浊鄄 增生算子相应的预解算子,证明了其 Lipschitz 连续性. 作为应用,我们考虑了涉及广义

H鄄浊鄄 增生算子的一类变分包含问题的可解性. 利用预解算子方法,我们构造了一个求解变分

包含的迭代算法. 在适当假设下,证明了变分包含解的存在性和由算法生成的迭代序列的收敛

性. 我们的结论改进和推广了已有文献的重要结果.

1摇 预 备 知 识

设 X是一具有对偶空间 X* 的实 Banach 空间,椰·椰和掖·,·业分别表示 X的范数和 X与

X* 之间的对偶对. 2X 表示 X 中的所有子集族.
正规对偶映射 J 颐 X 寅2X*

由下式定义:
摇 摇 J(x) {= f 沂 X*: 掖 f,x业 = 椰f椰椰x椰,椰f椰 = 椰x }椰 ,摇 摇 坌x 沂 X .
定义 1. 1摇 设 X 和 Y 分别是具有对偶空间 X* 和 Y* 的 Banach 空间. 设 A 颐 X 寅 Y 和 浊 颐

X 伊 X 寅 Y* 是单值映射. 称 A 是

蚵 广义 浊鄄 增生的,如果掖A(x) - A(y),浊(x,y)业 逸 0,坌x,y 沂 X;
蛎 广义严格 浊鄄增生的,如果掖A(x) - A(y),浊(x,y)业 逸0,坌x,y沂 X,且等号成立当且仅

当 x = y;
蚰 广义 酌鄄浊鄄 强增生的,如果存在常数 酌 > 0 使得

摇 摇 掖A(x) - A(y),浊(x,y)业 逸 酌椰x - y椰2,摇 摇 坌x,y 沂 X;
蚺 广义 啄鄄浊鄄 松弛增生的,如果存在常数 啄 > 0 使得

摇 摇 掖A(x) - A(y),浊(x,y)业 逸- 啄椰x - y椰2,摇 摇 坌x,y 沂 X;
蚱 s鄄Lipschitz 连续的,如果存在常数 s > 0 使得

摇 摇 椰A(x) - A(y)椰 臆 s椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 X .
定义 1. 2摇 设 X 和 Y 分别是具有对偶空间 X* 和 Y* 的 Banach 空间. 设 M 颐 X 寅 2Y 是多

值映射,浊 颐 X 伊 X 寅 Y* 是单值映射. 称 M 是

蚵 广义 浊鄄 增生的,如果掖u - v,浊(x,y)业 逸 0,坌x,y 沂 X, u 沂 Mx, v 沂 My;
蛎 广义严格 浊鄄 增生的,如果掖u - v,浊(x,y)业 逸 0,坌x,y 沂 X,u 沂 Mx,v 沂 My,且等号成

立当且仅当 x = y;
蚰 广义 r鄄浊鄄 强增生的,如果存在常数 r > 0 使得

摇 摇 掖u - v,浊(x,y)业 逸 r椰x - y椰2,摇 摇 坌x,y 沂 X,u 沂 Mx,v 沂 My;
蚺 广义 m鄄浊鄄 松弛增生的,如果存在常数 m > 0 使得

摇 摇 掖u - v,浊(x,y)业 逸- m椰x - y椰2,摇 摇 坌x,y 沂 X,u 沂 Mx,v 沂 My .

注 1. 1摇 明显地,在 Banach 空间中,广义 浊鄄 增生映射的概念对 浊鄄 增生映射与 浊鄄 单调映射提供了一个统

一的框架.
蚵 如果 Y = X,则 M 颐 X 寅2X,浊 颐 X 伊 X 寅 X*,因此定义 1. 2 中的 蚵 ~ 蚺 分别退化成文献[24,36] 中

引入的 浊鄄 增生映射,严格 浊鄄 增生映射,浊鄄 强增生映射和 浊鄄 松弛增生映射的定义.
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蛎 如果 Y = X*,则 M 颐 X 寅2X*,浊 颐 X 伊 X 寅 X**,因此定义 1. 2 中的 蚵 ~ 蚺 分别退化成文献[19鄄20]
中引入的 浊1 鄄 单调映射、严格 浊1 鄄 单调映射、浊1 鄄 强单调映射和 浊1 鄄 松弛单调映射的定义,其中 浊1 颐 X 伊 X 寅 X
是单值映射. 事实上,设 浊1 颐 X 伊 X 寅 X 和一个自然嵌入映射 准 颐 X 寅 X** 使得对任意的 x,y 沂 X,有 浊(x,y)
= (准 莓 浊1)(x,y) . 由定义 1. 2 中的 蚵 和自然嵌入映射 准 的性质,对任意的 x,y 沂 X,u 沂 Mx 和 v 沂 My, 有

摇 摇 掖u - v,浊1(x,y)业 = 掖u - v,(准 莓 浊1)(x,y)业 = 掖u - v,浊(x,y)业 逸 0.
因此 M 是一个 浊1 鄄 单调映射. 类似地,利用相同的证明方法,我们可以得到定义 1. 2 中的 蛎 ~ 蚺 分别退化成

严格 浊1 鄄 单调映射、浊1 鄄 强单调映射和 浊1 鄄 松弛单调映射.
蚰 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,则 M 颐 H 寅2H,浊 颐 H 伊 H 寅 H,因此定义 1. 2 中的 蚵 ~ 蚺 分别退

化成文献[2鄄4,7鄄8] 中引入的 浊鄄 单调映射、严格 浊鄄 单调映射、浊鄄 强单调映射和 浊鄄 松弛单调映射的定义.

定义 1. 3摇 称单值映射 浊 颐 X 伊 X 寅 Y* 是 Lipschitz 连续的,如果存在常数 子 > 0 使得

摇 摇 椰浊(x,y)椰 臆 子椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 X .
引理 1. 1[35] 摇 设 X是实Banach空间,J 颐 X寅 2X*

是正规对偶映射.则对任意的 x,y沂X,有

摇 摇 椰x + y椰2 臆 椰x椰2 + 2掖y,j(x + y)业,摇 摇 坌j(x + y) 沂 J(x + y) .

2摇 广义 H鄄浊鄄 增生算子

定义 2. 1摇 设 X 和 Y 分别是具有对偶空间 X* 和 Y* 的 Banach 空间. 设 H 颐 X 寅 Y,浊 颐 X
伊 X 寅 Y* 是单值映射,M 颐 X 寅2Y 是多值映射. 称M是广义 H鄄浊鄄增生的,如果M是广义 m鄄浊鄄
松弛增生的且(H + 姿M)(X) = Y 对一切 姿 > 0 成立.

注 2. 1摇 蚵 如果 Y = X,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(浊1(x,y)),其中 Jq 是广义正规对偶映射和 浊1 颐
X 伊 X 寅 X 是单值映射,则广义 H鄄浊鄄 增生算子退化成由 Lan 等[12鄄13] 引入的(A,浊1) 鄄 增生算子;

蛎 如果 Y = X,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(浊1(x,y)),其中 Jq 是广义正规对偶映射和 浊1 颐 X
伊 X 寅 X 是单值映射,则广义 H鄄浊鄄 增生算子退化成由 Fang,Cho 和 Kim 引入的(H,浊1) 鄄 增生算子;

蚰 如果 Y = X,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(x - y),其中 Jq 是广义正规对偶映射,则广义H鄄浊鄄
增生算子退化成由 Fang 和 Huang[10鄄11] 引入的 H鄄 增生算子;

蚺 如果 Y = X,H = I和 m = 0, 则广义 H鄄浊鄄增生算子退化成由 Huang 和 Fang[34,22] 引入的广义 m鄄 增生

算子;
蚱 如果 Y = X*, 则广义 H鄄浊鄄 增生算子退化成由 Lou 等[19] ,Ding 和 Wang[20]引入的 H鄄浊鄄 单调算子;
蚯 如果 Y = X*,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y,则广义 H鄄浊鄄 增生算子退化成由 Feng 和 Ding[18]引

入的 A鄄 单调算子;
蛉 如果 Y = X*,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y,则广义 H鄄浊鄄 增生算子退化成由 Xia 和

Huang[16] ,Ding 和 Feng[17]引入的广义 H鄄 单调算子;
蛏 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,m = 0,则广义 H鄄浊鄄 增生算子退化成由 Fang 等[4]引入的 (H,浊) 鄄 单

调算子;
蚴 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y,则广义 H鄄浊鄄增生算子退化成由

Verma[5鄄6] 引入的 A鄄 单调算子;
蛩 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y,则广义 H鄄浊鄄增生算子退

化成由 Fang 和 Huang[3] 引入的 H鄄 单调算子;
蛱 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,H = I 和 m = 0,则广义 H鄄浊鄄增生算子退化成由 Huang 和 Fang[2] 引

入的极大 浊鄄 单调算子.

例 2. 1摇 设 X = R = ( - 肄, + 肄),Y = R2 = ( - 肄, + 肄) 伊 ( - 肄, + 肄) . M 颐 R 寅 R2

和 H1 颐 R寅 R2 分别由下式定义 颐 对任意的 x 沂 R,M(x) = (sinx,x) 和 H1(x) = (1,ex) . 浊 颐 R
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伊 R 寅 (R2)* = R2 由下式定义: 对任意的 x,y 沂 R,浊(x,y) = (siny - sinx,y - x) . 则
摇 摇 掖M(x) - M(y),浊(x,y)业 = 掖(sinx - siny,x - y),(siny - sinx,y - x)业 逸
摇 摇 摇 摇 - 2椰x - y椰2 .

容易得到 (H1 + M)(x) = (1 + sinx,ex + x) . 由 1 + sinx = (sin(x / 2) + cos(x / 2)) 2 逸0 推得

(H1 + M) 不是满射. 因此,M 不是广义 H1 鄄浊鄄 增生算子.
然而,如果对任意的 x 沂 R,H2(x) = (x3,x),则 M 是广义 H2 鄄浊鄄增生算子. 事实上,我们有

(H2 + M)(x) = (x3 + sinx,2x),因此,(H2 + M) 是满射.

例 2. 2摇 设 X = l1,Y = l2 . l2 中的内积由下式定义: 对任意的 x,y沂 l2,掖x,y业 =鄱肄

i = 1
xiyi .

设 M 颐 l1 寅 l2 和 H1 颐 l1 寅 l2 分别由下式定义: 对任意的 x = (x1,x2,…,xn,…) 沂 l1,M(x) = en
- 2x 和 H1(x) = x2 + 2x,其中 en = (0,0,…,1,0,…) 沂 l2 . 设 浊 颐 l1 伊 l1 寅 ( l2)* = l2 由下式

定义: 对任意的 x = (x1,x2,…,xn,…) 沂 l1,y = (y1,y2,…,yn,…) 沂 l1,浊(x,y) = x - y . 则
摇 摇 掖M(x) - M(y),浊(x,y)业 = 掖 - 2x + 2y,x - y业 =

摇 摇 摇 摇 - 2鄱
肄

i = 1
(xi - yi) 2 逸- (2 鄱

肄

i = 1
| xi - yi )|

2
逸 - 2椰x - y椰2

1,

容易得到

摇 摇 椰(H1 + M)(x)椰2
2 = 椰x2 + 2x + en - 2x椰2

2 = 椰en + x2椰2
2 =

摇 摇 摇 摇 鄱
肄

i = 1
(eni + x2

i ) 2 逸1,

这样, 0 (H1 + M)( l1) . 因此,M 不是广义 H1 鄄浊鄄 增生算子.
然而,如果对任意的 x = (x1,x2,…,xn,…) 沂 l1,H2(x) = x - en,则M是广义 H2 鄄浊鄄增生算

子. 事实上,我们有(H2 + M)(x) = en - 2x + x - en = - x,因此,(H2 + M) 是满射.
定理 2. 1摇 设 X和 Y分别是具有对偶空间 X* 和 Y* 的 Banach空间. 设 浊 颐 X 伊 X寅 Y* 是

单值映射,H 颐 X 寅 Y 是广义 r鄄浊鄄 强增生映射和 M 颐 X 寅 2Y 是广义 H鄄浊鄄 增生算子. 则(H +
姿M) -1 是单值映射,其中 0 < 姿 < r / m 是一常数.

证明摇 对任意给定的 x* 沂 Y,令 x,y 沂 (H + 姿M) -1(x*) . 因此推得(x* - H(x)) / 姿 沂
M(x) 和(x* - H(y)) / 姿 沂 M(y) . 因为 M 是广义 H鄄浊鄄 增生的和 H 是广义 r鄄浊鄄 强增生的,我
们有

摇 摇 - m椰x - y椰2 臆 1
姿 掖(x* - H(x)) - (x* - H(y)),浊(x,y)业 臆

摇 摇 摇 摇 - r
姿 椰x - y椰2,

上式蕴含 x = y . 因此,(H + 姿M) -1 是单值映射. 证毕.
基于定理 2. 1,我们给出以下广义预解算子 RH,浊

M,姿 的定义.
定义 2. 2摇 设 X 和 Y 分别是具有对偶空间 X* 和 Y* 的自反 Banach 空间. 设 浊 颐 X 伊 X 寅

Y* 是单值映射,H 颐 X 寅 Y 是广义 r鄄浊鄄 强增生映射和 M 颐 X 寅 2Y 是广义 H鄄浊鄄 增生算子. 广义

预解算子 RH,浊
M,姿 颐 Y 寅 X 由下式定义:

摇 摇 RH,浊
M,姿(x*) = (H + 姿M) -1(x*),摇 摇 坌x* 沂 Y,

其中 姿 > 0 是一常数.

注 2. 2摇 蚵 如果 Y = X,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(浊1(x,y)),其中 Jq 是广义正规对偶映射和 浊1 颐
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X 伊 X 寅 X 是单值映射,则广义预解算子 RH,浊
M,姿 退化成由 Lan 等[12鄄13] 引入的预解算子 J籽,A浊1,M

;
蛎 如果 Y = X,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(浊1(x,y)),其中 Jq 是广义正规对偶映射和 浊1 颐 X

伊 X 寅 X 是单值映射,则广义预解算子 RH,浊
M,姿 退化成由 Fang,Cho 和 Kim 引入的预解算子 RH,浊1

M,姿 ;
蚰 如果 Y = X,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(x - y),其中 Jq 是广义正规对偶映射,则广义预解

算子 RH,浊
M,姿 退化成由 Fang 和 Huang[10鄄11]引入的预解算子 RH

M,姿;
蚺 如果 Y = X,H = I 和 m = 0, 则广义预解算子 RH,浊

M,姿 退化成由 Huang 和 Fang[34,22]引入的预解算子 JA姿;
蚱 如果 Y = X*, 则广义预解算子 RH,浊

M,姿 退化成由 Lou 等[19] ,Ding 和 Wang[20]引入的预解算子 RH,浊
M,姿;

蚯 如果 Y = X*,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y,则广义预解算子 RH,浊
M,姿 退化成由 Feng 和 Ding[18]引入

的预解算子 RA,姿
M ;

蛉 如果 Y = X*,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y,则广义预解算子 RH,浊
M,姿 退化成由 Xia 和

Huang[16] ,Ding 和 Feng[17]引入的预解算子 RH
M;

蛏 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间, m = 0,则广义预解算子 RH,浊
M,姿 退化成由 Fang 等[4] ,引入的预解算子

RH,浊
M,姿;

蚴 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y,则广义预解算子 RH,浊
M,姿 退化成由

Verma[5鄄6]引入的预解算子 J籽A,M;
蛩 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间, m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y,则广义预解算子 RH,浊

M,姿 退

化成由 Fang 和 Huang[3]引入的预解算子 RH
M,姿;

蛱 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间, H = I 和 m = 0,则广义预解算子 RH,浊
M,姿 退化成由 Huang 和 Fang[2]引

入的极大 浊鄄 单调映射的预解算子.

定理 2. 2摇 设 X 和 Y 分别是具有对偶空间 X* 和 Y* 的自反 Banach 空间. 设 浊 颐 X 伊 X 寅
Y* 是 子鄄Lipschitz连续映射,H 颐 X寅 Y是广义 r鄄浊鄄强增生映射和M 颐 X寅 2Y 是广义 H鄄浊鄄增生

算子. 则对 0 < 姿 < r / m,广义预解算子 RH,浊
M,姿 颐 Y 寅 X 是 Lipschitz 连续的,其 Lipschitz 常数为

子 / ( r - m姿), 即有

摇 摇 椰RH,浊
M,姿(x*) - RH,浊

M,姿(y*)椰 臆 子
r - m姿椰x* - y*椰,摇 摇 坌x*,y* 沂 Y .

证明摇 令 x*,y* 沂 Y . 因此推得

摇 摇 RH,浊
M,姿(x*) = (H + 姿M) -1(x*) 和 RH,浊

M,姿(y*) = (H + 姿M) -1(y*),
所以摇 摇 (x* - H(RH,浊

M,姿(x*))) / 姿 沂 M(RH,浊
M,姿(x*))

和摇 摇 摇 (y* - H(RH,浊
M,姿(y*))) / 姿 沂 M(RH,浊

M,姿(y*)) .
因为 M 是广义 m鄄浊鄄 松弛增生的,我们有

摇 摇 掖x* - H(RH,浊
M,姿(x*)) - (y* - H(RH,浊

M,姿(y*))),浊(RH,浊
M,姿(x*),RH,浊

M,姿(y*))业 / 姿 逸
摇 摇 摇 摇 - m椰RH,浊

M,姿(x*) - RH,浊
M,姿(y*)椰2 .

因为 H 是广义 r鄄浊鄄 强增生映射,我们有

摇 摇 子椰x* - y*椰椰RH,浊
M,姿(x*) - RH,浊

M,姿(y*)椰 逸
摇 摇 摇 摇 椰x* - y*椰椰浊(RH,浊

M,姿(x*),RH,浊
M,姿(y*))椰 逸

摇 摇 摇 摇 掖x* - y*,浊(RH,浊
M,姿(x*),RH,浊

M,姿(y*))业 逸
摇 摇 摇 摇 - 姿m椰RH,浊

M,姿(x*) - RH,浊
M,姿(y*)椰2 + 掖H(RH,浊

M,姿(x*)) -
摇 摇 摇 摇 H(RH,浊

M,姿(y*)),浊(RH,浊
M,姿(x*),RH,浊

M,姿(y*))业 逸
摇 摇 摇 摇 ( r - 姿m)椰RH,浊

M,姿(x*) - RH,浊
M,姿(y*)椰2 .

即是摇 摇 椰RH,浊
M,姿(x*) - RH,浊

M,姿(y*)椰 臆 子
r - m姿椰x* - y*椰 .
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证毕.

注 2. 3摇 蚵 如果 Y = X,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(浊1(x,y)),其中 Jq 是广义正规对偶映射和 浊1 颐
X 伊 X 寅 X 是单值映射,则定理 2. 2 退化成文献[13]中的命题 3. 2;

蛎 如果 Y = X,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(x - y),其中 Jq 是广义正规对偶映射和 浊1 颐 X 伊
X 寅 X 是单值映射,则定理 2. 2 退化成文献[10]中的定理 2. 3;

蚰 如果 Y = X,H = I 和 m = 0, 则定理 2. 2 退化成文献[34]中的定理 2. 3;
蚺 如果 Y = X*, 则定理 2. 2 退化成文献[19]中的定理 2. 1;
蚱 如果 Y = X*,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y, 则定理 2. 2 退化成文献[18]中的定理 3. 2;
蚯 如果 Y = X*,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y, 则定理 2. 2 退化成文献[16]中的定理 3. 2;
蛉 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间, m = 0, 则定理 2. 2 退化成文献[4]中的引理 2. 2;
蛏 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y, 则定理 2. 2 退化成文献[5]中的

引理 3;
蚴 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间, m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y, 则定理 2. 2 退化成文献

[3]中的定理 2. 2.

3摇 变分包含中的应用

作为应用,在本节中,我们将给出在 Banach 空间中,新的广义 H鄄浊鄄 增生算子在适当假设

下对求解变分包含问题起着重要的作用.
作为例子,我们考虑以下变分包含问题: 求 x 沂 X 使得

摇 摇 0 沂 A(x) + M(x), (1)
其中 A 颐 X寅 Y是单值映射和M 颐 X寅 2Y 是多值映射. 众所周知,变分包含问题(1)包含了很多

变分不等式和相补问题作为特例.
定理 3. 1摇 设 A 颐 X 寅 Y,浊 颐 X 伊 X 寅 Y* 是单值映射,H 颐 X 寅 Y 是广义 r鄄浊鄄强增生映射

和 M 颐 X 寅 2Y 是广义 H鄄浊鄄 增生算子. 则 x 沂 X 是变分包含问题(1)的解当且仅当

摇 摇 x = RH,浊
M,姿[H(x) - 姿A(x)],

其中 RH,浊
M,姿 = (H + 姿M) -1 和 姿 > 0 是一常数.

证明摇 结论直接从广义预解算子 RH,浊
M,姿 的定义推得.

注 3. 1摇 蚵 如果 Y = X,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(x - y),其中 Jq 是广义正规对偶映射,
则定理 3. 1 退化成文献[10]中的引理 3. 1;

蛎 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y, 则定理 3. 1 退化成文献

[3]中的引理 3. 1.

基于定理 3. 1,我们构造求解变分包含问题(1)的迭代算法如下:
算法 3. 1摇 对给定的 x0 沂 X, {迭代算法 x }n 奂 X, 由下式定义:
摇 摇 xn+1 = RH,浊

M,姿[H(xn) - 姿A(xn)],摇 摇 n = 0,1,2,… . (2)
下面我们给出确保由算法 3. 1 生成的迭代序列收敛性的充分条件.
定理 3. 2摇 设 X 和 Y 分别是具有对偶空间 X* 和 Y* 的自反 Banach 空间. 设 浊 颐 X 伊 X 寅

Y* 是 子鄄Lipschitz 连续映射,A 颐 X 寅 Y 是 琢鄄Lipschtiz 连续映射,H 颐 X 寅 Y 是广义 r鄄浊鄄强增生

和 啄鄄Lipschtiz 连续的映射,M 颐 X 寅 2Y 是广义 H鄄浊鄄 增生算子,此外,以下条件满足:

摇 摇 0 < 子
r - m姿

啄2 + 姿琢
1 - 姿琢 < 1. (3)
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则由算法 3. 1 {生成的迭代序列 x }n 强收敛于变分包含问题(1)的唯一解.
证明摇 由算法 3. 1 和定理 2. 2,我们有

摇 摇 椰xn+1 - xn椰 = 椰RH,浊
M,姿[H(xn) - 姿A(xn)] - RH,浊

M,姿[H(xn-1) - 姿A(xn-1)]椰 臆

摇 摇 摇 摇 子
r - m姿椰H(xn) - H(xn-1) - 姿A(xn) + 姿A(xn-1)椰 . (4)

因为 A 是 琢鄄Lipschtiz 连续的和 H 是 啄鄄Lipschtiz 连续的,由引理 1. 1,我们有

摇 摇 椰H(xn) - H(xn-1) - 姿A(xn) + 姿A(xn-1)椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰H(xn) - H(xn-1)椰2 -
摇 摇 摇 摇 2姿掖A(xn) - A(xn-1),j(H(xn) - H(xn-1) - 姿A(xn) + 姿A(xn-1))业 臆
摇 摇 摇 摇 椰H(xn) - H(xn-1)椰2 + 2姿椰A(xn) - A(xn-1)椰 伊
摇 摇 摇 摇 椰H(xn) - H(xn-1) - 姿A(xn) + 姿A(xn-1)椰 臆
摇 摇 摇 摇 啄2椰xn - xn-1椰2 + 2姿琢椰xn - xn-1椰 伊
摇 摇 摇 摇 椰H(xn) - H(xn-1) - 姿A(xn) + 姿A(xn-1)椰 臆
摇 摇 摇 摇 啄2椰xn - xn-1椰2 +
摇 摇 摇 摇 {姿琢 椰xn - xn-1椰2 + 椰H(xn) - H(xn-1) - 姿A(xn) + 姿A(xn-1)椰 }2 , (5)

上式蕴含

摇 摇 椰H(xn) - H(xn-1) - 姿A(xn) + 姿A(xn-1)椰2 臆 啄2 + 姿琢
1 - 姿琢 椰xn - xn-1椰2 . (6)

由式(4) ~ (6)推得 椰xn+1 - xn椰 臆 滋椰xn - xn-1椰, 其中

摇 摇 滋 = 子
r - m姿

啄2 + 姿琢
1 - 姿琢 .

由式(3),我们知道 0 < 滋 < 1, {所以 x }n 是一 X中的 cauchy序列. 令当 n寅肄 时,xn 寅 x . 由
式(2)推得

摇 摇 x = RH,浊
M,姿[H(x) - 姿A(x)] . (7)

由定理 3. 1 可知 x 是式(1) 的一解. 令 x* 是式(1)的另一解,由定理 3. 1 得到

摇 摇 x* = RH,浊
M,姿[H(x*) - 姿A(x*)] . (8)

由式(7)、(8)和类似以上的证明方法,我们有 椰x - x*椰臆 滋椰x - x*椰 . 因为 0 < 滋 < 1,我
们知道 x = x*,因此,x 是式(1)的唯一解. 证毕.

注 3. 2摇 蚵 如果 Y = X,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = Jq(x - y),其中 Jq 是广义正规对偶映射,则
定理 3. 2 退化成文献[10]中的定理 3. 1;

蛎 如果 X = Y = H 是 Hilbert 空间,m = 0,对任意的 x,y 沂 X,浊(x,y) = x - y, 则定理 3. 2 退化成文献

[3]中的定理 3. 1.
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Generalized H鄄浊鄄Accretive Operators in Banach Spaces
With an Application to Variational Inclusions

LUO Xue鄄ping,摇 HUANG Nan鄄jing
(Department of Mathematics, Sichuan University, Chengdu 610064, P. R. China)

Abstract: A new notion of generalized H鄄浊鄄accretive operator which provided a unifying frame鄄
work for the generalized m鄄accretive operator and the H鄄浊鄄monotone operator in Banach spaces
was introduced and studied. A resolvent operator associated with the generalized H鄄浊鄄accretive
operator was defined and its Lipschitz continuity was shown. As an application, the solvability
for a class of variational inclusions involving the generalized H鄄浊鄄accretive operators in Banach
spaces was considered. By using the technique of resolvent mapping, an iterative algorithm for
solving the variational inclusion in Banach space was constructed. Under some suitable condi鄄
tions, the existence of solution for the variational inclusion and the convergence of iterative se鄄
quence generated by the algorithm were proved.
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