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幂律速度运动表面上磁流体在驻点
附近的滑移流动
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摘要:摇 从理论上研究了具有非线性延伸表面的磁流体在滑移流区的动量传输问题. 通过 Lie 群变

换把控制方程组转化为常微分方程组,利用同伦分析方法求得了问题的近似解析解. 获得的级数

解与文献中的数值解吻合得较好. 另外,利用级数解分析滑移参数、磁场强度、速度比率参数、吸入

喷注参数和幂律指数对流动的影响. 结果显示这些参数对壁剪切力和边界层内流场有较大的影

响.
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引摇 摇 言

近年来,随着微纳米测试技术及其相关领域科学技术的飞速发展,人们发现微纳米尺度下

的流体间隙流动与宏观尺度下流体的流动问题有着本质区别,“边界滑移冶就是其中最有代表

性的一类问题. 研究表明,边界滑移对某些流体的流动特性有着重要的影响,而且边界滑移也

有非常重要的技术的应用,如在从研究壁滑移现象的先驱者 Mooney 论文[1] 发表后,众多研究

者[2鄄3]相继证实了流体有壁滑移现象. 最近,Wang[4鄄5] 研究了具有延伸表面的滑移驻点流,而
Hayat 和 Masood[6]分析了管道内的滑移流动问题. 文献[7鄄9]讨论了滑移边界条件下非 Newton
流体的动量传输问题.

随着科学技术的发展,非线性方程的求解己成为广大科学工作者经常面临的问题. 过去的

几十年中,数学物理研究领域内一大成就就是提出了许多求解非线性方程的精巧数学方法,如
同伦分析法[10]、摄动法[11鄄12]、Adomian 分解法[13鄄14]、Jacobi 椭圆函数展开法[15] 等. 同伦分析

法[16鄄17]已成功用于解决工程技术中的许多非线性问题,如非线性振动、磁流体流动问题[18]、非
Newton 流体边界层流动问题[19]、非线性深水传播问题[20]等. 本文利用同伦分析法求解具有滑
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移边界的磁流体在驻点附近的边界层动量传输问题.

1摇 边界层控制方程

流体在远上方垂直流向平板,并在 x = 0,y = 0 处形成滞止点. 选取流体驻点为坐标系原

点,x 轴是平板方向,y 轴垂直于平板. u 和 v 分别为沿 x 轴和 y 轴的速度. 沿 x 轴有两个大小相

等,方向相反的力拉伸平板,因此在驻点处切向速度为 uw = axm,其中 a是正常数. ue = cxm 是边

界层外的主流速度. 利用边界层近似,控制方程简化为

摇 摇 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y = 0, (1)

摇 摇 u 鄣u
鄣x + v 鄣u鄣y = 淄 鄣2u

鄣y2 + 滓B2(x)
籽 (ue - u) + ue

due

dx , (2)

这里 滓 为电导率,B(x) = B0x(m-1) / 2 表示磁场强度,其中 B0 是常数,m 是幂律指数,籽 是流体密

度,淄 是运动粘性系数,相应的滑移边界条件为

摇 摇
u(x,0) = axm +

2 - 滓v

滓v
姿0

鄣u
鄣y y = 0

, v(x,0) = vw = - bx(m-1) / 2,

u(x,¥) = ue = cxm

ì

î

í

ïï

ïï ,
(3)

其中 vw 是吸入喷注速度,b 是非负数,姿0 是平均自由程,而 滓v 为界面切向动量调节系数. 引入

流函数求解方程式(1)和(2)是很方便的,令

摇 摇 u = 鄣鬃
鄣y, v = - 鄣鬃

鄣x, (4)

则连续方程(1)自动满足. 将流函数代入动量方程(2),则得

摇 摇 鄣鬃
鄣y

鄣2鬃
鄣x鄣y - 鄣鬃

鄣x
鄣2鬃
鄣y2 = ue

due

dx + 淄 鄣3鬃
鄣y3 + 滓B2(x)

籽 ue - 鄣鬃
鄣( )y . (5)

相应的边界条件为

摇 摇 鄣鬃
鄣y(x,0) = axm +

2 - 滓v

滓v
姿0

鄣2鬃
鄣y2

y = 0

, 鄣鬃
鄣x(x,0) = - bx(m-1) / 2, 鄣鬃

鄣y(x,¥) = cxm . (6)

为了化简方程,假设具有如下形式的 Lie 群变换:
摇 摇 祝: x* = xe着琢1, y* = ye着琢2, 鬃* = 鬃e着琢3, u* = ye着琢4,
摇 摇 摇 摇 v* = ve着琢5, u*

e = uee着琢6, B* = Be着琢7 . (7)
将变换(7)代入到式(5)和(6),由于 祝 将坐标点(x,y,鬃,u,v) 映射到点(x*,y*,鬃*,u*,v*)
保持形式不变,得

摇 摇 琢1 + 2琢2 - 2琢3 = 琢1 - 2琢6 = 3琢2 - 琢3 = 琢2 - 琢3 - 2琢7 = - 琢6 - 2琢7,

摇 摇 琢3 - m琢1 - 琢2 = 0, 琢3 - m琢1 - 琢2 = 琢3 - 琢5 = 琢3 - 琢1 - m - 1
2 琢1 = 0.

因此获得以下的单参数变换群:
摇 摇 祝: x* = xe着琢1, y* = ye(1-m)琢1着 / 2, 鬃* = 鬃e(1+m)琢1着 / 2, u* = yem琢1着,
摇 摇 摇 摇 v* = ve(m-1)琢1着 / 2, u*

e = ueem琢1着, B* = Be(m-1)琢1着 / 2 .
利用变换 祝,得到两个不变量 浊 和 f(浊),

摇 摇 浊 = a
淄 x(m-1) / 2y, f(浊) = 1

淄a x
-(m-1) / 2鬃 . (8)

将式(8)代入式(5)和(6)就得到如下的常微分方程:
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摇 摇 f 苁 + m + 1
2 f f 义 + m(d2 - f 忆2) + Ha(d - f 忆) = 0, (9)

相应的边界条件转化为

摇 摇 f(0) = R, f 忆(0) = 1 +
2 - 滓v

滓v
KnxRex f 义(0) = 1 + 姿f 义(0), f 忆(¥) = d, (10)

其中 Knx = 姿0 / d x 是局部 Knudsen 数,Rex = uex / 淄 是局部 Reynolds 数,姿 = [(2 -
滓v) / 滓v]KnxRe1 / 2x 是滑移参数,Ha = 滓B2

0 / (a籽) 是磁场参数,R = 2b / [(m + 1) 淄a ] 是吸入喷

注参数,而 d = c / a = ue / uw 是速度比率参数.
流动计算的目的之一就是求壁面剪切力,定义壁面局部阻力系数为

摇 摇 C f =
滋 鄣u / 鄣y | y = 0

籽u2
e / 2

= 2f 义(0)
d3 Rex

. (11)

2摇 同伦法求解 f(浊)
下面用同伦分析法求解非线性方程组(9)和(10). 表示一个函数需要一个完备的基函数

序列来表达,根据边界条件(10),函数 f(浊) {可以由基函数 浊ie -k浊 | i 逸0,k 逸 }0 表示为下列

形式:

摇 摇 f(浊) = 移
+¥

i = 0
移
+¥

k = 0
ai,k浊ie -k浊, (12)

这里 ai,k( i,k = 0,1,2,…) 均是系数.
根据边界条件(10),以 f0(浊) = R + d浊 + (1 - d)浊e -浊 / (1 + 2姿) 作为函数 f(浊) 的初始近

似,并构造同伦的辅助线性算子

摇 摇 Lf( f) = f 苁 + f 义, Lf[C1 + C2浊 + C3e -浊] = 0, (13)
其中 C i( i = 1,2,3) 均是常数.

下面构造零阶变形方程组

摇 摇 (1 - q)Lf[F(浊,q) - f0(浊)] = qhfHf(浊)Nf[F(浊,q)], (14)
摇 摇 F(0,q) = R, F 忆(0,q) = 1 + 姿F 义(0,q), F 忆(¥,q) = d . (15)

其中非线性算子 Nf[F(浊,q)] 定义为

摇 摇 Nf[F(浊,q)] = 鄣3F
鄣浊3 + m + 1

2 F 鄣2F
鄣浊2 - m 鄣F

鄣( )浊
2
+ md2 + Ha d - 鄣F

鄣( )浊
,

这里 q沂[0,1] 是一个嵌入系数,hf 为辅助非零参数,而Hf(浊) 为辅助非零函数. 当 q从0 连续

地变到1,函数F(浊,q) 就从初始解 f0(浊) 连续变化到精确解 f(浊),利用 Taylor 级数展开定理,
得

摇 摇 F(浊,q) = f0(浊) + 移
+¥

m = 1
fm(浊)qm, fm(浊) = 1

m!
鄣mF(浊,q)

鄣qm
q = 0

. (16)

级数(16)的敛散性强烈地依赖于辅助参数 hf 和辅助函数 Hf(浊),如果辅助参数 hf 和辅助函数

Hf(浊) 选取的足够合理,使得级数(16) 在 q = 1 收敛,从而就有

摇 摇 f(浊) = f0(浊) + 移
+¥

k = 1
fk(浊) = f0(浊) + f1(浊) + f2(浊) + f3(浊) + … . (17)

在零阶变形方程组(14)、(15)的两边均对 q 求 k 阶导数,然后令 q = 0,最后在等式两边同

除以 k!,得到如下的 k 阶变形方程组:
摇 摇 Lf[ fk(浊) - 字 k fk-1(浊)] = hfHf(浊)R f

k, (18)

314幂律速度运动表面上磁流体在驻点附近的滑移流动



且它满足如下的边界条件:
摇 摇 fk(0) = f 忆

k( + 肄) = 0, f 忆
k(0) = 姿f 义

k(0), (19)

其中摇 摇 R f
k = f 苁

k-1 + m + 1
2 移

k-1

s = 0
f s f 义

k-1-s - Haf 忆
k-1 - m移

k-1

s = 0
f 忆
k-1-s f 忆

s + (1 - 字 k)(d2m + dHa)

和摇 摇 摇 字 k =
0, 摇 k 臆1,
1, 摇 k > 1{ .

为了使级数(16)收敛得最快,可以通过残差变量 驻k
[21] 获得最合适的辅助参数 hf,其中残

差变量定义为

摇 摇 驻k = 乙+¥

( [
0

Nf移
k

i = 0
f i(x ] ))

2
dx .

令 Hf(浊) = 1,函数 fm(浊) 可以表示为如下形式:

摇 摇 fm(浊) = 移
m+1

k = 0
移

2m+2-k

i = 0
ai
m,k浊 ie -k浊 . (20)

把式(20)带入式(18)和(19)就获得 m 逸1 时系数 ai
m,k 的递推公式:

摇 摇 a0
m,0 = 字ma0

m-1,0 + 移
m+1

k = 2
移

2m+2-k

q = 0
(k + k2姿 - 1)滋 q

k,0赘 q
m,k +

摇 摇 摇 摇 移
m+1

k = 2
移

2m+2-k

q = 2
2姿滋 q

k,2赘 q
m,k - 移

m+1

k = 2
移

2m+2-k

q = 1
1 + 2k( )姿 滋 q

k,1赘 q
m,k -

摇 摇 摇 摇 移
2m

q = 0
姿 +( )1 滋 q

1,1赘 q
m,1 - 移

2m

q = 1
2姿滋 q

1,2赘 q
m,1,

摇 摇 ai
m,0 = 0, 1 臆 i 臆2m + 2,

摇 摇 a0
m,k = 字ma0

m-1,k + 移
2m+2-k

q = 0
滋 q

k,0赘 q
m,k, 2 臆 k 臆 m,

摇 摇 a0
m,1 = 字ma0

m-1,1 + 移
2m

q = 0
(1 + 姿)滋 q

1,1赘 q
m,1 + 移

m+1

k = 2
移

2m+2-k

q = 1
(1 + 2k姿)滋 q

k,1赘 q
m,k -

摇 摇 摇 摇 移
m+1

k = 2
移

2m+2-k

q = 2
2姿滋 q

k,2赘 q
m,k + 移

2m

q = 1
2姿滋 q

1,2赘 q
m,1 - 移

m+1

k = 2
移

2m+2-k

q = 0
(k + k2姿)滋 q

k,0赘 q
m,k,

摇 摇 ai
m,1 = 字mai

m-1,1 + 移
2m

q = i-1
滋 q

1,i赘 q
m,1,摇 摇 1 臆 i 臆2m - 1,

摇 摇 ai
m,1 = 移

2m

q = i-1
滋 q

1,i赘 q
m,1, 2m 臆 i 臆2m + 1,

摇 摇 ai
m,k = 字mai

m-1,k + 移
2m+2-k

q = i
滋 q

k,i赘 q
m,k, 2 臆 k 臆 m, 1 臆 i 臆2m - k,

摇 摇 ai
m,k = 移

2m+2-k

q = i
滋 q

k,i赘 q
m,k, 2 臆 k 臆 m, 2m + 1 - k 臆 i 臆2m + 2 - k,

摇 摇 ai
m,m+1 = 移

m+1

q = i
滋 q

m+1,i赘 q
m,m+1,

其中

摇 摇 滋 q
k,i = i! (q - i + 2) / q!,摇 摇 k = 1, 0 臆 i 臆 q + 1,

摇 摇 赘 i
m,k = hf(eim-1,k - Hacim-1,k + (m + 1)啄 i

m,k / 2 - m驻 i
m,k),

摇 摇 滋 q
k,i =

q!
i! (k - 1) q-i+1 1 - (q - i + 2) - (q - i + 1) / n

nq-i+{ }1 ,

k 逸2, 0 臆 i 臆 q .
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而当 m 逸1 时,系数 啄 i
m,k,驻 i

m,k,cim,k,di
m,k,eim,k 和 姿 i

m,k 分别定义为

摇 摇 啄 i
m,k = 移

m-1

s = 0
移

min s+1,{ }k

j = max 0,{ }k+s-m
移

min 2s+2-j,{ }i

t = max 0,i +2s+k-j-2{ }m
ai -t
m-1-s,k-jdt

s,j,

摇 摇 驻 i
m,k = 移

m-1

s = 0
移

min s+1,{ }k

j = max 0,{ }k+s-m
移

min 2s+2-j,{ }i

t = max 0,i +2s+k-j-2{ }m
ci -tm-1-s,k-jcts,j,

摇 摇 cim,k = ( i + 1)ai +1
m,k姿 i +1

m,k - kai
m,k姿 i

m,k, eim,k = ( i + 1)di +1
m,k姿 i +1

m,k - kdi
m,k姿 i

m,k,
摇 摇 di

m,k = ( i + 1)( i + 2)ai +2
m,k姿 i +2

m,k - 2k( i + 1)ai +1
m,k姿 i +1

m,k + k2ai
m,k姿 i

m,k .
由初始近似解得到系数的 3 个初始值 a0

0,0 = R,a1
0,0 = d,a1

0,1 = (1 - d) / (1 + 2姿),用这3 个

系数和以上的递推公式就可以递推出所有系数 ai
m,k 的具体表达式. 因此就得到所求问题的显

式解析解:

摇 摇 f(浊) = lim
N寅

(
¥
移
N

m = 0
a0
m,0 + 移

N+1

k = 1
移
2N

m = k-1
移

2m+1-k

i = 0
ai
m,k浊 ie -k )浊 .

3摇 结果与讨论

Liao 在文献[16]中指出同伦分析法的敛散性和收敛的速度强烈地依赖于辅助参数 hf 的

选取. 图 1 给出了确定参数 hf 的 h曲线图和残差曲线图. 由图 1 可以看到 hf 对应的收敛区间为

- 0. 55 臆 hf 臆- 0. 10. 在本文中选取参数 hf = - 0. 35. 由表 1 可以看到,当 hf = - 0. 35 时,同伦

级数解与文献[4]中的数值解吻合的较好.

图 1(a) 摇 h鄄f 义(0) 曲线图 (d = 0. 5,Ha = 0. 0, 图 1(b) 摇 残差曲线图 (d = 0. 5,Ha = 0. 0,
姿 = 0. 1,R = 0. 0,m = 1. 0) 姿 = 0. 1,R = 0. 0,m = 1. 0)

下面讨论各参数 d = c / a,Ha,m,姿 和 R 对无量纲速度 f 忆(浊) 的影响. 图 2(a) 描绘的是幂

律指数 m 对变量 f 忆(浊) 的影响,由图 2(a)可以看出,幂律指数 m 对无量纲速度 f 忆(浊) 的影响

与参数 d 有关,当 d > 1 时,无量纲速度 f 忆(浊) 随着参数 m 的增加而增加,而当 d < 1 时,无量

纲速度 f 忆(浊) 却随着参数 m 的增加而减少. 图 2(b)描绘了滑移边界参数 姿(d = 0. 5,R = 0. 0,
Ha = 0. 0) 对变量 f 忆(浊) 的影响. 从图中可以看到,无量纲剪切应力 f 忆(浊) 随着滑移边界参数

姿 增大而减小,即滑移边界参数 姿 小的流体对边界层内流场施加了更大的剪切力. 图 3(a)描
绘了在滑移边界条件下,速度比例参数 d 对无量纲速度 f 忆(浊) 的影响. 由图 3(a)可以看出,变
量 f 忆(浊) 与 d(姿 = 0. 5,R = 0. 0,Ha = 0. 5) 有关并随着 d 的增加而增加. 而且当主流速度大于
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图 2(a) 摇 无量纲切向速度 f 忆(浊) 分布图 图 2(b) 摇 无量纲切向速度 f 忆(浊) 分布图

(姿 = 0. 5,Ha = 0. 5,R = 0. 0) (m = 2. 0,Ha = 0. 5,R = 0. 0,
d = 0. 5)

图 3(a) 摇 无量纲切向速度 f 忆(浊) 分布图 图 3(b) 摇 无量纲切向速度 f 忆(浊) 分布图

(姿 = 0. 5,Ha = 0. 5,R = 0. 0, (姿 = 0. 5,Ha = 1. 0,m = 1. 0,
m = 1. 0) d = 0. 5)

图 4(a) 摇 m = 1. 0 的流线图谱 (d = 0. 0, 图 4(b) 摇 m = - 0. 2 的流线图谱 (d = 1. 5,
Ha = 0. 0,姿 = 0. 3) Ha = 0. 0,姿 = 0. 3)
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图 5(a) 摇 幂律指数 m 对壁面摩擦力 f 义(0) 的 图 5(b) 摇 滑移参数 姿 对壁面摩擦力 f 义(0) 的影响

影响 (姿 = 0. 5,Ha = 0. 5,R = 0. 0) (m = - 0. 2,Ha = 0. 5,R = 0. 0)

图 6(a) 摇 抽吸喷注参数 R 对壁面摩擦力 f 义(0) 图 6(b) 摇 滑移参数 姿 对壁面摩擦力 f 义(0) 的

的影响 (d = 0. 5,Ha = 1. 0,m = 1. 0) 影响 (d = 0. 5,Ha = 0. 5,R = 0. 0)

延伸速度时,形成一个边界层. 然而当主流速度小于延伸速度时,却形成一个反边界层. 如图 3
(b)所示,吸入喷注参数对变量 f 忆(浊) 的影响与滑移参数 姿 完全类似. 图 4 描绘了不同参数下

的流线图.
最后讨论了各参数对壁面剪切力的影响. 图 5( a)描绘的是幂律指数 m 对壁面剪切力

f 义(0) 的影响,由图 5(a) 可以看出,当 d > 1 时,壁面剪切力 f 义(0) 随着参数 m 的增加而增加,
而当 d < 1 时,壁面剪切力 f 义(0) 却随着参数 m 的增加而减少. 图 5、图 6 和表 2 描绘了滑移边

界参数 姿 对壁摩擦力的影响. 结果显示当 d > 1 时,壁面剪切力随着滑移边界参数 姿 增大而减

小,而当 d < 1 时,f 义(0) 随着滑移边界参数 姿 增大而增大. 由以上的典型图表可以看到:滑移

参数、磁场强度、速度比率参数、吸入喷注参数和幂律指数对壁面剪切力和边界层内流场有很

大的影响.

表 1摇 同伦解 f 义(0) 与Wang[4]数据的比较 (Ha = 0. 0,R = 0. 0,d = 0. 0,m = 1. 0)

姿 0. 0 0. 3 1. 0 2. 0 5. 0 20. 0

Wang[4] -1. 000 -0. 701 -0. 430 -0. 284 -0. 145 -0. 043 8

HAM -1. 000 26 -0. 707 76 -0. 440 31 -0. 286 90 -0. 151 11 -0. 046 78
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摇 摇 表 2摇 壁剪切力 f 义(0)(R = 0. 0,d = 0. 5)

姿
m = 1. 0
Ha = 0. 0

m = 1. 0
Ha = 0. 5

m = 1. 0
Ha = 2. 0

m = - 0. 2
Ha = 0. 0

m = - 0. 2
Ha = 0. 5

0. 0 -0. 667 30 -0. 754 01 -0. 970 10 -0. 070 00 -0. 325 55
0. 1 -0. 580 10 -0. 646 89 -0. 805 05 -0. 061 34 -0. 305 30
0. 5 -0. 386 30 -0. 417 95 -0. 484 02 -0. 053 41 -0. 245 00
1. 0 -0. 275 31 -0. 292 21 -0. 324 79 -0. 050 73 -0. 196 50
2. 0 -0. 176 17 -0. 183 48 -0. 196 46 -0. 046 46 -0. 140 85
5. 0 -0. 085 31 -0. 087 12 -0. 090 09 -0. 033 11 -0. 076 28
10. 0 -0. 045 99 -0. 046 53 -0. 047 39 -0. 023 21 -0. 043 26
30. 0 -0. 016 19 -0. 016 26 -0. 016 37 -0. 011 11 -0. 015 84
+ ¥ 0. 000 00 0. 000 00 0. 000 00 0. 000 00 0. 000 00

4摇 结摇 摇 论

本文从理论上研究具有非线性延伸表面的滑移驻点流的相似解问题. 借助 Lie 群变换将

控制方程组转化成一类常微分方程组,并利用同伦分析方法获得问题的解析解. 结果显示,当
速度比率参数 d > 1 时,形成一个边界层,并且随着 d 的增加,边界层变薄. 而当 d < 1 时却形

成一个反边界层. 并且当延伸速度大于主流速度时,无量纲切向速度随着 R,Ha 和 姿 的增大而

减小. 然而当主流速度大于延伸速度时,无量纲切向速度却有它们的增函数.
当主流速度固定时,如果 d > 1,壁面剪切力随着壁面延伸速度的增加而增大,而当 d < 1

时,壁面剪切力随着壁面延伸速度的增加而减少. 另外壁摩擦力随着磁场强度、吸入喷注参数

和幂律参数的增加而增加,而随着滑移边界参数姿 增大而减小,即滑移参数小的流体对壁面和

边界层内流场施加了更大的剪切力.
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Effect of the Slip Condition on the MHD Stagnation鄄Point
Flow Over a Power鄄Law Stretching Sheet

ZHU Jing,摇 ZHENG Lian鄄cun,摇 ZHANG Zhi鄄gang
( Department of Mathematics and Mechanics, University of Science and Technology Beijing,

Beijing 100083, P. R. China)

Abstract: The steady two鄄dimensional magnetohydrodynamic stagnation flow towards a nonlin鄄
ear stretching surface was studied. The no slip condition on the solid boundary was replaced by
the partial slip condition. A scaling group of transformations was applied to get the invariants.
Using the invariants, a third order ordinary differential equation corresponding to the momen鄄
tum was obtained. The analytical solution was obtained in the series form with the help of ho鄄
motopy analysis method. The reliability and efficiency of series solutions were illustrated by
good agreement with numerical results in the literature. Besides, the effects of the slip parame鄄
ter, the magnetic field parameter, velocity ratio parameter, suction velocity parameter and the
power law exponent on the flow were investigated. Results show that the velocity and shear
stress profiles are greatly influenced by these parameters.

Key words: boundary鄄layer; slip鄄flow;stagnation point;scaling group of transformations;
homotopy analysis method
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