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摘要:摇 研究一类二维 Newton鄄Boussinesq 方程的周期初值问题,将方程转化为积分方程,用不动点

原理得到解的局部存在性,用能量估计的方法证明经典解的整体存在性.

关摇 键摇 词:摇 非线性二维 Newton鄄Boussinesq 方程;摇 经典解;摇 先验估计

中图分类号:摇 O241. 8摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2010. 04. 001

1摇 引言及预备知识

Newton鄄Boussinesq 方程出现在许多物理问题中,详见文献[1]. 对于二维 Newton鄄Bouss鄄
inesq 方程的周期初值问题,其整体弱解的存在性和唯一性,以及在无界区域上弱解的整体吸

引子的存在性也有研究结果,详见文献[2]及所引参考文献.
本文考虑如下二维 Newton鄄Boussinesq 方程:

摇 摇 鄣t孜 + u鄣x孜 + v鄣y孜 = 驻孜 - Ra
Pr鄣x兹, (1)

摇 摇 鄣t兹 + u鄣x兹 + v鄣y兹 = 1
Pr驻兹, (2)

摇 摇 驻鬃 = 孜, u = 鬃y, v = - 鬃x, (3)
其中 u = (u,v) 是速度向量函数,兹是温度,鬃是流函数,孜 是涡度函数,Pr是Prandtl常数,且Ra
是 Rayleigh 数.

文献[3鄄4]讨论了方程(1) ~ (3)周期初值问题,用 Galerkin 方法和谱方法研究了二维

Newton鄄Boussinesq 方程一类弱解的存在唯一性,并证明了近似解的收敛性. 在文献[5]中,Fuc鄄
ci 等证明了二维 Newton鄄Boussinesq 方程一类弱解的整体吸引子的存在性.
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但迄今为止,尚未见到文献讨论其经典解的适定性. 事实上,因为 Newton鄄Boussinesq 方程

是抛物鄄椭圆方程组,并且有着特殊的结构,其对于一般初值问题的经典解的整体存在性是一

个困难的问题. 本文作为一个尝试,首先考虑的是周期初值问题.
我们讨论方程(1) ~ (3)的周期初值问题经典解的整体存在性,其初值为

摇 摇 u | t = 0 = u0(x,y), 兹 | t = 0 = 兹0(x,y), 塄鬃 | t = 0 = 塄鬃0(x,y), (4)
且对给定正常数 D, 满足下面周期性条件:

摇 摇 兹0(x + 2D,y) = 兹0(x,y), 兹0(x,y + 2D) = 兹0(x,y),
摇 摇 塄鬃0(x + 2D,y) = 塄鬃0(x,y), 塄鬃0(x,y + 2D) = 塄鬃0(x,y) .
对于方程(1) ~ (3)作如下等价变形:

摇 摇 鄣t孜 - 驻孜 = - (u鄣x孜 + v鄣y孜) - Ra
Pr鄣x兹,

摇 摇 鄣t兹 - 1
Pr驻兹 = - (u鄣x兹 + v鄣y兹) .

为简单起见,设 Pr = 1,J(a,b) = axby - aybx, 则上式改写为

摇 摇 鄣t孜 - 驻孜 = J(鬃,孜) - Ra鄣x兹,
摇 摇 鄣t兹 - 驻兹 = J(鬃,兹) . (5)

通过热传导方程的基本解(即 Gauss 核),可以将方程(5)转化为如下的积分方程:

摇 摇
孜 = G*孜0 + 乙 t

0
(G( t - s)*(J(鬃,孜) - Ra鄣x兹))ds,

兹 = G*兹0 + 乙 t

0
G( t - s)*(J(鬃,兹))ds

ì

î

í

ï
ï

ïï .
(6)

定义映射

摇 摇 T:(孜,兹) 寅 ( 孜
~
,兹

~
),

其中

摇 摇
孜
~
= G*孜0 + 乙 t

0
(G( t - s)*(J(鬃,孜) - Ra鄣x兹))ds,

兹
~
= G*兹0 + 乙 t

0
G( t - s)*(J(鬃,兹))ds

ì

î

í

ï
ï

ïï .
(*)

构造一个线性赋范空间:
摇 摇 Wk(T) {= (孜,兹) 沂 Hk

P(赘):坌琢, | 琢 | 臆 k,t 臆 T,椰鄣琢孜(·,t)椰L2 臆 C*,
摇 摇 摇 摇 椰鄣琢兹(·,t)椰L2 臆 C }* ,

这里, 赘 = [ - D,D] 伊 [ - D,D],D > 0,Hk
P(赘) {= u 沂 Hk(赘) | u 为以 2D }为周期的函数 ,k

逸4,
摇 摇 C* = {2max 椰孜0椰Hk

P
,椰兹0椰Hk

P
,椰塄鬃0椰L

}2 .
由于 (G*孜0,G*兹0) 沂 Wk,故 Wk 非空.

本文结构如下:第 2 节中我们对于流函数 鬃 进行估计 . 通过这些估计,在第 3 节中得到了

解的局部存在性. 最后,在第 4 节中我们得到经典解的整体存在性.
下面给出一些预备引理.
引理 1摇 对于 u,v 沂 H2

P(赘), 有

摇 摇 乙
赘
J(u,v)udxdy = 0,
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摇 摇 乙
赘
J(u,驻u)vdxdy = - 乙

赘
J(u,塄u)塄vdxdy .

通过简单的分部积分,引理 1 可得证.

引理 2 (Poincare 不等式)摇 设 u 沂 H1(赘),且乙
赘
udxdy = 0, 那么有

摇 摇 椰u椰L2 臆 C0椰塄u椰L2,
其中 C0 是满足以上不等式的最佳常数.

2摇 流函数的估计

我们把式(3)代入到式(1)中,得到

摇 摇 鄣t(驻鬃) - 驻2鬃 = J(鬃,驻鬃) - Ra鄣x兹 . (7)

为研究方便起见,定义 鬃
~
满足下式:

摇 摇 鄣t(驻鬃
~
) - 驻2鬃

~
= J(鬃,驻鬃) - Ra鄣x兹, (8)

其中 鬃 = 驻 -1孜 .
下面,对 椰塄鬃椰L2 进行估计.
引理 3摇 1) 设 鬃 满足式(7),那么

摇 摇 椰塄鬃椰2
L2 + 乙 t

0
椰驻鬃椰2

L2ds 臆 椰塄鬃0椰2
L2 + C乙 t

0
椰兹椰2

L2ds;

2) 若 椰兹椰L2 臆 C*,那么存在常数 T0 > 0,当 t < T0 时,椰塄鬃椰L2 < C* .
证明摇 对式(7)乘以 鬃, 并积分,有

摇 摇 乙
赘
鄣t(驻鬃)鬃dxdy - 乙

赘
驻2鬃鬃dxdy =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
J(鬃,驻鬃)鬃dxdy - Ra乙

赘
鄣x兹鬃dxdy,

其中

摇 摇 乙
赘
鄣t(驻鬃)鬃dxdy = - 1

2
d
dt椰塄鬃椰2

L2,

摇 摇 - 乙
赘
驻2鬃鬃dxdy = - 乙

赘
驻鬃驻鬃dxdy = - 椰驻鬃椰2

L2,

摇 摇 Ra乙
赘
鄣x兹鬃dxdy 臆 C椰兹椰L2椰塄鬃椰L2 臆 着椰塄鬃椰2

L2 + C着椰兹椰2
L2 .

由引理 1 可得

摇 摇 乙
赘
J(鬃,驻鬃)鬃dxdy = 0.

由 Poincare 不等式,取 着 适当小,有

摇 摇 着椰塄鬃椰2
L2 臆 1

2 椰驻鬃椰2
L2 .

综上所述,整理可得

摇 摇 d
dt椰塄鬃椰2

L2 + 椰驻鬃椰2
L2 臆 C椰兹椰2

L2 .

对上式关于 t 积分,可得 1) 成立. 取 T0 = 3 / (4C) 时,由 1)可知 2)成立. 故引理 3 得证.

记 鬃 p = 驻 -1孜 p, 鬃 q = 驻 -1孜 q . 设 鬃
~
p,鬃

~
q 满足
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摇 摇 鄣t(驻鬃
~
p) - 驻2鬃

~
p = J(鬃 p,驻鬃 p) - Ra鄣x兹 p, (8a)

摇 摇 鄣t(驻鬃
~
q) - 驻2鬃

~
q = J(鬃 q,驻鬃 q) - Ra鄣x兹 q, (8b)

并且 塄鬃
~
p | t = 0 = 塄鬃

~
q | t = 0 = 塄鬃

~
0 .

引理 4摇 对任意 (兹 p,孜 p),(兹 q,孜 q) 沂 Wk(T),

摇 摇 椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰2

L2 臆

摇 摇 摇 摇 C乙 t

0
(椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰2

L2 + 椰孜 p - 孜 q椰2
L2 + 椰兹 p - 兹 q椰2

L2)ds . (9)

证明摇 下面用能量方法估计 椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰 将式(8a)与式(8b)两式相减,有

摇 摇 鄣t(驻(鬃
~
p - 鬃

~
q)) - 驻2(鬃

~
p - 鬃

~
q) =

摇 摇 摇 摇 J(鬃 p,驻鬃 p) - J(鬃 q,驻鬃 q) + Ra鄣x(兹 p - 兹 q) . (10)

将式(10)两边同时乘以 (鬃
~
p - 鬃

~
q),并在 赘 上积分,整理可得

摇 摇 - 1
2

d
dt椰塄(鬃

~
p - 鬃

~
q)椰2 - 椰驻(鬃

~
p - 鬃

~
q)椰2 =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
(J(鬃 p,驻鬃 p) - J(鬃 q,驻鬃 q))(鬃

~
p - 鬃

~
q)dxdy +

摇 摇 摇 摇 乙
赘
Ra鄣x(兹 p - 兹 q)(鬃

~
p - 鬃

~
q)dxdy =

摇 摇 摇 摇 I1 + I2, (11)
其中

摇 摇 | I1 | = 乙
赘
(J(鬃 p,驻鬃 p) - J(鬃 q,驻鬃 q))(鬃

~
p - 鬃

~
q)dxdy =

摇 摇 摇 摇 - 乙
赘
J(鬃 p,塄鬃 p)(塄(鬃

~
p - 鬃

~
q))dxdy +

摇 摇 摇 摇 乙
赘
J(鬃 q,塄鬃 q)(塄(鬃

~
p - 鬃

~
q))dxdy =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
(J(鬃 p - 鬃 q,塄鬃 p) + J(鬃 q,塄(鬃 p - 鬃 q))塄(鬃

~
p - 鬃

~
q)dxdy 臆

摇 摇 摇 摇 (椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰L2椰驻鬃 p椰L肄 +

摇 摇 摇 摇 椰塄鬃 q椰L肄 椰驻(鬃 p - 鬃 q)椰L2)椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰L2 臆

摇 摇 摇 摇 (椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰L2椰驻孜 p椰1 / 2
L2 椰孜 p椰1 / 2

L2 +

摇 摇 摇 摇 椰塄孜 q椰1 / 2
L2 椰塄鬃 q椰1 / 2

L2 椰驻(鬃 p - 鬃 q)椰L2)椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰L2 .

由于 (兹 p,孜 p),(兹 q,孜 q) 沂 Wk(T), 由引理 3,有

摇 摇 | I1 | 臆 着椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰2

L2 + C着C*(椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰2
L2 + 椰孜 p - 孜 q椰2

L2),
对 I2, 有

摇 摇 | I2 | = 乙
赘
Ra鄣x(兹 p - 兹 q)(鬃

~
p - 鬃

~
q)dxdy 臆

摇 摇 摇 摇 C 乙
赘
| 兹 p - 兹 q | | 塄(鬃

~
p - 鬃

~
q) | dxdy 臆

摇 摇 摇 摇 着椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰2

L2 + C着椰兹 p - 兹 q椰2
L2 .

把 I1,I2 代入式(11)可得
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摇 摇 1
2

d
dt椰塄(鬃

~
p - 鬃

~
q)椰2

L2 + 椰驻(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰2

L2 臆

摇 摇 摇 摇 着椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰2

L2 + C着(椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰2
L2 +

摇 摇 摇 摇 椰孜 p - 孜 q椰2
L2 + 椰兹 p - 兹 q椰2

L2) . (12)
由 Poincare 不等式可知,取 着 适当小就有

摇 摇 着椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)椰2

L2 臆 1
2 椰驻(鬃

~
p - 鬃

~
q)椰2

L2 .

对式(12)关于 t 积分,则由 椰塄(鬃
~
p - 鬃

~
q)(0)椰 = 0, 可得式(9)成立. 引理 4 证明完毕.

3摇 局部解存在性定理

下面,我们用不动点定理来证明问题(1) ~ (3)经典解的局部存在性和唯一性.
定理 1摇 假设 (孜0,兹0) 沂Hk

P(赘),塄鬃0 沂 L2(赘),那么存在常数 T,当 t < T 时,问题(1) ~
(3)存在唯一经典解

摇 摇 (孜,兹) 沂 L肄([0,t],Hk
P(赘)) 疑 W1,肄([0,t],Hk-2

P (赘)),
其中 k 逸2.

证明摇 第 1 步. 首先证明映射 T 将 Wk(T) 映到 Wk(T),由 Gauss 核的性质,显然存在常数

C*使得

摇 摇 (G*孜0,G*兹0) 沂 L肄([0,T],Hk
P(赘)),

且

摇 摇 椰G*孜0椰Hk
P
臆

C*

2 , 椰G*兹0椰Hk
P
臆

C*

2 .

对任意的 (孜,兹) 沂 Wk(T), 有

摇 摇 椰孜
~
椰L2 (= 乙 (

赘
G*孜0 + 乙 t

0
G*(J(鬃,孜) - Ra鄣x兹)d )子

2
dxd )y

1 / 2
臆

摇 摇 摇 摇
C*

2 + C乙 t

0
(椰G椰L2椰J(鬃,孜)椰L1 + 椰G椰L1椰Ra鄣x兹椰L2)d子 臆

摇 摇 摇 摇
C*

2 + Ct(椰G椰L2椰塄鬃椰L2椰塄孜椰L2 + 椰G椰L1椰塄兹椰L2) 臆

摇 摇 摇 摇
C*

2 + Ct(椰塄鬃椰L2椰塄孜椰L2 + 椰塄兹椰L2) .

由引理 3 可知 椰塄鬃椰L2 臆 C*, 故

摇 摇 椰孜
~
椰L2 臆

C*

2 + 2tCC*(C* + 1) 臆 C* 摇 摇 (4C(C* + 1) t 臆1),

其中 C 仅与 Ra 以及 Gauss 核有关.
同理可得

摇 摇 椰兹
~
椰L2 (= 乙 (

赘
G*兹0 + 乙 t

0
G*(J(鬃,兹))d )子

2
dxd )y

1 / 2
臆

摇 摇 摇 摇
C*

2 + 乙 t

0
(椰G椰L2椰J(鬃,兹)椰L1)d子 臆

摇 摇 摇 摇
C*

2 + Ct(椰G椰L2椰塄鬃椰L2椰塄兹椰L2) 臆
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摇 摇 摇 摇
C*

2 + Ct(椰塄鬃椰2
L2 + 椰塄兹椰2

L2) 臆

摇 摇 摇 摇
C*

2 + 2tCC2
* 臆 C* 摇 摇 (4CC* t 臆1),

其中 C 仅与 Ra 以及 Gauss 核有关. 若 | 琢 | < k, 类似可得

摇 摇 椰鄣琢 孜
~
椰L2 臆 C*, 椰鄣琢兹

~
椰L2 臆 C* .

实际上

摇 摇 椰鄣琢 孜
~
椰L2 (= 乙 (

赘
鄣琢G*孜0 + 乙 t

0
鄣琢G*(J(鬃,孜) - Ra鄣x兹)d )子

2
dxd )y

1 / 2
臆

摇 摇 摇 摇
C*

2 + 2tCC*(C* + 1) 臆 C* 摇 摇 (4C(C* + 1) t 臆1)

以及

摇 摇 椰鄣琢兹
~
椰L2 (= 乙 (

赘
鄣琢G*兹0 + 乙 t

0
鄣琢G*(J(鬃,兹))d )子

2
dxd )y

1 / 2
臆

摇 摇 摇 摇
C*

2 + 2tCC2
* 臆 C* 摇 摇 (4CC* t 臆1),

其中 C 仅与 Ra 以及 G 有关.
综上,取 T1 = 1 / (4C(C* + 1)),当 t < T1 时,则

摇 摇 孜
~
沂 W k(T), 兹

~
沂 W k(T) . (13)

第 2 步. 证明 T:(孜,兹) 寅 ( 孜
~
,兹

~
) 是压缩映射(T 由(*) 式定义) . 记 Up = (孜 p,兹 p,塄鬃 p),

Uq = (孜 q,兹 q,塄鬃 q),(孜 p,兹 p),(孜 q,兹 q) 沂 Wk(T), 定义

摇 摇 籽(Up,Uq) = 椰孜 p - 孜 q椰Hk
P
+ 椰兹 p - 兹 q椰Hk

P
+ 椰塄鬃 p - 塄鬃 q椰2

L2 .
下面我们将证明

摇 摇 籽(TUp,TUq) 臆 1
2 籽(Up,Uq) . (14)

由于

摇 摇 椰鄣琢( 孜
~
p - 孜

~
q)椰L2 臆

摇 摇 摇 摇 乙 t

0
椰鄣琢G*(J(鬃 p,孜 p) - J(鬃 q,孜 q))椰L2d子 + 乙 t

0
椰鄣琢G*鄣x(兹 p - 兹 q)椰L2d子,

且 J 是双线性泛函算子,可得

摇 摇 J(鬃 p,孜 p) - J(鬃 q,孜 q) = J(鬃 p,孜 p - 孜 q) + J(鬃 p - 鬃 q,孜 q),
因此

摇 摇 乙 t

0
椰鄣琢G*(J(鬃 p,孜 p) - J(鬃 q,孜 q))椰L2d子 臆

摇 摇 摇 摇 Ct(椰鄣琢G椰L2(椰塄鬃 p椰L2椰塄(孜 p - 孜 q)椰L2 +
摇 摇 摇 摇 椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰L2椰塄孜 q椰L2)) 臆
摇 摇 摇 摇 CC* t(椰塄(孜 p - 孜 q)椰L2 + 椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰L2), (15)

摇 摇 乙 t

0
椰鄣琢G*鄣x(兹 p - 兹 q)椰L2d子 臆

摇 摇 摇 摇 Ct(椰鄣琢G椰L2椰塄(兹 p - 兹 q)椰L2 臆 Ct椰塄(兹 p - 兹 q)椰L2, (16)
故
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摇 摇 椰鄣琢( 孜
~
p - 孜

~
q)椰L2 臆

摇 摇 摇 摇 Ct(椰塄(孜 p - 孜 q)椰L2 + 椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰L2 + 椰塄(兹 p - 兹 q)椰L2) . (17)
类似可得

摇 摇 椰鄣琢(兹
~
p - 兹

~
q)椰L2 臆 Ct(椰塄(鬃 p - 鬃 q)椰L2 + 椰塄(兹 p - 兹 q)椰L2) . (18)

由式(17)、(18)和引理 4,存在常数 T2 使得当 t < T2 时,式(14) 成立. 取 T = {min T0,T1,T }2

并由第 1 步和第 2 步的讨论,可得 T 是Wk(T) 的压缩映射,即当 t沂[0,T] 时,(孜,兹) 是式(1)
~ (3)的唯一解,显然

摇 摇 (鄣t孜,鄣t兹) 沂 L肄([0,T],Hk-2
P (赘)) .

定理 1 证毕.

4摇 经典解的整体存在性定理

为证明整体解的存在性,我们需要做如下一系列的先验估计.
引理 5

摇 摇 椰兹( t)椰2
L2 + 乙 t

0
椰塄兹椰2

L2ds 臆 C椰兹0椰2
L2 . (19)

证明摇 式(2)两边同乘以 兹, 结合式(3),有
摇 摇 (鄣t兹 + 鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y,兹) = (驻兹,兹), (20)

其中

摇 摇 (鄣t兹,兹) = 1
2 鄣t椰兹椰2

L2, (驻兹,兹) = - 椰塄兹椰2
L2 .

由引理 1 知

摇 摇 乙
赘
(鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y)兹dxdy = 0.

因此,有

摇 摇 1
2

d
dt椰兹椰2

L2 + 椰塄兹椰2
L2 = 0.

由上式可得式(19)成立,引理 5 证毕.
引理 6

摇 摇 椰孜( t)椰2
L2 + 乙 t

0
椰塄孜椰2

L2ds 臆 C(椰孜0椰2
L2 + 椰兹0椰2

L2) . (21)

证明摇 式(1)两边同乘以 孜, 结合式(3),有
摇 摇 (鄣t孜 + 鬃 y孜 x - 鬃 x孜 y,孜) = (驻孜 - Ra兹 x,孜), (22)

其中

摇 摇 (鄣t孜,孜) = 1
2 鄣t椰孜椰2

L2, (驻孜,孜) = - 椰塄孜椰2
L2,

摇 摇 | - (Ra兹 x,孜) | 臆 着椰孜椰2
L2 + C着 椰塄兹椰2

L2 .
由 Poincare 不等式,取 着 适当小,有

摇 摇 着椰孜椰2
L2 臆 1

2 椰塄孜椰2
L2 .

由引理 1 可得

摇 摇 (鬃 y孜 x - 鬃 x孜 y,孜) = 0,
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因此

摇 摇 d
dt椰孜椰2

L2 + 椰塄孜椰2
L2 臆 C椰塄兹椰2

L2 .

对上式两边对 t 积分,有

摇 摇 椰孜( t)椰2
L2 + 乙 t

0
椰塄孜椰2

L2ds 臆 C 椰孜0椰2
L2 + 乙 t

0
椰塄兹椰2

L2d( )s .

故由引理 5 可得式(21)成立. 引理 6 证毕.
引理 7

摇 摇 椰塄兹( t)椰2
L2 + 乙 t

0
椰驻兹椰2

L2ds 臆

摇 摇 摇 摇 C椰塄兹0椰2
L2 + C(椰塄鬃0椰2

L2 + 椰兹0椰2
L2)椰兹0椰2

L2 . (23)
证明摇 由式(2)和式(3),可得

摇 摇 (塄(鄣t兹) + 塄(鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y),塄兹) = (塄(驻兹),塄兹), (24)
其中

摇 摇 乙
赘
塄(鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y)塄兹dxdy 臆 乙

赘
(鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y)驻兹dxdy 臆

摇 摇 摇 摇 1
2 椰驻兹椰2

L2 + C(椰鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y椰2
L2) 臆 1

2 椰驻兹椰2
L2 + C椰塄鬃椰2

肄 椰塄兹椰2
L2,

摇 摇 (塄(驻兹),塄兹) = - 椰驻兹椰2
L2, (塄(鄣t兹),塄兹) = 1

2 鄣t椰塄兹椰2
L2,

整理可得

摇 摇 鄣t椰塄兹椰2
L2 + 椰驻兹椰2

L2 臆 C椰塄鬃椰2
肄 椰塄兹椰2

L2 .
由 Sobolev 嵌入定理及 驻鬃 = 孜, 可知

摇 摇 椰塄鬃椰2
L肄 臆 椰塄鬃椰2

L2椰驻塄鬃椰2
L2 = 椰塄鬃椰2

L2椰 塄孜椰2
L2 .

由于

摇 摇 椰塄鬃椰2
L2 臆 椰塄鬃0椰2

L2 + 椰兹0椰2
L2,

故

摇 摇 椰塄鬃椰L肄 臆 C(椰塄鬃0椰2
L2 + 椰兹0椰2

L2),
则有

摇 摇 d
dt椰塄兹椰2

L2 + 椰驻兹椰2
L2 臆

摇 摇 摇 摇 C椰塄鬃椰2
肄 椰塄兹椰2

L2 臆 C(椰塄鬃0椰2
L2 + 椰兹0椰2

L2)椰塄兹椰2
L2 .

对上式两边积分,有

摇 摇 椰塄兹( t)椰2
L2 + 乙 t

0
椰驻兹椰2

L2ds 臆

摇 摇 摇 摇 C椰塄兹0椰2
L2 + C(椰塄鬃0椰2

L2 + 椰兹0椰2
L2)乙

t

0
椰塄兹椰2

L2ds . (25)

由式(19)和式(25)可得式(23)成立,引理 7 证毕.
引理 8

摇 摇 椰塄孜( t)椰2
L2 + 乙 t

0
椰驻孜椰2

L2ds 臆 C椰塄孜0椰2
L2 + C(椰孜0椰2

L2 + 椰兹0椰2
L2) . (26)

证明摇 由式(1)和式(3),可得
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摇 摇 (塄(鄣t孜) + 塄(鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y),塄孜) = (塄(驻孜) - 塄(Ra兹 x),塄孜), (27)
其中

摇 摇 乙
赘
塄(鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y)塄孜dxdy 臆 乙

赘
(鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y)驻孜dxdy 臆

摇 摇 摇 摇 1
4 椰驻孜椰2

L2 + C(椰鬃 y兹 x - 鬃 x兹 y椰2
L2) 臆 1

4 椰驻孜椰2
L2 + C椰塄鬃椰2

肄 椰塄兹椰2
L2,

摇 摇 (塄(驻孜),塄孜) = - 椰驻孜椰2
L2, (塄(鄣t孜),塄孜) = 1

2 鄣t椰塄孜椰2
L2,

摇 摇 - Ra乙
赘
塄兹 x塄孜dxdy 臆 Ra椰兹 x椰L2椰驻孜椰L2 臆 C椰塄兹椰2

L2 + 1
4 椰驻孜椰2

L2 .

由 Poincare 不等式可得 椰塄孜椰2
L2 臆 C椰驻孜椰2

L2, 因此有

摇 摇 鄣t椰塄孜椰2
L2 + 椰驻孜椰2

L2 臆 C(椰塄鬃0椰2
L2 + 椰兹0椰2

L2)椰驻孜椰2
L2 + C椰塄兹椰2

L2,
故

摇 摇 鄣t椰塄孜椰2
L2 + 1

2 椰驻孜椰2
L2 臆 C椰塄兹椰2

L2 .

积分上式,并由引理 5 可得

摇 摇 椰塄孜椰2
L2 + 乙 t

0
椰驻孜椰2

L2ds 臆

摇 摇 摇 摇 椰塄孜0椰2
L2 + C乙 t

0
椰塄兹椰2

L2 臆 C(椰塄孜0椰2
L2 + 椰兹0椰2

L2) .

由上式可得式(26)成立,引理 8 证完.
类似可得更高阶的导数的有界估计,当 k 逸4 时,有下式成立:

摇 摇 椰塄鬃( t)椰2
L2 + 椰兹( t)椰2

Hk
P
+ 乙 t

0
椰塄兹( s)椰2

Hk
P
ds +

摇 摇 摇 摇 椰孜( t)椰2
Hk
P
+ 乙 t

0
椰孜( s)椰2

Hk+1
P

ds 臆

摇 摇 摇 摇 C(椰塄鬃0椰2
L2 + 椰孜0椰2

Hk
P
+ 椰兹0椰2

Hk
P
) . (28)

综上所述,由局部存在性及式(28),易得下面关于问题(1) ~ (4)整体解的存在性和唯一性定

理.
定理 2摇 假设 (孜0,兹0) 沂 Hk

P(赘) 伊 Hk
P(赘),塄鬃0 沂 L2(赘),且 椰孜0椰Hk

P
,椰兹0椰Hk

P
适当小,

那么当 k 逸4 时,
摇 摇 (孜,兹) 沂 L肄([0,肄 ),Hk

P(赘)) 疑 W1,肄([0,肄 ),Hk-2
P (赘))

为方程(1) ~ (4)的经典解.
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Global Existence of Solutions of the Periodic
Initial Value Problems for Two鄄Dimensional

Newton鄄Boussinesq Equations

FANG Shao鄄mei1,摇 JIN Ling鄄yu1,摇 GUO Bo鄄ling2

(1. Department of Mathematics, South China Agricultural University,
Guangzhou 510642, P. R. China;

2. Institute of Applied Physics and Computational Mathematics, Beijing 100088, P. R. China)

Abstract: A class of periodic initial value problems for two鄄dimensional Newton鄄Boussinesq e鄄
quations was investigated. First the Newton鄄Boussinesq equations were turned into the equiva鄄
lent integral equations, then by the iteration methods the local existence of the solutions was
obtained. Finally using the method of a priori estimates, the global existence of the solutions
was proved.

Key words: nonlinear two鄄dimensional Newton鄄Boussinesq equations; classical solution;
a priori estimates
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