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具有非局部时滞的扩散 Nicholson 苍蝇
方程的波前解

*
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摘要:摇 研究了具有非局部时滞的扩散 Nicholson 苍蝇方程,其中时滞由一个定义在所有过去时间

和整个一维空间区域上的积分卷积表示. 当时滞核是强生成核时, 根据线性链式技巧和几何奇异

扰动理论,获得了小时滞时波前解的存在性.
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引摇 摇 言

为了解释 Nicholson[1]在澳大利亚羊蝇(铜绿蝇)中观察到的振动现象,Gurney,Blythe 和

Nisbet [2]提出了下面著名的 Nicholson 苍蝇方程

摇 摇 du( t)
dt = - 啄u( t) + pu( t - 子)e -au( t -子), (1)

其中 p是每个个体每天的最大产卵率,1 / a表示具有最大繁殖率的苍蝇种群数量,啄是每个个体

每天的死亡率,子 是该种群的成熟时间. 模型(1)已经被许多学者广泛研究,同时也得到了许多

有趣的结论[3鄄5] .
模型(1)是在假设苍蝇种群的相遇与其平均密度成正比的基础上提出来的. 实际上,正如

Law, Murrell 和 Dieckmann[6]所指出的,空间结构使得生物个体的相遇与其平均密度成正比变

得不大可能. 因此,上述模型中个体随机相遇的假设并不能表示生物间的实际相互作用. 于是,
在 Nicholson 苍蝇的种群动力学模型中,考虑空间结构会使所得到的模型更加符合实际情况.
基于这一考虑,Yang 和 So[7]把模型(1)推广到下面的扩散形式:

摇 摇 鄣u(x,t)
鄣t = 驻u(x,t) - 啄u(x,t) + pu(x,t - 子)e -au(x,t -子), (2)

其中 驻 表示 Laplace 算子. 当空间区域为有界区域或无界区域时, 扩散 Nicholson 苍蝇方程(2)
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已被许多学者做了广泛的研究[7鄄10] . 比如,当空间区域是 Rn 中具有光滑边界的有界区域时,
Yang 和 So[7]考虑了在齐次 Neumann 边界条件下,模型(2)正稳态解的全局吸引性和解的振动

性. So 和 Yang[10]研究了在齐次 Dirichlet 边界条件下,模型(2)正稳态解的全局吸引性. 此外,
So, Wu 和 Yang[8]也给出了在齐次 Dirichlet 边界条件下,模型(2)的数值和 Hopf 分支分析. 当
空间区域为整个实直线 R 时, So 和 Zou[9]获得了方程(2)波前解的存在性.

近来,通过考虑种群在空间中的迁徙,张建明和彭亚红[11]把模型(2)推广到下面具有非局

部时滞的扩散形式:

摇 摇 鄣u(x,t)
鄣t = 鄣2u(x,t)

鄣x2 - 啄u(x,t) + p(g*u)(x,t)e -a(g*u)(x,t),

摇 摇 t > 0, x 沂 R, (3)
其中

摇 摇 (g*u)(x,t) = 乙t
-肄
乙+肄

-肄
g(x - y,t - s)u(y,s)dyds,

且卷积核 g(y,s) 是满足规范化条件

摇 摇 乙+肄

0
乙+肄

-肄
g(y,s)dyds = 1 (4)

的非负可积函数. 在假设(4)和条件 茁 p / 啄 > 1 下,模型(3) 有两个生态学相关的常数稳定态

u = 0 和 u = u* (ln 茁) / a .
弱生成核

摇 摇 g(x,t) = 1
子 e -t / 子 1

4仔t
e -x2 / (4t),摇 摇 子 > 0 (5)

和强生成核

摇 摇 g(x,t) = t
子2 e

-t / 子 1
4仔t

e -x2 / (4t),摇 摇 子 > 0 (6)

已被普遍使用,而且具有这些卷积核的模型(3)已被广泛研究[11-13] . 比如,当 1 < 茁 臆 e 时,通
过使用 Wang, Li 和 Ruan[14]建立的具有非局部时滞反应扩散系统波前解的存在性结果,Li,
Ruan 和 Wang[12]研究了具有弱生成核(5)时模型(3)波前解的存在性,他们发现,对任意的 子
> 0,模型(3) 总有连接常数稳定态 u = 0 和 u = u* 的单调增加的波前解.

在更一般的条件 茁 > 1 下,张建明和彭亚红[11] 应用几何奇异扰动理论,研究了当 子 充分

小时,模型(3)和(5)行波解的存在性,得出了对充分小的时滞 子, 具有零时滞的模型(3)的波

前解能够持续存在. 对强生成核(6),Lin[13]应用 Li, Ruan 和 Wang 在文献[12]中使用的方法,
研究了模型(3)当 1 < 茁 臆 e 时波前解的存在性,得到了一个类似于文献[12]的存在性结果.
然而,这些文献都没有考虑当 茁 > e 时具有强生成核(6)的模型(3)行波解的存在性. 基于这

一事实,本文通过应用 Fenichel[15]建立的几何奇异扰动理论,来研究具有强生成核(6)的模型

(3)当 茁 > 1和时滞 子充分小时行波解的存在性. 我们发现当 子充分小时,具有强生成核(6) 的

模型(3),对任意 茁 > 1 都有连接平凡平衡点 u = 0 和非平凡平衡点 u = u* 的单调波前解.
本文首先建立由方程(3)导出的非延迟方程波前解的存在性. 然后建立具有强生成核(6)

的模型(3)行波解的存在性. 为了达到这一目的,我们首先根据线性链式技巧,把具有强生成

核(6)的模型(3)转化为一个三维的偏微分方程系统. 这样,相应的行波方程就转化成一个六
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维的一阶常微分方程系统. 对充分小的时滞 子, 动力系统理论和几何奇异扰动理论表明,行波

的发展其实发生在一个可以被显式计算的二维不变流形上. 这一流形中一个异宿连接的获得

就蕴含着具有强生成核(6)的模型(3)波前解的存在性.

1摇 非延迟方程的波前解

为了应用几何奇异扰动理论获得充分小的时滞 子 具有强生成核(6)的 Nicholson 苍蝇方程

(3)波前解的存在性,我们需要知道非延迟的扩散 Nicholson 苍蝇方程波前解的存在性. 在强生

成核(6)中令 子邛0, 可得到如下非延迟的扩散 Nicholson 苍蝇方程:

摇 摇 鄣u(x,t)
鄣t = 鄣2u(x,t)

鄣x2 - 啄u(x,t) + pu(x,t)e -au(x,t),摇 摇 t > 0,x 沂 R . (7)

显然,当 茁 > 1 时方程(7) 有两个一致的稳定态 u = 0 和 u = u*,而且在下面的讨论中我们总是

假设 茁 > 1.
令 u(x,t) = U( z),其中 z = x - ct,c 逸0 是波速,那么相应于方程(7)的行波方程为

摇 摇 U义( z) + cU忆( z) - 啄U( z) + pU( z)e -aU( z) = 0. (8)
用 V 表示 U忆, 则二阶常微分方程(8)可以改写为下面的一阶平面系统:

摇 摇
U忆( z) = V( z),
V忆( z) = - cV( z) + 啄U( z) - pU( z)e -aU( z){ .

(9)

显然,当 茁 > 1 时,系统(9) 有两个平衡点(0,0) 和(u*,0), 而且我们有如下的结论:

定理 1摇 如果 c逸2 p - 啄 ,那么系统(9) 在第四象限内有一条连接平衡点(0,0) 和(u*,
0) 的异宿轨道. 因此,在这一情形,方程(7) 有一个连接一致稳定态 u = u* 和 u = 0 的单调减少

的波前解.

证明摇 线性化方法可以容易地表明,当 c 逸 2 p - 啄 时原点(0,0) 是系统(9) 的稳定结

点,且由于 茁 > 1,因此(u*,0) 总是系统(9) 的鞍点. 容易看出,当 c逸2 p - 啄 时,一元二次方

程 姿2 - c姿 - 啄 + p = 0 有两个正根 姿1,姿2 满足 0 < 姿1 臆 姿2 .

现在假设 c 逸2 p - 啄 ,而且对任意的 姿 沂 [姿1,姿2] 定义集合 B姿,
摇 摇 B姿 {= (U,V): 0 臆 U 臆 u*, - 姿U 臆 V 臆 }0 .

用 n 表示区域 B姿 的边界 鄣B姿 的单位内法向量,且令 f = (V, - cV + 啄U - pUe -aU),则当(U,V)
{沂 (U,V):0 臆 U臆 u*, V = }0 时,n = (0, - 1),因此 n·f = - 啄U + pUe -aU 逸0. 当(U,V)

{

沂
(U,V):U = u*, - 姿u* 臆 V 臆 }0 时,n = ( - 1,0),于是 n·f = - V 逸 0. 此外,当(U,V)

{

沂
(U,V):0 臆 U 臆 u*, V = - 姿 }U 时,n = (姿,1), 因此

摇 摇 n·f = 姿V - cV + 啄U - pUe -aU =
摇 摇 摇 摇 U( - 姿2 + c姿 + 啄 - pe -aU) 逸 U( - 姿2 + c姿 + 啄 - p) 逸 0.

这就表明,当 c 逸2 p - 啄 时,对 姿 沂 [姿1,姿2],上面定义的三角形区域 B姿 是系统(9)的一个

正不变集.
注意到系统(9)在平衡点 (u*,0) 处的 Jacobi 矩阵为

摇 摇 B =
0 1

a啄u*

æ

è
ç

ö

ø
÷

- c
.

显然, B 有一个正的特征值和一个负的特征值,其中正的特征值为
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摇 摇 - c + c2 + 4a啄u*

2 ,

且相应的特征向量为

摇 摇 1,c + c2 + 4a啄u*

4a啄u
æ

è
ç

ö

ø
÷

*

T

.

因此,系统(9)在平衡点 (u*,0) 处的不稳定(负不变)流形和特征向量

摇 摇 1,c + c2 + 4a啄u*

4a啄u
æ

è
ç

ö

ø
÷

*

T

相切,且由

摇 摇 c + c2 + 4a啄u*

4a啄u* > 0

可知,系统(9)在平衡点 (u*,0) 处的不稳定流形的一支一定包含于区域B姿1
中. 结合上面的讨

论我们知道不稳定流形的这一支一定正向地趋于原点(0,0),这就蕴含着系统(9) 在平衡点

(0,0) 和(u*,0) 之间存在一个被限制在第四象限的异宿轨道. 因此,方程(7) 有一个连接常

数稳定态 u = u* 和 u = 0 的单调减少的波前解. 证毕.

2摇 波前解的持续存在性

在这一节,通过应用线性链式技巧和 Fenichel[15]建立的几何奇异扰动理论,我们研究当时

滞 子 充分小时,具有强生成核(6)的模型(3)波前解的持续存在性.

令摇 g(x,t) = t
子2 e

-t / 子 1
4仔t

e -x2 / (4t)

且定义

摇 摇 v(x,t) = (g*u)(x,t) = 乙0
-肄
乙+肄

-肄

t - s
子2 e -( t -s) / 子 1

4仔( t - s)
e -(x-y)2 / (4( t -s))u(y,s)dyds,

摇 摇 w(x,t) = 乙0
-肄
乙+肄

-肄

1
子 e -( t -s) / 子 1

4仔( t - s)
e -(x-y)2 / (4( t -s))u(y,s)dyds,

则由线性链式技巧,具有强生成核(6)的 Nicholson 方程(3)可以转化为下面的偏微分方程系

统:

摇 摇

鄣u(x,t)
鄣t = 鄣2u(x,t)

鄣x2 - 啄u(x,t) + pv(x,t)e -av(x,t),

子 鄣v(x,t)
鄣t = 子 鄣2v(x,t)

鄣x2 + w(x,t) - v(x,t),

子 鄣w(x,t)
鄣t = 子 鄣2w(x,t)

鄣x2 + u(x,t) - w(x,t)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(10)

令 u(x,t) = U( z), v(x,t) = W( z), w(x,t) = Y( z),其中 z = x - ct且 c逸0, 则系统(10)可
以改写为下面的二阶常微分方程系统:

摇 摇
U义 + cU忆 - 啄U + pWe -aW = 0,
子W义 + c子W忆 + Y - W = 0,
子Y义 + c子Y忆 + U - Y = 0

ì

î

í
ïï

ïï .
(11)
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进一步做变量代换 U忆 = V,W忆 = X,Y忆 = Z, 那么系统(11)可以转变为下面六维的一阶常微分方

程系统:

摇 摇

U忆 = V,
U忆 = cV + 啄U - pWe -aW,
W忆 = X,
子X忆 = - c子X + W - Y,
Y忆 = Z,
子Z忆 = - c子Z + Y - U

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(12)

如果 子 = 0, 那么系统(12)还原为

摇 摇
U忆 = V,
V忆 = - cV + 啄U - pUe -aU{ .

(13)

由定理 1 知,当 c 逸2 p - 啄 时,系统(13) 在平衡点(u*,0) 和(0,0) 间有一个单调减少的异

宿连接. 因此,非延迟的系统(10) 或等价的具有零时滞的方程(3) 有一个连接一致稳定态 u =
u* 和 u = 0 的单调减少的波前解. 注意到对 子 > 0, 系统(12)有两个平衡点

摇 摇
(U,V,W,X,Y,Z) = (0,0,0,0,0,0),
(U,V,W,X,Y,Z) = (u*,0,u*,0,u*,0){ .

(14)

因此, 当 子 > 0 时 ,如果系统(12) 在上述两个平衡点之间有一个异宿连接, 那么具有强生成

核(6) 的 Nicholson 方程(3) 对相应的时滞 子, 就有一个连接一致稳定态 u = u* 和 u = 0 的波

前解.

对 子 > 0,引入参数 着,由 着 = 子 , 并且做变量代换

摇 摇 軈X = 着X, 軈Z = 着Z .
仍然用 X 和 Z 表示 軈X 和 軈Z, 那么系统(12)就变为下面所谓的慢系统:

摇 摇

U忆 = V,
U忆 = - cV + 啄U - pWe -aW,
着W忆 = X,
着X忆 = - c着X + W - Y,
着Y忆 = Z,
着Z忆 = - c着Z + Y - U

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(15)

注意到,当 着 = 0 时,系统(15) 退化成二维系统(13),因此当 着 = 0 时,系统(15) 并不能定义一

个在 R6 中的动力系统. 于是几何奇异扰动理论并不能直接用来确定系统(15) 当 着 > 0 时异宿

连接的存在性. 为了克服这一困难,做变量代换 z = 着軃z,并且仍然用 z表示軃z, 那么系统(15)就可

以转变为下面的等价系统:

摇 摇

U忆 = 着V,
U忆 = 着( - cV + 啄U - pWe -aW),
W忆 = X,
X忆 = - c着X + W - Y,
Y忆 = Z,
Z忆 = - c着Z + Y - U

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ,

(16)
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系统(16)叫做快系统,而且当 着 > 0 时等价于慢系统(15).
在系统(16)中令 着 = 0, 可得系统(16)的一个二维不变流形为

摇 摇 M0: {= (U,V,W,X,Y,Z) 沂 R6:X = 0,W = Y,z = 0, }Y = U .
如果M0 是系统(16)的规范双曲流形,那么从 Fenichel[15]建立的几何奇异扰动理论可知对 着 >
0,系统(16) 有一个二维的不变流形 M着 并且系统(16) 在 M着 上的限制也是一个二维系统. 这
一限制系统异宿轨道的存在性蕴含着具有强生成核(6)的 Nicholson 方程(3)波前解的存在

性.
为了检验 M0 的确是系统(16) 的规范双曲流形,根据文献[15],只需要检验系统(16) 在

M0 上的限制系统的线性化系统恰好有 dimM0 个零实部的特征值,并且其余的特征值都有非零

实部. 容易得到系统(16) 在 M0 上的限制系统的线性化矩阵为

摇 摇

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 - 1 0
0 0 0 0 0 1
-

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

1 0 0 0 1 0

.

简单的计算可表明上述矩阵的特征值为 0,0,-1,-1,1,1,这样 M0 是系统(16) 的规范双曲流

形. 因此,系统(16) 对 着 > 0 有一个二维的不变流形 M着 .
下面我们计算 M着 . 令
摇 摇 M着 { (U,V,W,X,Y,Z) 沂 R6: X = f(U,V;着), W = Y + g(U,V;着),
摇 摇 摇 摇 Z = h(U,V;着), Y = U + k(U,V;着 }) , (17)

其中函数 f,g,h 和 k 满足条件

摇 摇 f(U,V;0) = g(U,V;0) = h(U,V;0) = k(U,V;0) = 0. (18)
把 X = f(U,V;着), W = Y + g(U,V;着), Z = h(U,V;着) 和 Y = U + k(U,V;着) 代入慢系统(15),
可得 f,g,h 和 k 满足下面的偏微分方程:

摇 摇

着 1 + 坠g
坠U + 坠k

坠( )U
V + 坠g

坠V + 坠k
坠( )V ( - cV + 啄U - p(U + g + k)e -a(U+g+k)[ ]) = f,

着 坠f
坠UV + 坠f

坠V( - cV + 啄U - p(U + g + k)e -a(U+g+k)[ ]) = c着f + g,

着 1 + 坠k
坠( )U

V + + 坠k
坠V( - cV + 啄U - p(U + g + k)e -a(U+g+k)[ ]) = h,

着 坠h
坠UV + 坠h

坠V( - cV + 啄U - p(U + g + k)e -a(U+g+k)[ ]) = c着h + k

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .

(19)

注意到 f,g,h 和 k 满足条件(18),从而根据 Taylor 展式,当 着 充分小时,函数 f,g,h 和 k 可

以表示为下面的形式:

摇 摇

f(U,V;着) = 着f1(U,V) + 着2 f2(U,V) + …,

g(U,V;着) = 着g1(U,V) + 着2g2(U,V) + …,

h(U,V;着) = 着h1(U,V) + 着2h2(U,V) + …,

k(U,V;着) = 着k1(U,V) + 着2k2(U,V) + …

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(20)
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把式(20)代入方程(19)并比较 着 和 着2 的系数,可得

摇 摇

f1(U,V) = V, f2(U,V) = 0,

g1(U,V) = 0, g2(U,V) = 啄U - pUe -aU,
k1(U,V) = V, k2(U,V) = 0,

h1(U,V) = 0, h2(U,V) = 啄U - pUe -aU

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

因此

摇 摇

f(U,V;着) = 着V + o(着2),
g(U,V;着) = (啄U - pUe -aU)着2 + o(着2),
k(U,V;着) = 着V + o(着2),
h(U,V;着) = (啄U - pUe -aU)着2 + o(着2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

(21)

并且系统(15)在 M着 上的限制系统由

摇 摇
U忆 = V,
V忆 = - cV + 啄U - p(U + g(U,V;着) + k(U,V;着))e -a(U+g(U,V;着) +k(U,V;着{ ))

(22)

给出,其中 f,g,h 和 k 由式(21) 给出. 从式(19) 不难得到对 着 > 0, g(0,0;着) = g(u*,0;着) =
k(0,0;着) = k(u*,0;着) = 0. 因此,对 着 > 0,系统仍然有两个平衡点(0,0) 和(u*,0) . 当 着 = 0

时,系统(22) 退化为系统(13),并且从前面的讨论知道,在系统(22) 当 c 逸2 p - 啄 时,在两

个平衡点(0,0) 和(u*,0) 间有一个异宿连接. 下面我们表明这一异宿连接对充分小的 着 在系

统(22)中仍然能够持续存在.

定理 2摇 假设 c 逸2 p - 啄 ,那么对充分小的时滞 子, 具有强生成核(6)的 Nicholson 方程

(3)有一个连接一致稳定态 u = u* 和 u = 0 的单调减少的波前解.
证明摇 注意到当 着 = 0时,系统(22) 退化为系统(13) . 因此,当 着 = 0时,系统(22) 有一条

连接两个平衡点(0,0) 和(u*,0) 的异宿轨道(U0,V0) . 对充分小的 着 > 0, 设

摇 摇 U = U0 + 着渍 + …, V = V0 + 着鬃 + … (23)
是系统(22)的一个解. 容易获得 渍 和 鬃 满足下面的方程:

摇 摇 d
dz

渍( z)
鬃( z

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
+

0 - 1
- 啄 + p(1 - aU0)e -aU0

æ

è
ç

ö

ø
÷

c
渍( z)
鬃( z

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
=

摇 摇 摇 摇
0

- 2p(1 - aU0)e -aU0H(U0

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
, (24)

其中

摇 摇 H(U0) = (啄U0 - pU0e -aU0)e -aU0 .
如果系统(24)有一个解满足条件 渍( 依肄) = 0 和 鬃( 依肄) = 0,则对于充分小的 着,解的连续依

赖性意味着连接系统(22) 的两个平衡点(0,0) 和(u*,0) 的异宿轨线的存在性. 下面我们表

明系统(24) 的确有一个满足条件 渍( 依肄) = 0 和 鬃( 依肄) = 0 的解.
用(·,·)表示向量空间 R2 中的 Euclide 内积. 由 Fredholm 定理知,方程(24)有解当且仅

当对任意的 x( z) 沂 ker l*,

摇 摇 乙肄
-肄

x( z),
0

- p(1 - aU0)eaU0H(U0

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
dz = 0
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成立,其中

摇 摇 l* = - d
dz + 0 - 啄 + p(1 - aU0)eaU0

- 1
æ

è
ç

ö

ø
÷

c
.

要获得 ker l* 的所有元素是非常困难的,并且如果能够表明 ker l* 有一个元素 x( z) 满足

条件 x( 依肄) = 0,那么可以推断出系统(24) 有一个满足条件 渍( 依肄) = 0 和 鬃( 依肄) = 0 的

解(渍,鬃) . 设 x( z) 沂 ker l*,则 x( z) 满足下面的常微分方程:

摇 摇 dx( z)
dz = 0 - 啄 + p(1 - aU0)e -aU0

- 1
æ

è
ç

ö

ø
÷

c
x( z) . (25)

从前面的讨论,我们知道当 z寅肄 时 U0( z) 寅0. 因此,当 z寅肄 时,方程(25)的系数矩阵变为

摇 摇 0 - 啄 + p
- 1

æ

è
ç

ö

ø
÷

c
,

并且这一矩阵的特征方程为

摇 摇 姿2 - c姿 + p - 啄 = 0. (26)

由 c逸2 p - 啄 可知,方程(26) 有两个正的实根,并且这蕴含着方程(25) 满足条件 x( 依肄) =
0 的解 x( z) 仅仅是零解,于是可得方程(24) 有满足条件 渍( 依肄) = 0 和 鬃( 依肄) = 0 的解(渍,
鬃) . 因此,对充分小的 着,方程(22) 有一个连接平衡点(0,0) 和(u*,0) 的异宿轨道,即系统

(12) 有一个连接平衡点(0,0,0,0,0,0) 和(u*,0,u*,0,u*,0) 的异宿轨道. 这表明对充分小

的时滞 子,具有强生成核(6) 的Nicholson方程(3) 有一个连接一致稳定态 u = u* 和 u = 0 的单

调减少的波前解. 证毕.
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Wavefront Solutions in the Diffusive Nicholson爷s
Blowflies Equation With Nonlocal Delay

ZHANG Cun鄄hua,摇 YAN Xiang鄄ping
(Department of Mathematics, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, P. R. China)

Abstract: The diffusive Nicholson爷 s blowflies equation with a nonlocal delay incorporated as
an integral convolution over all the past time up to now and the whole one鄄dimensional spatial
domain was studied. When the delay kernel is assumed to be the strong generic kernel, by u鄄
sing the linear chain techniques and the geometric singularperturbation theory, the existence of
travelling front solutions is shown for small delay.

Key words: diffusive Nicholson爷 s blowflies equation; nonlocal delay; strong generic kernel;
travelling wavefront solution
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