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双层网格圆底扁球壳的非线性稳定问题
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摘要:摇 从基于等效夹层壳思想的双层网格扁壳,非线性弯曲理论的变分方程出发,利用坐标变换

方法和驻值余能原理,导出双层网格圆底扁球壳,在均布压力作用下的轴对称大挠度方程和边界

条件. 采用修正迭代法,求得了两类边界条件下双层网格圆底扁球壳的非线性载荷鄄位移关系式和

临界屈曲载荷的解析表达式,并讨论了几何参数对临界屈曲载荷的影响.
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引摇 摇 言

网壳结构是将杆件沿着曲面有规律地布置而组成的空间结构体系,其受力特点与薄壳结

构类似,大部分荷载由网壳杆件的轴向力承受. 由于具有自重轻、结构刚度大等一系列特性,这
种结构可以覆盖较大的空间,不同曲面的网壳可以提供各种新颖的建筑造型,是一种越来越广

泛采用的结构形式.
网壳结构的发展与建筑材料和计算理论的发展密切相关,其总的趋势是跨度越来越大,由

单层网壳结构发展到双层网壳结构. 自从 1963 年布加勒斯特国家经济展览馆 93. 5 m 跨度的

单层穹顶网壳屋盖在一场大雪彻底坍塌以后,国内外对网壳结构稳定性的研究非常重视,稳定

性验算已成为网壳结构设计中的关键问题.
对网壳结构进行非线性分析主要有两种方法:等效的连续化方法和离散的有限元方法. 等

效连续化方法有涉及参数少、计算工作量小、物理意义明确等优点,在进行复杂网壳结构的稳

定、振动分析时有较大优越性. 1991 年, Liu 等[1]首先采用等效连续化方法建立了单层网格扁

球壳的非线性稳定理论, 接着又与聂国华等[2鄄6] 研究了单层网格扁壳的非线性稳定和振动问

题. 1997 年,刘人怀等[7]又利用等效夹层壳思想将这一方法推广到双层网壳结构中,建立双层
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网壳结构的非线性理论,将双层网格壳的弦杆等效成夹层壳的表层,腹杆等效成夹层壳的夹

心. 基于这一理论,刘人怀、肖潭、徐加初、卢保红和杜冰等[8鄄14]对双层网格扁壳的非线性弯曲、
稳定和振动等问题进行了研究. 2004 年,董石麟等[15]将单层和双层球面扁网壳都等效为实体

薄壳,研究了单双层球面扁网壳的非线性稳定问题. 接着,他又和顾磊[16]讨论了局部双层叉筒

网壳. 最近,王新志等[17]研究了扁柱面网壳的非线性动力学行为. 离散的有限元法可以对结构

的荷载鄄位移全过程进行分析,沈世钊[18]、赵阳[19]、刘大卫[20]、朱忠义[21]、肖建春[22]、谢志

红[23]、李春燕[24]、何放龙[25]等在这方面作了一些工作. 网壳结构本身就是一种离散结构,采用

离散法具有分析方法直观、精确度高等优点,但当网格结构比较复杂、网格分布稠密、节点数目

大的情况下,离散方法显得耗时费力.
本文研究的是上下层之间的距离远小于网壳结构的曲率半径,并且网格分布稠密、网格划

分均匀规则的双层网格圆底扁球壳. 从双层网格扁壳非线性理论[7] 的变分方程出发,利用坐

标变换导出正交正放双层圆底球面网格扁壳在均布压力作用下的轴对称平衡方程和边界条

件. 利用驻值余能原理[26]导出相容方程. 最后,采用修正迭代法[27-29] 求得了两类边界条件下

双层网格圆底扁球壳的非线性载荷鄄位移关系式和临界屈曲载荷的解析表达式. 据作者所知,
此问题至今尚无人研究过.

1摇 平 衡 方 程

双层网格圆底扁球壳结构的示意图如图 1 所示,网球壳的跨度为 a,矢高为 f,曲率半径为

R,网壳的厚度为 h .

(a) 壳体 (b) 一个截面

图 1摇 双层网格圆底扁球壳

按照文献[7]并使用相同的符号,夹层扁壳在外力作用下的虚功方程为

摇 摇 乙乙
撞
(Nx1啄着x1 + Ny1啄着y1 + Nxy1啄酌xy1 + Nx3啄着x3 + Ny3啄着y3 + Nxy3啄酌xy3)dxdy +

摇 摇 摇 摇 乙乙
撞
(Qx啄酌xz2 + Qy啄酌yz2)dxdy - 矣

祝
(軍Nxn啄u + 軍Nyn啄v + 軍Nz啄w)ds -

摇 摇 摇 摇 矣
祝
(軍Mxn啄鬃x + 軍Myn啄鬃y)ds - 乙乙

撞
( fx啄u + fy啄v + f z啄w)dxdy = 0, (1)

于是,双层正交正放网壳结构在承受均布压力 q 作用下的非线性弯曲理论的变分方程为

摇 摇 乙乙
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摇 摇 摇 摇 矣
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(Nxn - 軍Nxn)啄u + (Nyn - 軍Nyn)啄v + l 鄣Mx
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+ m 鄣Mxy
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鄣My

鄣
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摇 摇 摇 摇 鄣w
鄣xNxn + 鄣w

鄣yNyn - 軍N ]z 啄w + (Mxn - 軍Mxn)啄鬃x + (Myn - 軍Myn)啄鬃 }y ds = 0, (2)

式中, Nx,Ny,Nx y,Mx,My,Mx y,Qx,Qy 为等效内力,u,v,w分别为双层网格扁球壳中面的位移分

量,鬃x,鬃y 分别为其中面法线在 xz和 yz平面内的转角,Nxn,Nyn,Mxn,Myn 分别为扁球壳单位长度

外力和外力矩,軍Nxn,軍Nyn,軍Nz,軍Mxn,軍Myn 为扁球壳边界 祝 上给定的单位长度外力和外力矩,

摇 摇
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(3)

在这些表达式中, Ex,Ey,Gx,Gy,Gxy,Dx,Dy,Dxy 为等效材料常数[7],

摇 摇
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式(4)中, E 为弹性模量,Li,Ai( i = 1,2),I10 和 I20 分别为对应网壳单元中弦杆的长度、截面面

积和截面惯性矩,h和Ah 分别为腹杆中竖杆的长度和截面面积,Lc1,Lc2 和Ac1,Ac2 分别为腹杆中

斜杆的长度和截面面积.
对于球形网格壳体,式(2)和(3)中的 k1 = k2 = 1 / R . 研究双层网格圆底扁球壳的稳定问

题,采用极坐标更为方便,为此,利用直角坐标与极坐标下内力、位移变换关系,我们有

摇 摇

Nx = Nrcos2兹 + N兹sin2兹 - 2Nr兹sin兹cos兹,

Ny = Nrsin2兹 + N兹cos2兹 + 2Nr兹sin兹cos兹,

Nxy = (Nr - N兹)sin兹cos兹 + Nr兹(cos2兹 - sin2兹),
u = urcos兹 + u兹sin兹, v = ursin兹 + u兹cos兹,
鬃x = 鬃rcos兹 + 鬃兹sin兹, 鬃y = 鬃rsin兹 + 鬃兹cos兹

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(5)

考虑壳体只承受轴对称荷载作用,则有理由假设非轴对称内力和非轴对称位移为 0,
摇 摇 Nr兹 = 0, u兹 = 0, 鬃兹 = 0. (6)
利用式(3)和(6),将式(5)代入方程(2),变分方程(2)在极坐标下的表达式为
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摇 摇 乙乙
撞忆

鄣Nr
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摇 摇 摇 摇 Nr + N兹

R +
鄣Nr

鄣r
鄣w
鄣r +

Nr - N兹

r
鄣w
鄣r }+ q 啄w +

摇 摇 摇 摇 [Dxcos4兹 + 4Dxysin2兹cos2兹 + Dysin4兹]
鄣2鬃r

鄣r2{ +

摇 摇 摇 摇 [(3Dx - 8Dxy + 3Dy)sin2兹cos2兹 + 2Dxy(sin4兹 + cos4兹)] 1
r

鄣鬃r

鄣r -

摇 摇 摇 摇 [(3Dx - 8Dxy + 3Dy)sin2兹cos2兹 + 2Dxy(sin4兹 + cos4兹)]
鬃r

r2
-

摇 摇 摇 摇 鬃r +
鄣w
鄣( )r (Gxcos2兹 + Gysin2兹 }) 啄鬃 }r rdrd兹 -

摇 摇 摇 摇 矣
祝

{
忆

[(Nrn - 軍Nrn)(cos3兹 + sin3兹) + (N兹n - 軍N兹n)(sin兹 + cos兹)sin兹cos兹]啄ur +

摇 摇 摇 摇 [ l(Dxcos3兹 + 2Dxysin2兹cos兹) + m(Dysin3兹 + 2Dxysin兹cos2兹)]
鄣2鬃r

鄣r2{ +

{摇 摇 摇 摇 l[(3Dx - 4Dxy)sin2兹cos兹 + 2Dxycos3兹] +

摇 摇 摇 摇 m[(3Dy - 4Dxy)sin兹cos2兹 + 2Dxysin3兹 }] 1
r

鄣鬃r

鄣r -
鬃r

r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +

摇 摇 摇 摇 [Nrn(sin3兹 + cos3兹) + N兹n(sin兹 + cos兹)sin兹cos兹] 鄣w
鄣r - 軃}q 啄w +

摇 摇 摇 摇 [(Mrn - 軍Mrn)(cos3兹 + sin3兹) +

摇 摇 摇 摇 (M兹n - 軍M兹n)(sin兹 + cos兹)sin兹cos兹]啄鬃 }r ds忆 = 0. (7)

对式(7)第 1 个积分中的 兹 从[0,2仔] 积分,并且由于 啄ur,啄w,啄鬃r 的任意性,我们可以得

到极坐标下双层网格圆底扁球壳的轴对称平衡方程:

摇 摇 N兹 =
d
dr( rNr), (8a)

摇 摇 (Gx + Gy)
1
r

d
dr r 鬃r +

dw
d( )r + 2

r
d
dr rNr

dw
dr + r( )R

+ 2q = 0, (8b)

摇 摇 (3Dx + 4Dxy + 3Dy)
d
dr

1
r

d
dr( r鬃r) = 4(Gx + Gy) 鬃r +

dw
d( )r . (8c)

将式(8b)对 r 积分一次并从中解出

摇 摇 鬃r = -
dw
dr -

2Nr

Gx + Gy

dw
dr + r( )R

- qr
Gx + Gy

. (9)

将式(9)代入式(8c),便有

摇 摇 (3Dx + 4Dxy + 3Dy)
d
dr

1
r

d
dr r dwdr +

2rNr

Gx + Gy

dw
dr + r( )R

+ qr2
Gx + G
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y

=

摇 摇 摇 摇 4qr + 8Nr
dw
dr + r( )R

. (10)
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2摇 相容方程的极坐标表达式

设结构只承受轴对称横向载荷作用. 引入应力函数 准(x,y), 使得

摇 摇 Nx =
鄣2准
鄣y2 , Ny =

鄣2准
鄣x2 , Nxy = -

鄣2准
鄣x鄣y . (11)

为了得到相容方程,在边界 祝 上假定位移分量如下:

摇 摇 un = 軈un, us = 0, w = 0, 鄣w
鄣s = 0, 鄣w

鄣n = 0. (12)

应用驻值余能原理[26],便得

摇 摇 乙乙
撞

着x啄Nx + 着y啄Ny + 酌xy啄Nxy - 鄣2w
鄣x2 啄Mx - 2 鄣2w

鄣x鄣y啄Mxy - 鄣2w
鄣y2 啄My[ +

摇 摇 摇 摇 1
2

鄣w
鄣( )x

2
啄Nx + 鄣w

鄣x
鄣w
鄣y啄Nxy + 1

2
鄣w
鄣( )y

2
啄N ]y dxdy - 矣

祝
軈un啄Nnd祝 = 0. (13)

由变分方程(2)中 啄u,啄v,啄鬃x,啄鬃y 和 啄w 的任意性,容易得到

摇 摇

鄣啄Nx

鄣x +
鄣啄Nxy

鄣y = 0,
鄣啄Nxy

鄣x +
鄣啄Ny

鄣y = 0,

鄣2啄Mx

鄣x2 + 2
鄣2啄Mxy

鄣x鄣y +
鄣2啄My

鄣y2 + 啄Nx
鄣2w
鄣x2 +

摇 摇 2啄Ny
鄣2w
鄣y2 + 啄Ny

鄣2w
鄣y2 + 1

R (Nx + Ny) = 0

ì
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ï
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(14)

利用式(14)和条件(12),由式(13)可以得到

摇 摇 乙乙
撞

着x - 鄣u
鄣x - 1

2
鄣w
鄣( )x

2
+[ ]w

R 啄Nx + 酌xy - 鄣u
鄣y - 鄣v

鄣x - 鄣w
鄣x

鄣w
鄣[ ]y 啄Nxy{ +

摇 摇 摇 摇 着y - 鄣v
鄣y - 1

2
鄣w
鄣( )x

2
+[ ]w

R 啄N }y dxdy + 矣
祝
(un - 軈un)啄Nnd祝 = 0. (15)

将式(3)和式(11)代入式(15),并令在边界 祝 上

摇 摇 啄准 = 啄 鄣准
鄣( )s = 啄 鄣准

鄣( )n = 0. (16)

经过代入,式(15)最后成为

摇 摇 乙乙
撞

1
Ex

鄣2准
鄣y2 - 鄣u

鄣x - 1
2

鄣w
鄣( )x

2
+[ ]w

R 啄 鄣2准
鄣y2{ -

摇 摇 摇 摇 1
Gxy

鄣2准
鄣x鄣y + 鄣u

鄣y + 鄣v
鄣x + 鄣w

鄣x
鄣w
鄣[ ]y 啄 - 鄣2准

鄣x鄣( )y +

摇 摇 摇 摇 1
Ey

鄣2准
鄣x2 - 鄣v

鄣y - 1
2

鄣w
鄣( )x

2
+[ ]w

R 啄 鄣2准
鄣x }2 dxdy + 矣

祝
(un - 軈un)啄Nnd祝 = 0. (17)

对(17)式的第 1 积分进行分部积分并利用式(16),便得

摇 摇 乙乙
撞

1
Ex

鄣4准
鄣y4 + 1

Ey

鄣4准
鄣x4 + 1

Gxy

鄣4准
鄣x2鄣y2 - 鄣2w

鄣x鄣( )y
2
+ 鄣2w

鄣x2
鄣2w
鄣y2[ +

摇 摇 摇 摇 1
R

鄣2w
鄣x2 + 鄣2w

鄣y( ) ù
û
úú2 dxdy + 矣

祝
(un - 軈un)啄Nnd祝 = 0. (18)

利用坐标变换方法将式(18)的第 1 个积分表达式转换成极坐标的形式,然后对 准 和 w 作
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轴对称近似,即取准 = 准( r),w = w( r) . 对式(18) 的极坐标形式积分表达式中的 兹从0到2仔 进

行积分,最后得到极坐标下双层网格圆底扁球壳的相容方程:

摇 摇 3
Ex

+ 3
Ey

+ 1
G( )

xy

1
r

d
dr r d

dr
1
r

d
dr r d准dr + 8

r
d2w
dr2

dw
dr + 8

R
1
r

d
drr

dw
d( )r = 0. (19)

在轴对称情况下,薄膜力函数为

摇 摇 Nr =
1
r

d准
dr , N兹 =

d2准
dr2

. (20)

对式(19)积分一次并利用式(20),便得

摇 摇 3
Ex

+ 3
Ey

+ 1
G( )

xy
r d
dr

1
r

d
drr

2Nr + 4 dw
d( )r

2
+ 8 r

R
dw
dr = 0. (21)

于是,方程(10)和(21)便成为双层网格圆底扁球壳的轴对称大挠度弯曲方程.

3摇 边 界 条 件

考虑两种支承情况:
1) 边缘滑动固定

摇 摇 当 r = a
2 时, w = 0, 鬃r = 0, Nr = 0, (22)

摇 摇 当 r = 0 时, 鬃r = 0, Nr 有限; (23)
2) 边缘夹紧固定

摇 摇 当 r = a
2 时, w = 0, 鬃r = 0, 乙 2仔

0
urd兹 = 0, (24)

摇 摇 当 r = 0 时, 鬃r = 0, Nr 有限; (25)
其中 鬃r 由式(9) 给出,ur 表示径向位移,可由如下方程导出.

在极坐标系下,利用假设的位移场和应力场,我们得到

摇 摇 着兹 =
ur

r - w
R . (26)

注意到当 r = a / 2 时,w = 0,因而当 r = a / 2 时,
摇 摇 ur = (a / 2)着兹 . (27)
根据直角坐标和极坐标的应变变换关系,得到

摇 摇 着兹 = 着x0sin2兹 + 着y0cos2兹 - 酌xy0sin兹cos兹 . (28)
而由 Hooke 定律,得到

摇 摇 着x0 =
Nx

Ex
, 着y0 =

Ny

Ey
, 酌xy0 =

Nxy

Gxy
. (29)

利用式(6)和(8a)及轴对称条件,最后得到

摇 摇 ur =
1
Ex

+ 1
Ey

- 1
G( )

xy
Nrsin2兹cos2兹 + sin4兹

Ex
+ cos4兹

Ey
+ sin2兹cos2兹

G( )
xy

d
dr( rNr) . (30)

4摇 非线性边值问题的求解

这里我们对边缘滑动固定和边缘夹紧固定两种支承下的稳定问题进行研究,均布压力 q
作用下的双层网格圆底扁球壳如图 2 所示. 为了分析简便,我们引入下列无量纲量:
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摇 摇

籽 = 2r
a , W = w

h , 椎 = dW
d籽 + 姿1籽, S =

4arNr

3Dx + 4Dxy + 3Dy
,

P = a4q
4(3Dx + 4Dxy + 3Dy)h

,

姿1 = a2

4Rh, 姿2 =
3Dx + 4Dxy + 3Dy

(Gx + Gy)a2 ,

姿3 = 32h2

(3Dx + 4Dxy + 3Dy)(3 / Ex + 3 / Ey + 1 / Gxy)
,

姿4 = 1
Ex

+ 1
Ey

- 1
G( )

xy

3
Ex

+ 3
Ey

+ 1
G( )

xy

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

(31)

借助上述无量纲量,方程(10)和(21)可表示成

摇 摇 L(椎) = (籽2 - 姿2L)(S椎 / 籽) + P籽3, L(S) = - 姿3籽(椎2 - 姿2
1籽2), (32)

其中 L 是微分算子,

摇 摇 L(…) = 籽2 d
d籽

1
籽

d
d籽 籽(…) . (33)

无量纲化后的边界条件为

1) 边缘滑动固定

摇 摇 当 籽 = 1 时, W = 0, 椎 = 姿1 - 姿2S椎 - 姿2P, S = 0, (34)

摇 摇 当 籽 = 0 时, 椎 =- 姿2
S椎
籽 , S = 0; (35)

2) 边缘夹紧固定

摇 摇 当 籽 = 1 时, W = 0, 椎 = 姿1 - 姿2S椎 - 姿2P,
dS
d籽 + 姿4

S
籽 = 0, (36)

摇 摇 当 籽 = 0 时, 椎 =- 姿2
S椎
籽 , S = 0. (37)

首先采用修正迭代法求解边缘滑动固定下的非线性边值问题(32)和(34)及(35).
选取壳体无量纲中心挠度W0 = W | 籽 = 0 作为迭代参数,利用式(32)的第 1 式和式(31)的第

3 式,得

摇 摇 W0 = - 乙1
0
(椎 - 姿1籽)d籽 . (38)

对于第一次近似,得到下列线性边值问题:
摇 摇 L(椎1) = P籽3, L(S1) = - 姿3籽(椎2

1 - 姿2
1籽2) . (39a,b)

摇 摇 当 籽 = 1 时, 椎1 = 姿1 - 姿2P, S1 = 0, (40a,b)
摇 摇 当 籽 = 0 时, 椎1 = 0, S1 = 0. (41a,b)
于是满足方程(39a)和边界条件(40a)和(41a)的解是

摇 摇 椎1 = P(a1籽3 + a2籽) + 姿1籽, (42)
其中

摇 摇 a1 = 1
8 , a2 = - 1

8 - 姿2 . (43)

将式(42)代入式(38),得

762双层网格圆底扁球壳的非线性稳定问题



摇 摇 P = 琢0W0, (44)
其中

摇 摇 琢0 = - 4
a1 + 2a2

. (45)

将式(44)代入式(42),得
摇 摇 椎1 = (a1籽3 + a2籽)琢0W0 + 姿1籽 . (46)

利用已求得的解(46),方程(39b)在边界条件(40b)和(41b)下的解是

摇 摇 S1 = (b1籽7 + b2籽5 + b3籽3 + b4籽)琢2
0W 2

0 + 姿1琢0W0(b5籽5 + b6籽3 + b7籽), (47)
其中各系数为

摇 摇
b1 = -

姿3a2
1

48 , b2 = -
姿3a1a2

12 , b3 = -
姿3a2

2

8 , b4 = - (b1 + b2 + b3),

b5 = -
姿3a1

12 , b6 = -
姿3a2

4 , b7 = - (b5 + b6)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(48)

关于二次近似,可得到关于 椎 的下列边值问题:

摇 摇 L(椎2) = (籽2 - 姿2L)
1
籽 S1椎( )1 + P籽3, (49)

当 籽 = 1 时,

摇 摇 椎2 = 姿1籽 - 姿2
S1椎1

籽 - 姿2 籽P, (50)

当 籽 = 0 时,

摇 摇 椎2 = - 姿2
S1椎1

籽 . (51)

利用已得到的解(46)和(47),方程(49)满足条件(50)和(51)的解是

摇 摇 椎2 = 姿1籽 + (c1籽3 + c2籽)P + 琢3
0W 3

0 (c3籽11 + c4籽9 + c5籽7 + c6籽5 + c7籽3 + c8籽) +

摇 摇 摇 摇 姿1琢2
0W 2

0 (c9籽9 + c10籽7 + c11籽5 + c12籽3 + c13籽) +

摇 摇 摇 摇 姿2
1琢0W0(c14籽7 + c15籽5 + c16籽3 + c17籽), (52)

其中

摇 摇

c1 = 1
8 , c2 = - 姿2 + 1( )8

, c3 =
a1b1

120 , c4 =
a1b2 + a2b1

80 - 姿2a1b1,

c5 =
a2b2 + a1b3

48 - 姿2(a1b2 + a2b1),

c6 =
a2b3 + a1b4

24 - 姿2(a2b2 + a1b3),

c7 =
a2b4

8 - 姿2(a2b3 + a1b4), c8 (= - 移
7

i = 3
ci + 姿2移

4

j = 1
移

2

i = 1
aib )j ,

c9 =
a1b5 + b1

80 , c10 =
a2b5 + a1b6 + b2

48 - 姿2(a1b5 + b1),

c11 =
a2b6 + a1b7 + b3

24 - 姿2(a2b5 + a1b6 + b2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ),

(53a)
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摇 摇

c12 =
a2b7 + b4

8 - 姿2(a2b6 + a1b7 + b3),

c13 [= - 移
12

i = 9
ci + 姿 (2 移

7

j = 5
移

2

i = 1
aib j + 移

4

i = 1
b ) ]i , c14 =

b5

48,

c15 =
b6

24 - 姿2b5, c16 =
b7

8 - 姿2b6, c17 (= - 移
16

i = 14
ci + 姿2移

7

i = 5
b )i

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï .

(53b)

将式(52)代入式(38),得到

摇 摇 P = (琢0 + 姿2
1琢1)W0 + 姿1琢2W 2

0 + 琢3W 3
0 , (54)

其中

摇 摇

琢1 = 琢2
0

1
8 c14 + 1

6 c15 + 1
4 c16 + 1

2 c( )17 ,

琢2 = 琢3
0

1
10c9 + 1

8 c10 + 1
6 c11 + 1

4 c12 + 1
2 c( )13 ,

琢3 = 琢4
0

1
12c3 + 1

10c4 + 1
8 c5 + 1

6 c6 + 1
4 c7 + 1

2 c( )8

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

(55)

更高次近似可以用类似方法得到,然而,对于工程实际问题,二次近似足够精确.
为了得到临界载荷,我们使用极值条件

摇 摇 dP
dW0

= 0. (56)

由此,方程便得到如下形式的无量纲临界屈曲载荷表达式:
摇 摇 P* = (琢0 + 姿2

1琢1)W*
0 + 姿1琢2W*2

0 + 琢3W*3
0 , (57)

其中对应于式(58)中正、负号的 P* 分别是下、上临界载荷. 对于实际工程,只有上临界载荷才

有意义. W*
0 表示双层网格圆底扁球壳失稳时的无量纲临界挠度,

摇 摇 W*
0 =

- 姿1琢2 依 (琢2
2 - 3琢1琢3)姿2

1 - 3琢0琢3

3琢3
. (58)

令方程(56)中的判别式为 0,得到壳体临界几何参数

摇 摇 (姿1) 0 =
3琢0琢3

琢2
2 - 3琢1琢3

. (59)

于是, (姿1) 0 被用来区分壳体屈曲与否. 当姿1 逸(姿1) 0 时,壳体将会出现屈曲;而当姿1 < (姿1) 0

时,壳体不会发生屈曲.
对于边缘夹紧固定边界,只须将式(48)的系数 b4 和 b7 改为

摇 摇
b4 = -

(7 + 姿4)b1 + (5 + 姿4)b2 + (3 + 姿4)b3

1 + 姿4
,

b7 = -
(5 + 姿4)b5 + (3 + 姿4)b6

1 + 姿4

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(60)

其余跟边缘滑动固定边界情况相同.

5摇 数值结果与讨论

我们对承受均布横向载荷且外边缘滑动固定或外边缘夹紧固定的双层网格圆底扁球壳结

构的非线性稳定性问题进行了数值计算. 网壳的有关参数如下:跨度 a = 60 m,厚度 h = 0. 6 m,
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网格的长度和宽度均为 L1 = L2 = L = 0. 6 m,网格表层杆件采用准102 伊 7 mm的圆钢管,腹杆和

斜杆采用 准60 伊 3. 5 mm 的圆钢管,弹性模量为 E = 1. 9 伊 105 MPa .

(a) 滑动固定 (b) 夹紧固定

图 2摇 不同 姿1 值下的特征曲线

(a) 滑动固定 (b) 夹紧固定

图 3摇 上临界屈曲压力 P* 随 姿1 值的变化曲线

将上述数据代入式(54),则外边缘滑动固定和外边缘夹紧固定的数值结果分别在图 2(a)
和 2(b)中给出. 从图 2 可以看出,当壳体几何参数 姿1 较小、壳体比较扁平时,壳体不会出现失

稳现象;当 姿1 值增大时,壳体发生屈曲. 并且从图2 不难看出,当几何参数 姿1 偏小时,壳体在夹

紧固定边界下更容易发生屈曲.
将上述数据代入式(57),则在外边缘滑动固定和外边缘夹紧固定条件下,上临界屈曲压

力 P* 随几何参数 姿1 的变化曲线在图 3 中给出. 结果表明,上临界屈曲压力 P* 随着 姿1 值的增

加而增大.
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Nonlinear Stability of a Double鄄Deck Reticulated
Circular Shallow Spherical Shell

XU Jia鄄chu,摇 LI Yong,摇 WANG Fan,摇 LIU Ren鄄huai
(Institute of Applied Mechanics, Jinan University, Guangzhou 510632, P. R. China)

Abstract: Based on the variational equation of the nonlinear bending theory of double鄄deck re鄄
ticulated shallow shells, equations of large deflection and boundary conditions for a double鄄
deck reticulated circular shallow spherical shell under a uniformly distributed pressure were de鄄
rived by using coordinate transformation means and stationary complementary energy principle.
The characteristic relationship and critical buckling pressure for the shell with two types of
boundary conditions were obtained by taking the modified iteration method. The effects of geo鄄
metrical parameters on the buckling behavior were also discussed.

Key words: double鄄deck reticulated circular shallow spherical shell; nonlinear stability; equiv鄄
alent continuum method; modified iteration method; stationary complementary
energy principle
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