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摘要:摇 首先对 Fredlund 的非饱和土一维固结理论进行简化,由得到的液相及气相的控制方程、
Darcy 定律及 Fick 定律,经 Laplace 变换及 Cayley鄄Hamilton 定理构造了顶面状态向量与任意深度处

状态向量间的传递关系;通过引入边界条件,得到了大面积瞬时加荷情况多种边界条件下 Laplace
变换域内的超孔隙水压力、 超孔隙气压力及土层沉降的解;采用 Crump 方法编制程序实现 Laplace
逆转换,得到了时间域内的超孔隙水压力、超孔隙气压力、土层沉降的半解析解;引用典型算例,对
单面排水排气情况,与已有的解析解进行对比,验证其正确性;对单面排气不排水情况,与差分法

结果进行对比进一步证明半解析解的正确性,并进行固结特性分析. 该研究对非饱和土一维固结

的研究具有重要的意义.
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引摇 摇 言

国外从 20 世纪 60 年代开始研究非饱和土固结问题,典型的有 Blight [1] ,Scott [2],Bar鄄
den[3],Fredlund 等[4鄄5]等提出的固结方程. 20 世纪 90 年代非饱和土固结问题是国内非饱和土

力学研究的热点,Yang(杨代泉) [6]、陈正汉[7鄄8]、Shen(沈珠江) [9]、殷宗泽[10] 等曾先后研究过

非饱和土的固结理论,并提出了各自的见解. 在非饱和土固结理论中比较完善也具有权威性的

是 Fredlund[5]固结理论. 秦爱芳等[11]基于 Fredlund 的非饱和土一维固结理论得到了大面积均

布瞬时加载下顶面为透水透气面,底面为不透水不透气(单面排水排气)边界条件下非饱和土

层一维固结的解析解. 对于简单荷载及边界条件的 Laplace 逆变换问题,可直接利用 Laplace
变换表得到逆变换的解析表达式,而对于大部分荷载及边界条件(如以上荷载的其它边界条

件),Laplace 变换下的表达式极其复杂,难以直接进行 Laplace 逆变换得到其解析解,需要通过

数值方法进行逆变换. 本文对大面积均布瞬时加载的多种边界条件,首先推导出 Laplace 变换

域内的超孔隙水压力、 超孔隙气压力及土层沉降的解,然后采用 Crump 方法编制程序实现 La鄄
place 逆转换,得到其半解析解. 这种半解析解方法避免了直接 Laplace 逆变换的困难,并可向
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多种荷载及多种边界条件拓展,这一研究将对非饱和土一维固结的研究具有重要的意义.

1摇 半解析解的求解

1. 1摇 对 Fredlund固结方程的简化

假定在 Fredlund 一维固结的基本控制方程中液体及气体的渗透系数为常数;假定固结过

程中发生的应变为小应变.
1. 2摇 顶面状态向量 軒X(0,s) 与任意深度处状态向量 軒X( z,s) 间的传递关系

基于 Fredlund 的一维非饱和土固结液相控制方程及简化气相的控制方程、Darcy 定律及

Fick 定律,经 Laplace 变换及 Cayley鄄Hamilton 数学方法构造的顶面状态向量 軒X(0,s) 与任意深

度处状态向量 軒X( z,s) 间的传递关系如下[11]:
摇 摇 軒X( z,s) = T( z,s)軒X(0,s) + S( z,s), (1)

其中
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当 z = H 时, 軒X( z,s) 可表达成
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, (2)

T11 ~ T44 及 S1 ~ S4 同文献[11].
1. 3摇 边界和初始条件

以下列两种边界条件为例:
边界条件 1摇 顶面排水排气,底面不排水不排气

摇 摇

ua(0,t) = uw(0,t) = 0,
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其中, u0
a 和 u0

w 为 t = 0 时刻由荷载引起的初始超孔隙气和初始超孔隙水压力.
边界条件 2摇 顶面排气不排水,底面不排水不排气

摇 摇
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1. 4摇 Laplace变换下的解 軒X( z,s)
边界条件 1摇 顶面排水排气,底面不排水不排气

将式(3)代入式(2),可以得到

002 秦摇 爱摇 芳摇 摇 摇 孙摇 德摇 安摇 摇 摇 谈摇 永摇 卫



摇 摇

軌ua(H,s)
軌uw(H,s)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

0
0

=

T11 T12 T13 T14

T21 T22 T23 T24

T31 T32 T33 T34

T41 T42 T43 T

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

44 z = H

0
0

軇Ja(0,s)
軇vw(0,s

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï)

+

S1

S2

S3

S

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

4 z = H

, (5)

解得
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将式(6)及(3)代入式(2),则可求得 Laplace 变换下任意时刻的超孔隙水压力、超孔隙气

压力、土层沉降:
摇 摇 軌ua( z,s) = T13
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边界条件 2摇 顶面排气不排水,底面不排水不排气

同以上方法,代入边界、初始条件,可求得

摇 摇 軌ua( z,s) = T12
軌uw(0,s) + T13

軇Ja(0,s) + S1 =
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1. 5摇 关于 Laplace逆变换的处理

数值法进行逆变换方法很多,Crump 法[12] 是精度较高的一种方法,本文采用 Crump 方法

编制程序实现 Laplace 逆变换得到时间域内的超孔隙水压力、超孔隙气压力及土层沉降的半

解析解, 具体参见附录 A . 求解超孔隙压力的主要流程可参见附录 B .

2摇 算例、验证及固结特性分析

为了验证所推导的非饱和土一维固结半解析解的正确性,本文采用典型算例,对边界条件

1 进行了半解析解与文献[11]解析解的对比. 对边界条件 2 进行了半解析解与有限差分方法

结果的对比,有限差分法(Fredlund 和 Hasan 文献[4]提出的)具体实施见文献[11].
计算问题如下:设一厚度为 8 m 的水平向无限的土层,主要土层参数为 n0 = 50% ,Sr0 =

80% ,ms
1k = - 2. 5 伊 10 -4 kPa -1,ms

2 / ms
1k = 0. 4,mw

1k / ms
1k = 0. 2,mw

2 / mw
1k = 4,表面瞬时施加一均匀

无限荷载 q = 100 kPa,初始超孔隙气压力为 u0
a = 20. 0 kPa,超孔隙水压力为 u0

w = 40 kPa (荷载

作用下的土中初始超孔隙气压力、超孔隙水压力按文献[5]的方法计算所得). 计算参数的设

定参考了文献[4]. 图 1 ~图 5 为土层表面透水透气,底面不透水不透气边界条件计算结果,其
中:(a)为本文半解析解结果, (b)为解析解结果. 图 6 ~图 12 为土层表面透气不透水,底面不

透水不透气边界条件计算结果,其中:(a)为本文半解析解结果, (b)为差分法结果. 图中时间

因素 T = kw t / (酌wms
1kH2) .

2. 1摇 顶面排水排气,底面不排水不排气边界条件下固结特性分析

比较图 1 ~图 5 的(a)和(b)可知,本文半解析解结果几乎与解析解结果一致. 证明本文的

半解析方法是正确的.
1) 从图 1 中可以看出 ka / kw 对超孔隙气压力有明显的影响,ka / kw 越大,消散开始得就越

早;在整个消散阶段,曲线陡降得比较厉害,即说明超孔隙气压力的消散是相对短时间内完成

的;另外,还可发现,在半对数坐标下,不同 ka / kw 情况下的超孔隙气压力消散曲线具有几乎相

同的切线斜率(消散率),从某种程度上来说,各曲线之间类似于简单的平移.
2) 从图 2 中可以看出,在固结初期, ka / kw 越小,超孔隙水压力的消散就开始得越迟,类似

于图1超孔隙气压力消散;而在后期(超孔隙气消散结束后),无论 ka / kw 取值如何,超孔隙水压
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(a) 半解析解结果 (b) 解析解结果

图 1摇 不同 ka / kw 条件下土中超孔隙气压力 ua / q 随时间 T 的变化

(a) 半解析解结果 (b) 解析解结果

图 2摇 不同 ka / kw 条件下土中超孔隙水压力 uw / q 随时间 T 的变化

(a) 半解析解结果 (b) 解析解结果

图 3摇 ka / kw = 10 时不同 z / H 处土中超孔隙气压力 ua / u0
a 随时间 T 的变化

力的消散曲线都趋于一致,这主要是由于超孔隙气压力在后期已消散结束所造成的.
3) 从图 3 可以发现,越接近顶面超孔隙气压力开始消散得越早,这主要是由于土层顶面

排水排气,加压后,顶面的超孔隙气体可以较快地排出;而土层底面不排水不排气,该处的孔隙

气体不可能直接穿过底面边界而排出,它的渗透路径最终必须回到顶面. 从这一角度来看,深
度越深,超孔隙气体的渗透路径就越长,相应地超孔隙气压力消散开始得也就越缓慢.

4) 从图 4 可以发现,超孔隙水顶面处先开始消散,底面处最后开始. 另外消散曲线大致呈
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(a) 半解析解结果 (b) 解析解结果

图 4摇 ka / kw = 10 时不同 z / H 处土中超孔隙水压力 uw / u0
w 随时间 T 的变化

(a) 半解析解结果 (b) 解析解结果

图 5摇 不同 ka / kw 条件下土层沉降 w* = w / (ms
1kqH) 随时间 T 的变化

双 S 型,当 ka / kw > 1 时,都有一段相对平缓的过渡区段,本文称之为“平台期冶,ka / kw 越大,这
一“平台期冶越长;对照图 3 我们可以发现:在超孔隙气压力消散为 0 的时刻,刚好是这一平缓

区段的开始时刻,这也是消散曲线前期与后期的分界点:前期主要由超孔隙气压力的消散控

制,后期主要由超孔隙水压力的消散控制. “平台期冶长短还随深度变化,相同 ka / kw 情况下:越
接近排气排水面,“平台期冶越短,随着距排气排水面距离增大,“平台期冶增长.

5) 图 5 为不同 ka / kw 情况下土层沉降随时间的变化规律,其中沉降用无量纲形式 w* =
w / (ms

1kqH)表示. 从图中可以看出:当 ka < kw 时(即 ka / kw = 0. 1) 时,沉降随时间变化曲线呈 S
型,类似于饱和土固结沉降曲线;而当 ka > kw 时, 随 ka / kw 值的增大,沉降随时间变化曲线由 S
型逐渐过渡成双 S 型. 这是由于土的前期固结沉降主要是由超孔隙气压力的消散引起的,而后

期土的固结沉降主要是超孔隙水压力消散引起的. 当 ka / kw 较大时,初期超孔隙气压力消散得

非常快;当超孔隙气压力消散结束后,超孔隙水消散出现平缓段, ka / kw 越大,平缓段越长,土
的沉降曲线将出现减缓趋势;平缓段结束后孔隙水继续消散且不受 ka / kw 的影响,土的沉降曲

线趋于一致.
2. 2摇 顶面排气不排水,底面不排水不排气边界条件下固结特性分析

比较图 6 ~图 11 的(a)和(b)可知,本文半解析解结果几乎与有限差分法结果一致. 证明

本文的半解析解方法是正确的,精度较高.
1) 图 6、图 8、图 10 为顶面排气不排水,底面不排水不排气时,超孔隙气压力消散的 ua / q,

402 秦摇 爱摇 芳摇 摇 摇 孙摇 德摇 安摇 摇 摇 谈摇 永摇 卫



(a) 半解析解结果 (b) 有限差分方法结果

图 6摇 不同 ka / kw 条件下土中超孔隙气压力 ua / q 随时间 T 的变化

(a) 半解析解结果 (b) 有限差分方法结果

图 7摇 不同 ka / kw 条件下土中超孔隙气压力 uw / q 随时间 T 的变化

(a) 半解析解结果 (b) 有限差分方法结果

图 8摇 ka / kw = 10 时不同 z / H 处土中超孔隙气压力 ua / ua0 随时间 T 的变化

ua / ua0 图. 此种边界条件下超孔隙气压的消散,与顶面排水排气且底面不排水不排气边界条件

下超孔隙气压的消散是完全相同的(相同 ka / kw 下,ua / q,ua / ua0 图是完全相同的),也就是说:
当顶面排气时,排水或不排水对超孔隙气压的消散不产生影响.

2) 图 7 是顶面排气不排水,底面不渗透时,超孔隙水压力消散的 uw / q 图,对比顶面排水

排气,底面不排水不排气的情况,超孔隙水压力的消散在超孔隙气压消散结束之前是相同的.
由于顶面不排水,当超孔隙气压消散结束后,超孔隙水压不再消散,uw / q 恒定为某一值.

3) 图 9、图 11 是顶面排气不排水,底面不排水不排气时,超孔隙水压力消散的 uw / uw0 图.
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(a) 半解析解结果 (b) 有限差分方法结果

图 9摇 ka / kw = 10 时不同 z / H 处土中超孔隙气压力 uw / uw0 随时间 T 的变化

(a) 半解析解结果 (b) 有限差分方法结果

图 10摇 不同 ka / kw = 1 时不同 z / H 处土中超孔隙气压力 ua / ua0 随时间 T 的变化

(a) 半解析解结果 (b) 有限差分方法结果

图 11摇 不同 ka / kw = 1 时不同 z / H 处土中超孔隙气压力 uw / uw0 随时间 T 的变化

当 ka / kw = 10时,在超孔隙气压消散完后,超孔隙水压在一段平缓段后将有微小的调整阶段,最
后趋于平衡;当 ka / kw = 1时,在超孔隙气压消散完后,超孔隙水压也有微小的调整阶段,最后趋

于平衡,ka / kw 越大,调整之前的平缓段会稍长一些. 消散结束后的局部调整如图 12、图 13.

3摇 结摇 摇 论

1) 采用 Crump 方法,实现 Laplace 逆变换可得到多种边界条件下时间域内的超孔隙水压

力、 超孔隙气压力、土层沉降的半解析解.
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图 12摇 ka / kw = 10 时超孔隙气 图 13摇 ka / kw = 1 时超孔隙气

消散结束后的局部调整 消散结束后的局部调整

2) 在单面排气排水情况下,进行了半解析解与解析解结果的对比,验证了本文半解析解

方法的正确性.
3) 在单面排气不排水情况下,进行了半解析解与由用 Fredlund 提出的有限差分方法计算

的结果对比,结果表明本文采用 Crump 方法实现 Laplace 逆变换,精度较高.
4) 对单面排水排气及单面排气不排水两种边界条件下的非饱和土固结特性进行了分析.
半解析法具有编程简单、输入数据方便的特点,为快速计算提供了方便. 采用本文半解析

方法可以得到均布瞬时加荷,多种边界条件下的半解析解,克服了解析解很难直接求解的局限

性.
由于非饱和土固结的研究还不成熟,得出的半解析解可为非饱和土固结研究提供有用的

第一近似值,此研究具有重要的学术意义及工程应用价值.

附录 A摇 Crump的 Laplace逆变换方法(Crump, 1976[12]; Durbin, 1973[13])

假设 f( t) 是 t的函数,当 t > 0 时 f( t) = 0,并且可分段连续,即当 t寅 ¥时 | f( t) | 臆Me琢t, 琢 为指数. f( t)
的 Laplace 转换为

摇 摇 F( s) = 乙¥

0
e -st f( t)dt, (A1)

其中 F( s) 被界定为 Re( s) > 琢 . 逆变换是由 Bromwich 积分定义的:

摇 摇 f( t) = 1
2仔i 乙

a+ i¥

a- i¥
estF( s)ds,摇 摇 t > 0, (A2)

s = a + i棕,其中 a 可以是任何比 琢 大的实数.
Crump[12]的方法是在 Durbin[13]的 Fourier 级数求和基础上逼近的:

摇 摇 f( t j) 抑 e琢tj

子
1
2 F(a) + 移

¥

k = 1
Re F a + k仔i( )( )子

cos
k仔t j
子{[ -

摇 摇 摇 摇 Im F a + k仔i( )( )子
sin

k仔t j} ]子
. (A3)

假设我们通过用 2N + 1 个 Sm = 移m

n = 1
an(m = 1,2,…,2N + 1) 的总和来近似求出移¥

n = 1
an 的总和. 我

们定义 着 (m)
0 = 0, 着 (m)

1 = Sm 来确定 着 (m)
p+1 = 着 (m+1)

p-1 {+ 着 (m+1)
p - 着 (m) }p

-1 . 然后序列 着 (1)
1 ,着 (1)

3 ,着 (1)
5 ,…,着 (1)

2N+1 是

一串逼近总和的近似序列,它比那些没有转换过的序列 S1,S2,…,S2N+1 要更接近总和.
在我们的研究中,这些数据要被用到:
1) 子 = tfac 伊 max (0. 01,t j),其中 tfac = 0. 8;
2) a = 琢 b - ln(0. 1 伊 Er) / (2子),其中 琢 b 必须和 琢 的值相同或者稍稍的大一点,Er 是根据 Laplace逆变换
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所获得的允许误差,因此 Er 必须在 0 臆 Er < 1. 0 的区间内;
3) N = 10 ~ 20.
我们通常选取时间间隔 10 -6 < t < 10 来进行优化算法以获得数值结果.

附录 B摇 求解孔隙压力流程图
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Semi鄄Analytical Solution to One鄄Dimensional
Consolidation in Unsaturated Soils
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Abstract: A series of semi鄄analytical solutions to one鄄dimensional consolidation in unsaturated
soil were obtained. First, the air governing equation by Fredlund for unsaturated soil consolida鄄
tion was simplified. Then, by applying the Laplace transform and Cayley鄄Hamilton theorem to
the air and water governing equations of simplified, Darcy爷s law and Fick爷 s law, the transfer
function between the state vectors at top and at any depth was constructed. Finally, by intro鄄
ducing the boundary conditions, the excess pore鄄water pressure and excess pore鄄air pressure
and the soil settlement were obtained under several kinds of boundary conditions under the
large鄄area uniform instantaneous loading. By adopting the Crump method, the inversion of La鄄
place transform was performed, and the semi鄄analytical solutions to the excess pore鄄water and
excess pore鄄air pressures and the soil settlement were obtained in the time domain. In the case
of one surface which is permeable to air and water, comparisons between the semi鄄analytical
solutions and the analytical solutions indicate that the semi鄄analytical solutions are correct by a
typical example. In the case of one surface which is permeable to air but impermeable to wa鄄
ter, comparisons between the semi鄄analytical solutions and the results of the finite difference
method indicate that the semi鄄analytical solution is correct too, else the consolidation charac鄄
teristics are analysed . The research is useful to the studies on unsaturated soil consolidation.

Key words: one鄄dimensional consolidation; unsaturated soil; excess pore鄄water pressure; ex鄄
cess pore鄄air pressure; semi鄄analytical solution
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