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1 颐1 内共振悬索的二维奇异性分析
*
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(哈尔滨工业大学 航天学院 137 信箱,哈尔滨 150001)
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摘要:摇 对 1颐1 内共振悬索系统的二维分岔方程进行了研究. 根据奇异性理论得到了 3 种情况下开

折系统的转迁集. 转迁集将整个参数空间分成了不同的保持域,得到了各个保持域上的分岔图.
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引摇 摇 言

悬索由于其本身低阻尼、轻质量、大柔度等特点,在海洋工程领域、输电导线领域和大跨度

桥梁工程领域等的应用越来越广泛,其非线性动力学特性的研究也得到了人们越来越多的关

注. 1991 年,Rao 和 Iyengar[1] 研究了周期激励下悬索的内共振和非线性响应. 1992 年,Lee
等[2]研究了悬索的内共振,得到了悬索的二阶近似解. 1995 年 Benedettini 等[3] 利用多尺度法

对悬索的 4 个自由度模型进行了分析,考虑了 1颐1 内共振和 1颐2 内共振同时存在的情况. 2002
年,Zhang 等[4]研究了悬索的全局分岔及混沌动力学. 2006 年,王连华等[5] 研究了 1颐 3 内共振

悬索系统在外激励作用下的非线性响应,对其平均方程的稳态解、周期解及非线性响应进行了

分析. 2007 年,赵跃宇等[6]对 1颐3 内共振悬索系统的二模态非线性响应进行了研究,讨论了系

统参数对稳态解的影响. 2008 年,赵跃宇等[7]研究了悬索的多重内共振,分析了稳态解的稳定

性及响应的分岔现象.
在以往的研究中,都是将其他系统参数固定后只保留分岔参数来研究其分岔特性. 而对于

实际的系统,其难免会受到一些扰动,系统受到扰动后,其分岔行为是否会发生改变,这是本文

要解决的问题. 另外,到目前为止利用奇异性理论来进行分岔分析主要应用在单自由度动力学

系统当中. 而对于内共振系统,其自由度数至少为 2. 尽管在 1985 年 Golubitsky 和 Schaeffer[8]

已经将其异性理论推广到了 2 自由度系统当中,但其应用却很少. 本文应用二维奇异性理论对

1颐1 内共振悬索的二维分岔方程进行了研究,分析了阻尼 滋2、调谐参数 滓2 和激励幅值 f3 对悬

索分岔特性的影响.
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1摇 1颐1 内共振悬索系统的分岔方程

根据文献[9],悬索的无量纲运动方程为

摇 摇
咬q2 + 2着滋2

觶q2 + 棕2
2q2 + 着琢2q2

2 + 着茁2q2
3 + 着酌2q3

2 + 着浊2q2
3q2 = 0,

咬q3 + 2着滋3
觶q3 + 棕2

3q3 + 着琢3q2q3 + 着酌3q3
3 + 着浊3q2

2q3 = 2着f3cos赘t
{

,
(1)

其中

摇 摇 棕2
2 = b2 / b1, 着琢2 = b3 / b1, 着茁2 = b4 / b1, 着酌2 = b5 / b1, 着浊2 = b6 / b1,

摇 摇 2着滋2 = 灼2 / b1, 棕2
3 = c2 / c1, 着琢3 = c3 / c1, 着酌3 = c4 / c1, 着浊3 = c5 / c1,

摇 摇 2着滋3 = 灼3 / c1, 2着f3cos赘t = Q0 / c1,
棕2,棕3 为固有频率, 滋2,滋3 为阻尼系数,琢2,琢3,茁2,茁3,酌2,酌3,浊2 和浊3 为非线性系数,其他各参数

参见文献[9]. 在文献[9]中,给定了一组悬索的材料参数和几何参数,计算后得其固有频率为

棕2 = 0. 314 408 和 棕3 = 0. 314 159,也就是说 棕2 和 棕3 非常接近.
因此,考虑了悬索 1颐1 内共振的情况. 引入调谐参数 滓1 和 滓2, 假设

摇 摇 棕2 = 棕3 + 着滓1, 赘 = 棕3 + 着滓2 . (2)

应用多尺度法可得到其平均方程[9]为

摇 摇

a忆
2 = - 滋2a2 -

浊2a2
3a2

8棕2
sin(2姿2 - 2姿3),

a忆
3 = - 滋3a3 +

浊3a2
2a3

8棕3
sin(2姿2 - 2姿3) +

f3
棕3

sin姿3,

a2(滓2 - 滓1 - 姿忆
2) =

浊2a2
3a2

4棕2
+

3酌2a3
2

8棕2
+
浊2a2

3a2

8棕2
cos(2姿2 - 2姿3),

a3(滓2 - 姿忆
3) =

3酌3a3
3

8棕3
+
浊3a2

2a3

4棕3
+
浊3a2

2a3

8棕3
cos(2姿2 - 2姿3) -

f3
棕3

cos姿3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(3)

其中

摇 摇 姿2 = (滓2 - 滓1)T1 - 兹2, 姿3 = 滓2T1 - 兹3, 棕2 抑 棕3 .
从方程(3)可以得到其分岔方程为

摇 摇

a2
2 滋2

2 + 滓1 - 滓2 +
浊2a2

3

4棕3
+

3酌2a2
2

8棕
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

2

a2
2 -

浊2
2a4

3

64棕2
3
a2

2 = 0,

滋2浊3a2
2

棕3
+
滋3浊2a2

3

棕
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

2

+ (滓1 - 滓2)浊3a2
2

棕3
+

3浊3酌2a4
2

8棕2
3

+
滓2浊2a2

3

棕3
-

3浊2酌3a4
3

8棕
é

ë
êê

ù

û
úú2

3

2

-

摇 摇
浊2

2 f 2
3 a2

3

棕4
3

= 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(4)

令

摇 摇 姿 = 滓2, 着1 = 滋2, 着2 =
浊2

2 f 2
3

棕2
3浊2

3
,

摇 摇 m1 =
3浊2

2

64棕2
3
, m2 =

9酌2
2

64棕2
3
, m3 =

浊2

2棕3
, m4 =

3酌2

4棕3
, m5 =

3酌2浊2

16棕2
3
,
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摇 摇 n1 =
滋3浊2

浊3
, n2 =

浊2
2

浊2
3
, n3 =

9浊2
2酌2

3

64棕2
3浊2

3
, n4 =

2浊2

浊3
, n5 =

3浊2酌3

4棕3浊3
,

摇 摇 n6 =
3浊2酌2

4棕3浊3
, n7 =

9浊2酌2酌3

32棕2
3浊3

, n8 =
3浊2

2酌3

4棕3浊2
3
,

则方程(4)变为

摇 摇

G1 = [着2
1 + (滓1 - 姿) 2 + m1a4

3 + m2a4
2 + m3(滓1 - 姿)a2

3 +

摇 摇 m4(滓1 - 姿)a2
2 + m5a2

2a2
3]a2

2 = 0,

G2 = 着2
1a4

2 + n2
1a4

3 + 2n1着1a2
2a2

3 + (滓1 - 姿) 2a4
2 + m2a8

2 + n2姿2a4
3 + n3a8

3 +

摇 摇 m4(滓1 - 姿)a6
2 + n4(滓1 - 姿)姿a2

2a2
3 - n5(滓1 - 姿)a2

2a4
3 + n6姿a4

2a2
3 -

摇 摇 n7a4
2a4

3 - n8姿a6
3 - 着2a2

3 = 0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(5)

根据方程(5),可将 G1 和 G2 看成是 g1 和 g2 的一个开折,

摇 摇

g1 = [(滓1 - 姿) 2 + m1a4
3 + m2a4

2 + m3(滓1 - 姿)a2
3 +

摇 摇 m4(滓1 - 姿)a2
2 + m5a2

2a2
3]a2

2 = 0,

g2 = n2
1a4

3 + (滓1 - 姿) 2a4
2 + m2a8

2 + n2姿2a4
3 + n3a8

3 + m4(滓1 - 姿)a6
2 +

摇 摇 n4(滓1 - 姿)姿a2
2a2

3 - n5(滓1 - 姿)a2
2a4

3 + n6姿a4
2a2

3 - n7a4
2a4

3 - n8姿a6
3 = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(6)

其中 姿 为分岔参数,着1 和 着2 为开折参数.

2摇 1颐1 内共振系统的二维奇异性分析

将方程(5)分别对 a2,a3 和 姿 求导,可得到下面的关系:

摇 摇

G1a2 = [2着2
1 + 2 (滓1 - 姿) 2 + 2m1a4

3 + 6m2a4
2 + 2m3(滓1 - 姿)a2

3 +

摇 摇 4m4(滓1 - 姿)a2
2 + 4m5a2

2a2
3]a2,

G1a3 = [4m1a2
3 + 2m3(滓1 - 姿) + 2m5a2

2]a3a2
2,

G1姿 = [ - 2(滓1 - 姿) - m3a2
3 - m4a2

2]a2
2,

G2a2 = [4着2
1a2

2 + 4n1着1a2
3 + 4(滓1 - 姿) 2a2

2 + 8m2a6
2 + 6m4(滓1 - 姿)a4

2 +

摇 摇 2n4(滓1 - 姿)姿a2
3 - 2n5(滓1 - 姿)a4

3 + 4n6姿a2
2a2

3 - 4n7a2
2a4

3]a2,

G2a3 = [4n2
1a2

3 + 4n1着1a2
2 + 4n2姿2a2

3 + 8n3a6
3 + 2n4(滓1 - 姿)姿a2

2 -

摇 摇 4n5(滓1 - 姿)a2
2a2

3 + 2n6姿a4
2 - 4n7a4

2a2
3 - 6n8姿a4

3 - 2着2]a3,

G2姿 = - 2(滓1 - 姿)a4
2 + 2n2姿a4

3 - m4a6
2 + n4(滓1 - 2姿)a2

2a2
3 +

摇 摇 n5a2
2a4

3 + n6a4
2a2

3 - n8a6
3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(7)

情况 1摇 当 a2 = 0,a3 屹0 时,方程(5) 中的 G1 可变为

摇 摇 H1 = n2
1a4

3 + n2姿2a4
3 + n3a8

3 - n8姿a6
3 - 着2a2

3 = 0. (8)
同样, H1 可看成

摇 摇 h1 = n2
1a4

3 + n2姿2a4
3 + n3a8

3 - n8姿a6
3 = 0 (9)

的一个开折,其中 姿 为分岔参数,着2 为开折参数.
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将方程(8)分别对 a3 和 姿 求导,可得到下面的关系:

摇 摇

H1 = n2
1a4

3 + n2姿2a4
3 + n3a8

3 - n8姿a6
3 - 着2a2

3,

H1a3 = 4n2
1a3

3 + 4n2姿2a3
3 + 8n3a7

3 - 6n8姿a5
3 - 2着2a3,

H1姿 = 2n2姿a4
3 - n8a6

3,

H1a3a3 = 12n2
1a2

3 + 12n2姿2a2
3 + 56n3a6

3 - 30n8姿a4
3 - 2着2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(10)

根据单自由度系统转迁集的定义[8,10],方程(8)的分岔集满足

摇 摇 a4
3 = -

n2
1

- 3n2
8 / 4n2 + 3n3

, 姿 =
n8a2

3

2n2
, 着2 = n2

1a2
3 + n2姿2a2

3 + n3a6
3 - n8姿a4

3, (11)

滞后集满足

摇 摇 a4
3 = -

n2
1

9n2n2
3 / n2

8 - 3n3
, 姿 =

3n3a2
3

n8
, 着2 = n2

1a2
3 + n2姿2a2

3 + n3a6
3 - n8姿a4

3 . (12)

将方程(11)和方程(12)中的 a3 和 姿 消掉后可得其转迁集,如图 1 所示.

图 1摇 情况 1 的转迁集

从图 1 可以看到, 着2 鄄 轴被分成了两个保持域,各部

分的分岔图如图 2 所示.
从图 2 可以看到,当 着2 > e1 时系统会出现滞后现

象,也就是说当分岔参数增大时系统的稳态解会从解的

上分支跳跃到解的下分支,而当分岔参数减小时系统的稳态解会从解的下分支跳跃到解的上

分支. 这对悬索来说是很危险的,因此在悬索设计时,尽量不要把参数选在该区域内.

(a) 着2 臆 e1 (b) 着2 > e1
图 2摇 情况 1 的分岔图

图 3摇 情况 2 的分岔图 图 4摇 情况 3 的转迁集
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情况 2摇 当 a3 = 0,a2 屹0 时,方程(5)中的关系变为

摇 摇 [着2
1 + (滓1 - 姿) 2 + m2a4

2 + m4(滓1 - 姿)a2
2]a2

2 = 0. (13)
可求得方程(13)的转迁集为空集,也就是说在整个的分岔参数区域内系统的分岔特性是

相同的. 其分岔图如图 3 所示.

(a) 区域淤、于和盂的分岔图

(b) 区域淤和于的分岔图在 姿鄄a2 面内的投影

(c) 区域淤和于的分岔图在 姿鄄a3 面内的投影

图 5摇 情况 3 中各保持域的分岔图

情况 3摇 当 a2 屹0,a3 屹0 时,根据二维系统转迁集的定义[8],方程(5)的分岔集满足

摇 摇 G1 = 0, G2 = 0, G1a2·G2a3 - G1a3·G2a2 = 0, G1a3·G2姿 - G2a3·G1姿 = 0, (14)

滞后集满足

摇 摇 G1 = 0, G2 = 0, G1a2·G2a3 - G1a3·G2a2 = 0, G1a2·f2 - G2a2 f1 = 0, (15)

其中

摇 摇 f1 = 2着2
1a忆

2a忆
2 + 2 (滓1 - 姿) 2a忆

2a忆
2 + 2m1a4

3a忆
2a忆

2 + 8m1a2a3
3a忆

2a忆
3 + 30m2a4

2a忆
2a忆

2 +
摇 摇 摇 摇 2m3(滓1 - 姿)a2

3a忆
2a忆

2 + 4m3(滓1 - 姿)a2a3a忆
2a忆

3 + 12m4(滓1 - 姿)a2
2a忆

2a忆
2 +
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摇 摇 摇 摇 12m5a2
2a2

3a忆
2a忆

2 + 8m5a3
2a3a忆

2a忆
3 + 8m1a2a3

3a忆
2a忆

3 + 12m1a2
3a2

2a忆
3a忆

3 +
摇 摇 摇 摇 4m3(滓1 - 姿)a2a3a忆

2a忆
3 + 2m3(滓1 - 姿)a2

2a忆
3a忆

3 + 8m5a3
2a3a忆

2a忆
3 + 2m5a4

2a忆
3a忆

3,
摇 摇 f2 = 12着2

1a2
2a忆

2a忆
2 + 4n1着1a2

3a忆
2a忆

2 + 8n1着1a2a3a忆
2a忆

3 + 12 (滓1 - 姿) 2a2
2a忆

2a忆
2 +

摇 摇 摇 摇 56m2a6
2a忆

2a忆
2 + 30m4(滓1 - 姿)a4

2a忆
2a忆

2 + 2n4(滓1 - 姿)姿a2
3a忆

2a忆
2 +

摇 摇 摇 摇 4n4(滓1 - 姿)姿a2a3a忆
2a忆

3 - 2n5(滓1 - 姿)a4
3a忆

2a忆
2 - 8n5(滓1 - 姿)a2a3

3a忆
2a忆

3 +
摇 摇 摇 摇 12n6姿a2

2a2
3a忆

2a忆
2 + 8n6姿a3

2a3a忆
2a忆

3 - 12n7a2
2a4

3a忆
2a忆

2 - 16n7a3
2a3

3a忆
2a忆

3 +
摇 摇 摇 摇 12n2

1a2
3a忆

3a忆
3 + 8n1着1a2a3a忆

2a忆
3 + 4n1着1a2

2a忆
3a忆

3 + 12n2姿2a2
3a忆

3a忆
3 + 56n3a6

3a忆
3a忆

3 +
摇 摇 摇 摇 4n4(滓1 - 姿)姿a2a3a忆

2a忆
3 + 2n4(滓1 - 姿)姿a2

2a忆
3a忆

3 - 8n5(滓1 - 姿)a2a3
3a忆

2a忆
3 -

摇 摇 摇 摇 12n5(滓1 - 姿)a2
2a2

3a忆
3a忆

3 + 8n6姿a3
2a3a忆

2a忆
3 + 2n6姿a4

2a忆
3a忆

3 -
摇 摇 摇 摇 16n7a3

2a3
3a忆

2a忆
3 - 12n7a4

2a2
3a忆

3a忆
3 - 30n8姿a4

3a忆
3a忆

3 - 2着2a忆
3a忆

3,
摇 摇 G1a2·a

忆
2 + G1a3·a忆

3 = 0,

摇 摇 a忆
i =

dai

dt t = 0

.

同样,将方程(14)和方程(15)中的 a3 和 姿 消掉后可得其转迁集,如图 4 所示. 从图 4 可以看

到,转迁集将参数空间分为 3 个保持区域,各区域的分岔图如图 5 所示.
从图 5 可以看到,当开折参数选在区域盂时,系统不存在周期解(振幅 a2 和a3 是负值);当

开折参数变化到区域于时,出现稳态解;当开折参数变化到区域淤时,稳态解出现滞后现象.
另外,通过 4 阶 Runge鄄Kutta 法对系统进行了数值模拟,模拟结果如图 6 所示.

摇 (着1 = 0. 1,着2 = 2,姿 = 2,初始值[q2, 觶q2,q3, 觶q3] = [0. 008 6, - 0. 588, 0. 008 6, - 0. 588])

(a) 参数在区域淤时的时间历程图和相平面图
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(着1 = 0. 1,着2 = 2,姿 = 2,初始值[q2, 觶q2,q3, 觶q3] = [4, - 0. 588, 4, - 0. 588])

(b) 参数在区域淤时的时间历程图和相平面图

(着1 = 0. 25,着2 = 2,姿 = 1. 5,初始值[q2, 觶q2,q3, 觶q3] = [0. 008 6, - 0. 588, 0. 008 6, - 0. 588])

(c) 参数在区域于时的时间历程图和相平面图

041 1颐1 内共振悬索的二维奇异性分析



(着1 = 0. 25,着2 = 2,姿 = 1. 5,初始值[q2, 觶q2,q3, 觶q3] = [4, - 0. 588, 4, - 0. 588])

(d) 参数在区域于时的时间历程图和相平面图

图 6摇 数值模拟结果

摇 摇 从图 6 可以发现,参数不管是选在在区域淤还是区域于时,系统都会稳定到某一周期解,
但对应不同的初值系统会稳定到分岔曲线的不同的周期解上.

3摇 结摇 摇 论

本文对 1颐1 内共振悬索系统的二维分岔方程进行了奇异性分析,根据奇异性理论得到了

3 种情况下开折系统的转迁集. 转迁集将整个参数空间分成不同的保持域,得到了各个保持域

上的分岔图. 发现在不同的保持域内有不同的分岔模式. 在以往的研究中,主要是将开折参数

固定后来分析系统振动幅值的分岔特性. 而至于开折参数会对系统分岔特性产生什么样的影

响,人们没有一个全面的了解. 本文主要对二维悬索的分岔特性进行了分析,为该系统的优化

设计奠定了理论基础.
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Singularity Analysis of a Two鄄Dimensional Elastic
Cable With 1 颐1 Internal Resonance

QIN Zhao鄄hong,摇 CHEN Yu鄄shu,摇 LI Jun
(School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, P. O. Box 137,

Harbin 150001, P. R. China)

Abstract: Two鄄degree鄄of鄄freedom bifurcation equations for elastic cable with 1颐1 internal reso鄄
nance were investigated. The transition set of system was obtained by singularity theory for
three cases. The whole parametric plane was divided into several different persistent regions by
the transition set. The bifurcation diagrams in different persistent regions were obtained.

Key words: two鄄degree鄄of鄄freedom bifurcation system; elastic cable; singularity analysis
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