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摘要:摇 利用二元 4 次样条插值基和三角形面积坐标构造 17 节点四边形单元. 这个新单元具有 4
次完备阶,通过一些算例测试表明了该单元有较高精度并对网格畸变不敏感.
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引摇 摇 言

位移法是指将位移假定为直角坐标中的简单多项式,待定系数为广义坐标参数. 构造协调

四边形单元常用的方法是等参变换. 一般来说,有 2 种常用的等参元族,Serendipity 元,如 Q8 /
Q12 / Q17,和 Lagrange 元,如 Q9 / Q16 / Q25[1] . 通常 Serendipity 元不含或者含有少量的内部节

点,因此,Serendipity 元具有节点数少于 Lagrange 元的优点. 例如 4 次单元 Q25 比 Q17 多了 8
个节点. 然而 Serendipity 元有一个众所周知的缺点,当网格畸变时精度明显降低. Lee 和

Bathe[2]对等参元的精度受网格畸变的影响做了深入的研究. 他们指出当单元从矩形变成不规

则的四边形时,直角坐标 (x,y) 和等参坐标(孜,浊) 之间的变换从线性变为非线性,从而导致位

移场关于直角坐标的完备阶降低. 因此 Serendipity 元虽然有等参坐标的高次项,但对直角坐

标,Q8 和 Q12 只有 1 次完备阶,Q17 只有 2 次完备阶.
为了克服等参元的网格敏感性,Long 和 Cen 等利用四边形面积坐标方法构造了 1 族 4 ~ 8

节点的四边形单元[3鄄4] . 李勇东等提出精化不协调平面 8 节点元[5] . Li 等构造了分别具有 2 次

和 3 次完备阶的 8 节点和 12 节点样条单元[6]淤于 . 这些单元在克服网格畸变和提高精度方面

表现出良好的性能. 另外,采用高阶单元也是提高精度的一种有效方法. Rathod 等推导了矩形
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网格上 4 次到 10 次的 Serendipity 单元族和完备 Lagrange 单元族的表达式[7] . Ho 等利用泡函

数和凝聚法构造了 1 次到 3 次的加强单元族[8] . 因此对(高阶)单元族的研究在有限元的理论

和应用中都是很有意义和必要的.
样条函数是满足一定连续条件的分片多项式[9鄄10],具有简单性和协调性的优点,在有限元

法中应用广泛. 我们已经利用二元样条插值基构造了 1 ~ 3 阶的四边形样条单元[6]淤于,在本文

中,我们给出 17 节点样条单元的构造方法,这个单元具有 4 次完备阶,对不规则网格保持高精

度. 这样,我们得到了 1 个 1 ~ 4 阶的 L4,L8,L12 和 L17 样条单元族,它们的节点数和 Seren鄄
dipity 元相等,且与 Lagrange 元的完备阶相同.

本文的结构如下: 首先第 1 节简单介绍定义在三角形面积坐标上的 B 网方法,第 2 节给

出 17 节点样条单元的构造,最后通过数值算例来测试这个单元的精度,并与 Q17 单元进行了

比较.

1摇 三角形面积坐标和 B 网方法

B 网方法是研究定义在三角形上的二元样条函数的一种重要的方法,它起源于 Bernstein
多项式,并基于三角形面积坐标.

如图 1(a)所示,三角形 吟P1P2P3 内任一点 P 的面积坐标为(姿1,姿2,姿3), 其中

摇 摇 P1 = (x1,y1),P2 = (x2,y2),P3 = (x3,y3),P = (x,y),
直角坐标 (x,y) 与面积坐标(姿1,姿2,姿3) 之间的关系为

摇 摇
x = x1姿1 + x2姿2 + x3姿3,
y = y1姿1 + y2姿2 + y3姿3

{ ,
(1)

共有 (n + 2)(n + 1) / 2 个域点 孜i,j,k 分布在吟P1P2P3 内,面积坐标分别为( i / n,j / n,k / n), 如图

1(b)所示,其中 n = 4.

(a) (b)
图 1摇 面积坐标和 4 次 B网域点

定义在 吟P1P2P3 上的 n 次 Bernstein 多项式为

摇 摇 Bn
i,j,k(姿1,姿2,姿3) = n!

i! j! k! 姿 i
1姿 j

2姿k
3,摇 摇 i + j + k = n,

姿1,姿2,姿3 逸0, 姿1 + 姿2 + 姿3 = 1
{

.
(2)

所有 n 次 Bernstein 多项式组成的行向量记为 Bn . 例如

摇 摇 B4 {= B4
4,0,0,B4

3,1,0,B4
3,0,1,B4

2,2,0,B4
2,1,1,B4

2,0,2,B4
1,3,0,B4

1,2,1,B4
1,1,2,

摇 摇 摇 摇 B4
1,0,3,B4

0,4,0,B4
0,3,1,B4

0,2,2,B4
0,1,3,B4

0,0, }4 =
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{摇 摇 摇 摇 姿4
1,4姿3

1姿2,4姿3
1姿3,6姿2

1姿2
2,12姿2

1姿2姿3,6姿2
1姿2

3,4姿1姿3
2,12姿1姿2

2姿3,
摇 摇 摇 摇 12姿1姿2姿2

3,4姿1姿3
3,姿4

2,4姿3
2姿3,6姿2

2姿2
3,4姿2姿3

3,姿 }4
3 .

容易验证,所有的 n 次 Bernstein 多项式是线性无关的,并满足单位分解性:

摇 摇 鄱
i +j+k = n

Bn
i,j,k(姿1,姿2,姿3) = (姿1 + 姿2 + 姿3) n = 1.

对直角坐标系下的任意 n 次多项式

摇 摇 p(x,y) = 鄱
i +j臆n

ai,j xiy j, (3)

可以表示为如下面积坐标的 B 网形式

摇 摇 p(x,y) = f(姿1,姿2,姿3) = 鄱
i +j+k = n

bi,j,kBn
i,j,k(姿1,姿2,姿3) = Bnfb, (4)

其中, bi,j,k 称为对应域点 孜 i,j,k 的 B佴zier 系数, fb 是所有 bi,j,k 组成的列向量. 例如,一个4次多项

式 f(姿1,姿2,姿3) 可以用 B 网方法表示为 f = B4 fb, 其中

摇 摇 fb {= b4,0,0,b3,1,0,b3,0,1,b2,2,0,b2,1,1,b2,0,2,b1,3,0,
摇 摇 摇 摇 b1,2,1,b1,1,2,b1,0,3,b0,4,0,b0,3,1,b0,2,2,b0,1,3,b0,0, }4

T,
利用 B 网方法对计算多项式的乘积、求导、积分带来很大便利,详见文献[6,11].

2摇 17 节点四边形样条单元

对任意的凸四边形 P1P2P3P4,连接 2 条对角线得到 4 个三角形分别记为 吟1,…,吟4(图 2
(a)),由 B 网方法,每个三角形上有 15 个域点,所以 1 个四边形上共有 41 个域点,它们的标

号如图 2(b).

(a) (b)
图 2摇 一个三角剖分的凸四边形和 4 次 B网域点

记定义在三角剖分 吟1,…,吟4 上的 4 次样条空间为 S3
4(吟) . 定义一个样条函数 s 沂

S3
4(吟) 为 1 个分片的 4 次多项式并在 2 条对角线 P1P3 和 P2P4 上满足 C3 连续. 利用光滑余因

子协调法[4鄄5],容易知道样条空间 S3
4(吟) 的维数为17. 我们可以得到17个线性无关的4次样条

基,记为 L1,L2,…,L17 . 它们分别在 41 个域点上的 B佴zier 系数用向量表示为

摇 摇 Lb1
{= 1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

摇 摇 摇 摇 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, }0 T, (5a)
摇 摇 Lb2

{= 0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
摇 摇 摇 摇 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, }0 T, (5b)
摇 摇 Lb3

{= 0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
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摇 摇 摇 摇 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, }0 T, (5c)
摇 摇 Lb4

{= 0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
摇 摇 摇 摇 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, }0 T, (5d)

摇 摇 Lb5 = 0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, - b2

2 , b
6 , - b2

2a{ ,

摇 摇 摇 摇 - b3

2d, - b3

2ad,
b3

6d2,
ab3

2cd,
ab3

6cd2,
ab3

2c2d
, ab2

2c ,
ab2

2c2
, ab
6c,a,

ab
3 ,0,0,

摇 摇 摇 摇 - b3

a , - b3,0, ab3

3d2,0,0,
ab3

c2
, ab3

}c
T
, (5e)

摇 摇 Lb6 = 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 7ab
4 , 5a

4 , 5b
4{ ,

摇 摇 摇 摇 - ab2

4d , b2

4d, - 3ab2

4d2 , - 5a2b2

4cd , - 3a2b2

4cd2 , - 3a2b2

4c2d
, - a2b

4c , - 3a2b
4c2

, a2

4c,0,

摇 摇 摇 摇 3a2

2 , 3a2b
2 ,0, 3b2

2 , 3ab2

2 ,0, - 3a2b2

2d2 , - 3a2b2

2d ,0, - 3a2b2

2c2
, - 3a2b2

2 }c
T
, (5f)

摇 摇 Lb7 = 0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, - a2

2 , - a2

2b{ ,

摇 摇 摇 摇 a
6 , a2b

2d , ab
6d,

a2b
2d2,

a3b
2cd,

a3b
2cd2,

a3b
6c2d

, - a3

2c,
a3

6c2
, - a3

2bc,0,

摇 摇 摇 摇 - a3

b , - a3,b, ab
3 ,0,0, a3b

d2 , a3b
d ,0, a3b

3c2
, }0

T
, (5g)

摇 摇 Lb8 = 0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0, a2d
2b , a2d

2b2 ,
ad
6b{ ,

摇 摇 摇 摇 - a2

2 , a
6 , - a2

2d, - a3

2c, - a3

2cd,
a3

6c2
, a3d
2bc,

a3d
6bc2

,

摇 摇 摇 摇 a3d
2b2c

,0, a3d
b2 , a3d

b ,d, ad
3 ,0,0, - a3

d , - a3,0, a3d
3c2

, }0
T
, (5h)

摇 摇 Lb9 = 0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0, - ad2

4b , - 3ad2

4b2 , d2

4b,
7ad
4{ ,

摇 摇 摇 摇 5d
4 , 5a

4 , - a2d
4c , a2

4c,
- 3a2d
4c2

, - 5a2d2

4bc , - 3a2d2

4bc2
, - 3a2d2

4b2c
,0, - 3a2d2

2b2 ,

摇 摇 摇 摇 - 3a2d2

2b ,0, 3d2

2 , 3ad2

2 ,0, 3a2

2 , 3a2d
2 ,0, - 3a2d2

2c2
, - 3a2d2

2 }c
T
, (5i)

摇 摇 Lb10 = 0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0, - d3

2b,
d3

6b2, - d3

2ab{ ,

摇 摇 摇 摇 - d2

2 , - d2

2a,
d
6 , ad2

2c , ad
6c,

ad2

2c2
, ad3

2bc,
ad3

2bc2
, ad3

6b2c
,0,

摇 摇 摇 摇 ad3

3b2 ,0,0, - d3

a , - d3,a, ad
3 ,0,0, ad3

c2
, ad3

}c
T
, (5j)

摇 摇 Lb11 = 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, cd3

2ab,
cd3

6ab2{ ,

摇 摇 摇 摇 cd3

2a2b
, cd2

2a , cd2

2a2,
cd
6a,

- d2

2 , d
6 , - d2

2c, - d3

2b, - d3

2bc,
d3

6b2,0,
cd3

3b2,0,0,
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摇 摇 摇 摇 cd3

a2 ,
cd3

a ,c, cd
3 ,0,0, - d3

c , - d }3
T
, (5k)

摇 摇 Lb12 = 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, - 5c2d2

4ab , - 3c2d2

4ab2{ ,

摇 摇 摇 摇 - 3c2d2

4a2b
, - c2d

4a , - 3c2d
4a2 , c2

4a,
7cd
4 , 5c

4 , 5d
4 , - cd2

4b ,
d2

4b, - 3cd2

4b2 ,0,

摇 摇 摇 摇 - 3c2d2

2b2 , - 3c2d2

2b ,0, - 3c2d2

2a2 , - 3c2d2

2a ,0, 3c2
2 , 3c2d

2 ,0, 3d2

2 , 3cd2

}2
T
, (5l)

摇 摇 Lb13 = 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0, c3d
2ab,

c3d
2ab2,

c3d
6a2b{ ,

摇 摇 摇 摇 - c3
2a,

c3

6a2, - c3
2ad, - c2

2 , - c2
2d,

c
6 , c2d

2b ,
cd
6b,

c2d
2b2,0,

c3d
b2 , c3d

b ,0,

摇 摇 摇 摇 c3d
3a2,0,0, - c3

d , - c3,d, cd
3 , }0

T
, (5m)

摇 摇 Lb14 = 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0, - c3
2a, - c3

2ab,
c3

6a2{ ,

摇 摇 摇 摇 bc3
2ad,

bc3

6a2d
, bc3

2ad2,
bc2
2d ,

bc2

2d2,
bc
6d, - c2

2 , c
6 , - c2

2b,0, - c3
b ,

摇 摇 摇 摇 - c3,0, bc3

3a2,0,0,
bc3

d2 ,
bc3
d ,b, bc

3 , }0
T
, (5n)

摇 摇 Lb15 = 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0, - bc2
4a ,

c2
4a, - 3bc2

4a2{ ,

摇 摇 摇 摇 - 5b2c2
4ad , - 3b2c2

4a2d
, - 3b2c2

4ad2 , - b2c
4d , - 3b2c

4d2 ,
b2

4d,
7bc
4 , 5b

4 , 5c
4 ,0,

摇 摇 摇 摇 3c2
2 , 3bc2

2 ,0, - 3b2c2

2a2 , - 3b2c2
2a ,0, - 3b2c2

2d2 , - 3b2c2
2d ,0, 3b2

2 , 3b2c}2
T
, (5o)

摇 摇 Lb16 = 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0, b2c
2a ,

bc
6a,

b2c
2a2{ ,

摇 摇 摇 摇 b3c
2ad,

b3c
2a2d

, b3c
6ad2,

- b3

2d , b3

6d2, - b3

2cd, - b2

2 , - b2

2c,
b
6 ,c, bc

3 ,0,0,

摇 摇 摇 摇 b3c
a2 ,

b3c
a ,0, b3c

3d2,0,0, - b3

c , - b }3
T
, (5p)

摇 摇 Lb17 = 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 1
4ab,

1
12ab2,

1
12a2b{ ,

摇 摇 摇 摇 1
4ad,

1
12a2d

, 1
12ad2,

1
4cd,

1
12cd2,

1
12c2d

, 1
4bc,

1
12bc2

, 1
12b2c

,0, 1
6b2,

1
2b,0,

摇 摇 摇 摇 1
6a2,

1
2a,0,

1
6d2,

1
2d,0,

1
6c2

, 1
2 }c

T
, (5q)

其中, a,b,c,d 的定义为如下比值:

摇 摇 a =
P4P0

P4P2

, b =
P3P0

P3P1

, c = 1 - a, d = 1 - b, (6)

容易验证,这 17 个样条基函数满足单位分解性.
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每个样条基函数限制在每片三角形上的多项式可以从等式(4) (n = 4) 得出. 记每片三角

形 吟k 上的面积坐标为(姿 k,1姿 k,2姿 k,3), 相应的 4 次 Bernstein 多项式为 B4
k(k = 1,2,3,4) . 记

d( i)
j ( i = 1,…,17; j = 1,…,41) 是样条基 Li 在 41 个域点上的 B佴zier 系数,例如 Lbi

{= d( i)
i ,…,

d( i) }41 ,i = 1,…,17. 则每个基 Li 限制在 吟1,…,吟4 上的多项式为

摇 摇

Li | 吟1 = B {4
1 d( i)

17 ,d( i)
32 ,d( i)

35 ,d( i)
31 ,d( i)

18 ,d( i)
34 ,d( i)

30 ,d( i)
19 ,d( i)

20 ,d( i)
33 ,

摇 摇 d( i)
1 ,d( i)

5 ,d( i)
6 ,d( i)

7 ,d( i) }2
T,

Li | 吟2 = B {4
2 d( i)

17 ,d( i)
35 ,d( i)

38 ,d( i)
34 ,d( i)

21 ,d( i)
37 ,d( i)

33 ,d( i)
22 ,d( i)

23 ,d( i)
36 ,

摇 摇 d( i)
2 ,d( i)

8 ,d( i)
9 ,d( i)

10 ,d( i) }3
T,

Li | 吟3 = B {4
3 d( i)

17 ,d( i)
38 ,d( i)

41 ,d( i)
37 ,d( i)

24 ,d( i)
40 ,d( i)

36 ,d( i)
25 ,d( i)

26 ,d( i)
39 ,

摇 摇 d( i)
3 ,d( i)

11 ,d( i)
12 ,d( i)

13 ,d( i) }4
T,

Li | 吟4 = B {4
4 d( i)

17 ,d( i)
41 ,d( i)

32 ,d( i)
40 ,d( i)

27 ,d( i)
31 ,d( i)

39 ,d( i)
28 ,d( i)

29 ,d( i)
30 ,

摇 摇 d( i)
4 ,d( i)

14 ,d( i)
15 ,d( i)

16 ,d( i) }1
T

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

(7)

实际上,在有限元的计算中分片表达式并不需要给出,因为单元形函数的乘积,求导,积分运算

可以简化为它们的 B佴zier 系数之间的运算[6] . 容易验证,L17 满足单位分解性.
通过一个简单的线性变换,我们可以得到一组插值于节点 P i = (xi,yi) 的基底.

摇 摇

Nb1 = Lb1 - 13
12Lb5 + 13

18Lb6 - 1
4 Lb7 - 1

4 Lb14 + 13
18Lb15 - 13

12Lb16,

Nb2 = Lb2 - 1
4 Lb5 + 13

18Lb6 - 13
12Lb7 - 13

12Lb8 + 13
18Lb9 - 1

4 Lb10,

Nb3 = Lb3 - 1
4 Lb8 + 13

18Lb9 - 13
12Lb10 - 13

12Lb11 + 13
18Lb12 - 1

4 Lb13,

Nb4 = Lb4 - 1
4 Lb11 + 13

18Lb12 - 13
12Lb13 - 13

12Lb14 + 13
18Lb15 - 1

4 Lb16,

Nb5 = 4Lb5 - 32
9 Lb6 + 4

3 Lb7, Nb6 = - 3Lb5 + 20
3 Lb6 - 3Lb7,

Nb7 = 4
3 Lb5 - 32

9 Lb6 + 4Lb7, Nb8 = 4Lb8 - 32
9 Lb9 + 4

3 Lb10,

Nb9 = - 3Lb8 + 20
3 Lb9 - 3Lb10, Nb10 = 4

3 Lb8 - 32
9 Lb9 + 4Lb10,

Nb11 = 4Lb11 - 32
9 Lb12 + 4

3 Lb13, Nb12 = - 3Lb11 + 20
3 Lb12 - 3Lb13,

Nb13 = 4
3 Lb11 - 32

9 Lb12 + 4Lb13, Nb14 = 4Lb14 - 32
9 Lb15 + 4

3 Lb16,

Nb15 = - 3Lb14 + 20
3 Lb15 - 3Lb16, Nb16 = 4

3 Lb14 - 32
9 Lb15 + 4Lb16,

Nb17 = Lb17

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

(8)

则

摇 摇 Ni(P j) = 1,摇 摇 i = j
0,摇 摇 i 屹{ j

摇 摇 ( i,j = 1,…,17), (9)

由 N1,N2,…,N17 构成的 17 节点四边形单元记为 L17. 位移场可表示为
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摇 摇
u = 鄱

17

i = 1
uiNi,

v = 鄱
17

i = 1
viNi

ì

î

í

ï
ï

ïï .
(10)

四边形单元的刚度矩阵 K可由4片三角形吟k(k = 1,2,3,4) 上的刚度矩阵Kk 之和得到. 由
等式(9),两相邻单元退化到公共边界上只和该边界的位移有关,所以相邻单元在公共边上是

C0 连续的,自然满足协调性. 分别验证 4 次多项式 1,x,y,…,xy3,…,y4, 可知 L17 单元对直角

坐标具有 4 次完备阶. 即有

定理 1摇 设 D 为凸四边形区域 P1P2P3P4,

摇 摇 (Nf )(x,y) 鄱
17

i = 1
f(xi,yi)Ni(x,y), (11)

则对所有的 f 沂 P4,有
摇 摇 (Nf )(x,y) 以 f(x,y),摇 摇 (x,y) 沂 D . (12)
由于 L17 单元的构造是由四边形单元上的分片多项式在对角线上 C3 连续得到,所以在单

元内的交线上位移是 C3 的,再由位移和应力的关系可知,应力是 C2 连续的. 注意到,四边形样

条单元不必进行区域变换,从而无需 Jacobi 矩阵的相关计算.

3摇 数 值 算 例

在这一节中,采用一些平面弹性力学中的算例来测试 L17 单元. 数值结果与标准 17 节点

Serendipity 等参元 Q17 进行了比较.
例 1摇 分片检验. 一小片被剖分为几片任意的单元,如图 3 所示. 对于任意给定的 4 次位

移场

摇 摇

u = a0 + a1x + a2y + a3x2 + a4xy + a5y2 + a6x3 + a7x2y + a8xy2 + a9y3 +

摇 摇 a10x4 + a11x3y + a12x2y2 + a13xy3 + a14y4,

v = b0 + b1x + b2y + b3x2 + b4xy + b5y2 + b6x3 + b7x2y + b8xy2 + b9y3 +

摇 摇 b10x4 + b11x3y + b12x2y2 + b13xy3 + b14y4

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(13)

其中,系数 a0,b0,…,a14,b14 必须满足应力平衡方程. 特别,我们分别选取如下 1 ~ 4 次位移场

图 3摇 分片检验

摇 摇
u = 1

4 + x + 3y,

v = 1 + 1
2 x + 2y

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(14)

摇 摇

u = 1
4 + x + 3y - 2x2 -

摇 摇 4xy + 5
2 y2,

v = 1 + 1
2 x + 2y - 2

3 x2 +

摇 摇 17
5 xy + 3

2 y2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï ,

(15)
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摇 摇
u = 1

4 + x + 3y - 2x2 - 4xy + 5
2 y2 - 2x3 + x2y - 4xy2 - 1

3 y3,

v = 1 + 1
2 x + 2y - 2

3 x2 + 17
5 xy + 3

2 y2 + 1
3 x3 + 12x2y - xy2 - 2

3 y3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(16)

摇 摇

u = 1
4 + x + 3y - 2x2 - 4xy + 5

2 y2 - 2x3 + x2y - 4xy2 -

摇 摇 1
3 y3 - 7

32x
4 - 19

24x
3y + x2y2 + xy3 - 11

96y
4,

v = 1 + 1
2 x + 2y - 2

3 x2 + 17
5 xy + 3

2 y2 + 1
3 x3 + 12x2y - xy2 -

摇 摇 2
3 y3 - 11

96x
4 + x3y + x2y2 - 19

24xy
3 - 7

32y
4

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï ,

(17)

表 1 分片检验结果(图 3)

(u1,v1) 伊 103 1 次位移(14) 2 次位移(15) 3 次位移(16) 4 次位移(17)

Q17 (0. 35,1. 06)Y (0. 344 6,1. 062 3)Y (0. 344 3,1. 062 6)N (0. 344 3,1. 062 5)N

L17 (0. 35,1. 06)Y (0. 344 6,1. 062 3)Y (0. 344 4,1. 062 6)Y (0. 344 4,1. 062 6)Y

精确值 (0. 35,1. 06) (0. 344 6,1. 062 3) (0. 344 4,1. 062 6) (0. 344 4,1. 062 6)

摇 摇 表 1 给出了在选定点 (x1,y1) = (0. 04,0. 02) 处,给定的 4 个位移场,式(14),式(15),式
(16)和式(17)的分片检验的数值结果. 其中字母“Y冶表示单元通过分片检验,字母“N冶表示

单元没有通过分片检验. 结果显示,等参元 Q17 在直角坐标系中只有 2 次完备性,而样条单元

L17 具有 4 次完备性.
例 2摇 线性弯曲问题. 文献[2]中给出了一个测试 3 次单元的算例,我们同时用它来测试

网格畸变对 L17 的影响. 如图 4,5 所示,令 L = 10,c = 2,e 从 0 变化到 4. 99. 通过计算,Q17 单

元的精度受到网格畸变的影响,如表 2 所示. 而 L17 在直角坐标系中有 4 次完备性,所以数值

结果总是精确满足如下的 3 次位移场[2]:

摇 摇
u = 120

cL x2y - 92
cLy

3 - 60
L x2 - 240

c xy + 138
L y2 + 120x - 46c

L( )y E,

v = - 40
cLx

3 - 36
cLxy

2 + 120
c x2 + 36

L xy + 36
c y

2 + 46c
L x - 36( )y E

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(18)

图 4摇 线性弯曲问题

表 2 线性弯曲问题中当 e 变化时给定点的挠度(图 5)

摇
Q17

e = 0 e = 1 e = 2 e = 3 e = 4 e = 4. 99 精确值

L17

e = 0 e = 1 e = 2 e = 3 e = 4 e = 4. 99 精确值

u(10,0) 伊 104 0. 600 0. 600 0. 601 0. 602 0. 598 0. 612 0. 6 0. 6 0. 6 0. 6 0. 6 0. 6 0. 6 0. 6

v(10,0) 伊 104 4. 092 4. 087 4. 063 4. 008 3. 882 3. 651 4. 092 4. 092 4. 092 4. 092 4. 092 4. 092 4. 092 4. 092
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图 5摇 线性弯曲网格敏度试验

图 6摇 剪切载荷的敏度试验摇 摇

摇 摇 表 3 剪切载荷问题中当 e 变化时给定点的挠度(图 6)

vC e = 0 e = 1 e = 2 e = 3 e = 4 e = 4. 99 精确值[5]

Q17 102. 606 102. 608 102. 291 101. 195 97. 962 95. 460 102. 62

L12 102. 590 102. 588 102. 584 102. 583 102. 582 102. 583 102. 62

L17 102. 619 102. 617 102. 613 102. 612 102. 615 102. 606 102. 62

摇 摇 例 3摇 剪切载荷敏度试验. 如图 6 所示,其中 e从 0 变化到 4. 5. 一个选定的点的挠度的数

值结果如表 3 所示. 注意到虽然精确的位移场不是 4 次多项式,但结果显示了 L17 样条单元有

较高的精度,并且对网格的畸变不敏感,确实克服了等参元的网格敏感性. 同时,此例也加入了

陈娟淤提出的保持 3 次完备阶的 L12 样条单元的结果. 可以看出,L17 的精度比 L12 更高.

4摇 结摇 摇 论

本文基于三角形面积坐标,利用 4 次样条插值基构造了 17 节点四边形单元,具有如下的

性质: 1) 单位分解性; 2) 节点插值性; 3) 对直角坐标系具有 4 次完备阶并对网格畸变不敏

感; 4) 单元之间的位移是协调的,应力在单元内部 C2 连续; 5) 不必进行区域变换,从而无 Ja鄄
cobi 矩阵的相关计算. 数值算例也说明了此单元的高精度和有效性.
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A 17鄄Node Quadrilateral Spline Finite Element Using
the Triangular Area Coordinates

CHEN Juan1,摇 LI Chong鄄jun1,摇 CHEN Wan鄄ji2,3

(1. School of Mathematical Sciences,Dalian University of Technology,
Dalian,Liaoning 116024,P. R. China;

2. State Key Laboratory for Structural Analysis of Industrial Equipment,
Dalian University of Technology,Dalian,Liaoning 116024,P. R. China;

3. Institute for Structural Analysis of Aerocraft,Shenyang Institute of Aeronautical
Engineering,Shenyang 110136,P. R. China)

Abstract: A 17鄄node quadrilateral element had been developed using the bivariate quartic spline
interpolation basis and the triangular area coordinates,which could exactly model the quartic
field. Some appropriate examples are employed to illustrate that the element possesses high
precision and is insensitive to mesh distortions.

Key words: 17鄄node quadrilateral element; bivariate spline interpolation basis; triangular area
coordinates; B鄄net method; fourth鄄order completeness
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