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基于 GMRES 算法的弹性结构强耦合
小变形流激振动分析
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摘要:摇 使用混合广义变分原理,将基于 Lagrange 表述的小位移变形结构振动问题与基于 Euler 描
述的不可压缩粘性流动问题,统一在功率平衡的框架下建立流固系统的耦合控制方程. 用有限元

格式做空间离散后,再用广义梯形法将有限元控制方程转化为增量型的线性方程组,该方程组的

系数矩阵具有非对称性,其中元素含对流效应和时间因子. 将 GMRES 算法与振动分析的 Newmark
法和流动分析的 Hughes 预测多修正法结合,发展成一种基于 GMRES鄄Hughes鄄Newmark 的稳定算

法,用于计算具有复杂几何边界的强耦合流激振动问题. 以混流式水轮机叶道为数值算例的计算

表明,模拟结果与试验实测结果吻合较好.
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引摇 摇 言

流体鄄结构相互作用诱发的结构流激振动问题,诸如土木、能源、机械、航空航天、生物力学

等众多的工业领域中普遍存在,是影响力学系统稳定、安全、高效运行的重要因素,然而却是一

个迄今没有解决好的问题[1] .
流动诱发结构振动,振动又反馈信息影响流动,这是流体鄄结构相互作用(FSI)的一般机

理[2],也是多年来一直受到人们的广泛重视,并做了大量工作的研究课题. 近 10 年来,在以流

动为主题的研究方面,诸如直接数值模拟(DNS)和大涡模拟(LES) [3鄄10] 等已随着计算技术的

发展逐渐成为流动模拟的主流方法;任意 Lagrange鄄Euler(ALE) [11鄄13]或浸移边界法(IBM) [14鄄17]

是处理动边界流动问题的有效技术. 有限单元法(FEM)作为一种成熟的数值技术在众多领域

中得到了广泛的应用,且在求解复杂流动以及 FSI 问题方面也取得了显著的进展 [18鄄30],为
FEM 与其他方法结合处理在复杂边界条件下 FSI 的流激振动问题提供了一种途径. 然而,由于

流体动力学和结构动力学的控制方程一般是分别建立在 Euler 和 Lagrange 描述体系下的,且
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流固两种介质物性参数差异大,耦合形成的基于 Lagrange鄄Euler(LE)的 FEM 控制方程均为非

对称的大型非线性系统,对流特性及近壁区流体网格的变异等因素导致控制方程系数矩阵的

病态,往往极大地增加数值求解的困难,甚至导致求解失败. 广义最小残数法(GMRES) [31] 是

解决此类大型非对称病态系统最为有效的数学工具之一.
本文首先给出基于 LE 描述的不可压缩粘性流体和小变形弹性结构动力学的广义变分原

理(LE / GVP),在有限元离散格式的基础上形成描述强耦合流激振动的 FEM 控制方程,使用

广义梯形法将基于 FEM 的变量型控制方程转化为增量型的线性方程组,即形如 Ax = b的方程

组,其中矩阵 A 为含有对流、扩散以及时间因子的非对称矩阵. 用 Ayachour 改进的 GMRES 重

启动算法[32]求解这个增量控制方程,获取给定 驻t 的增量解,再结合 Hughes鄄Newmark 法迭代

求 t + 驻t 时刻结构的流激振动响应.

1摇 基于 LE / GVP 的 FEM 控制方程

Lagrange 描述下结构小变形弹性振动的动力学控制方程可表示为

摇 摇 籽 s 鄣觶u
s
i

鄣t + cij 觶us
j - 滓 s

ij,j - Fs
j = 0,摇 摇 在 赘 s 内, (1)

摇 摇 滓 s
ij = 姿 sps啄 ij + 滋 s(us

i,j + us
j,i) ,摇 摇 在 赘 s 内, (2)

摇 摇 觶us
i - gs

i = 0,摇 摇 摇 在边界 Ss
u 上, (3)

摇 摇 滓 s
ijns

j - hs
i = 0,摇 摇 在边界 Ss

滓 上. (4)
Euler 描述下粘性不可压缩流体动力学的控制方程为

摇 摇 籽 f 鄣觶u
f
i

鄣t + 籽 f 觶uf
j 觶uf

i,j - 滓 f
ij,j - F f

i = 0,摇 摇 在 赘 f 内, (5)

摇 摇 觶uf
k,k = 0,摇 摇 在 赘 f 内, (6)

摇 摇 滓 f
ij = - pf啄 ij + 滋 f( 觶uf

i,j + 觶uf
j,i),摇 摇 在 赘 f 内, (7)

摇 摇 觶uf
i - gf

i = 0,摇 摇 在边界 Sf
u 上, (8)

摇 摇 滓 f
ijnf

j - hf
i = 0,摇 摇 在边界 Sf

滓 上, (9)
式中, 赘 f 和 赘 s 分别为由流体边界 Sf = Sf

u + Sf
滓 + Sfs 和固体边界 Ss = Ss

u + Ss
滓 + Sfs 围成的流体

域和固体结构域;上标 f 代表流体,s 代表固体,fs 代表流鄄固界面; 滓 f
ij 和 滓 s

ij 为流体和固体结构

应力张量;pf 和 ps = us
k,k 为流体压力和固体结构体积应变,籽 f 和 籽 s 为流体和固体质量密度,滋 f 为

流体动力粘性系数;姿 s = E淄 / (1 + 淄)(1 - 2淄)籽 s 和 滋 s = E / (2(1 + 淄)籽 s) 为固体材料常数,E为

弹性模量,淄 为泊松比;觶uf
i 和 觶us

i 分别为流速和固体结构振动速度,us
i 为振动位移;gf

i,gs
i 和 hf

i,hs
i

分别为已知的速度和力边界值;nf
j 和 ns

j 为流体和固体结构边界的单位外法线方向;啄 ij 为 Kro鄄
necker 符号. 则可得流鄄固系统的广义变分原理为[33]
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摇 摇 摇 摇 乙乙
Sfu
滓 f

ijnf
j啄 觶uf

idA + 乙乙
Sfs
(滓 f

ijnf
j + 滓 s

ijns
j )啄 觶ufs

i dA, (10)

式中, 觶着f
ij 为流体的变形率张量, 觶着s

ij 为固体结构的应变率张量. 采用有限单元多线性插值函数对

LE / GVP 进行空间离散,并以流速、压力和振动位移 ( 觶uf
i,pf,us

i ) 为基本变量,则系统的增量形

FEM 控制方程为

摇 摇 f驻V f + Bp驻 P f + s
Sfs驻V s = 驻Rf, (11)

摇 摇 Cdiv驻V f = 驻Rd, (12)
摇 摇 s驻V s + Bp

Sfs驻P f + Cdiff
Sfs 驻V f = 驻Rs, (13)

其中,用广义梯形法表示的变量增量为

摇 摇 驻V f = 姿驻t驻 觶Vf, (14)
摇 摇 驻Us = 茁驻t驻 觶Us = 茁驻t驻V s, (15)
摇 摇 驻V s = 驻 觶Us = 兹驻t驻 咬Us = 兹驻t驻 觶Vs, (16)

姿,茁 和 兹 为稳定和精度控制参数. 可用更为紧凑的矩阵形式表示上述方程为

摇 摇 Ax = b, (17)
式(17)中
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摇 摇 f = Mf

姿驻t + Ccon(驻V f) + Cdiff, s = Ms

兹驻t + Cs + Ks茁驻t, s
Sfsu = Ks

Sfs茁驻t,

摇 摇 驻Rf = Bh
Sf滓驻h

f - Cg
Sfu驻g

f, 驻Rd = Cdiv
Sfu 驻g

f, 驻Rs = Bh
Ss滓驻h

s - Cg
Ssu驻g

s .
上述相关矩阵和公式推导过程较为复杂,具体过程和解释可参看文献[33]. 由式(17)显然可

见,引入广义梯形法处理后,耦合系统可以线性方程组的形式出现. 但由于其系数矩阵 A 中含

有对流项 Ccon(驻V f) 因子的存在,系统仍然是非线性的,相应的方程实际上表达了一种隐式的

非线性离散系统,本文用 GMRES 联合 Hughes 和 Newmark 法实现迭代求解.

2摇 GMRES鄄Aya 算法

GMRES 法是求解具有非对称奇异 /非奇异系数矩阵的大型线性方程组十分有效的工具.
文献[32]将 GMRES 发展成求解更为高效的 GMRES鄄Aya 方法. 下面给出在第 s个时间步( s驻t)
用 GMRES鄄Aya 求解式(17)的具体过程.
2. 1摇 构造 Krylov 子空间中的 k 维正交基

选择控制方程的初始解 ( s)x0,并计算基于( s)x0 的残数向量:
摇 摇 ( s) r0 = ( s)b - ( s)A( s)x0, (18)

式中,左上标 ( s) 表示第 s 个时间步. 由残数向量( s) r0 和控制方程的系数矩阵( s)A,构造由 k 个

向量组成的 Krylov 子空间:
摇 摇 Kk( ( s)A,( s) r0) = span[ ( s) r0 摇 ( s)A( s) r0 摇 …摇 ( s)Ak-1( s) r0], (19)

则可在子空间 Kk( ( s)A,( s) r0) 中按如下规则构造一组正交标准基

摇 摇 ( s)Vk = [ ( s) v1 摇 ( s) v2 摇 …摇 ( s) vk]:
1) 启动:选择向量 ( s) v1 =( s) r0 /椰( s) r0椰;
2) 迭代:取 j = 1,…,k 执行

摇 摇 ( s) v j +1 =( s)A( s) v j,
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取 i = 1,…,j 执行

摇 摇 ( s)hi,j = 掖 ( s) v j +1,( s) vi业,
摇 摇 ( s) v j +1 饮( s) v j +1 - ( s)hi,j

( s) vi,
结束;

摇 摇 ( s)h j +1,j = 椰( s) v j +1,j椰,
摇 摇 ( s) v j +1 饮( s) v j +1 / ( s)h j +1,j,

结束;
其中,掖*,*业表示两向量的 Hermite 內积,定义为 掖y,z业 = yT z =鄱 n

i = 1
ziyi, 椰*椰表示向量*

的 Frobenius 范数,即椰*椰= 掖*,*业 . 利用 h j +1,j 构造(k + 1) 伊 k 阶的上三角 Hessenberg 矩

阵:

摇 摇 ( s) 軒Hk =
( s)w
( s)H

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

k

, (20)

其中

摇 摇 ( s)w = [ ( s)h1,1 摇 ( s)h1,2 摇 …摇 ( s)h1,k-1 摇 ( s)h1,k], (21)

摇 摇 ( s)Hk =

( s)h2,1
( s)h2,2 … ( s)h2,k-1

( s)h2,k

摇 ( s)h3,2 … ( s)h3,k-1
( s)h3,k

摇 摇 埙 左 左
摇 摇 摇 ( s)hk,k-1

( s)hk,k

摇 摇 摇 摇 ( s)hk+1,

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

k

. (22)

2. 2摇 求解最小二乘法问题

在子空间 Kk( ( s)A,( s) r0) 中寻找一个向量 yk 沂 Ck, 使其满足

摇 摇 椰( s) r0 - ( s)A( s)Vkyk椰 = min
z沂Ck

椰( s) r0 - ( s)A( s)Vkz椰 =

摇 摇 摇 摇 椰( s) r0椰 min
z沂Ck

椰( s) v1 - ( s)A( s)Vkz椰, (23)

则, ( s)xk =( s)x0 + ( s)Vkyk 即为所求方程基于Krylov鄄k 阶模态的近似解. 由 Arnoldi 分解定理可知

摇 摇 ( s)A( s)Vk =( s)Vk+1
( s) 軒Hk, (24)

且

摇 摇 ( s) v1 =( s)Vk+1 ek+1
1 , (25)

其中, ek+1
1 = [1摇 0摇 …摇 0] T . 将式(24) 和(25) 代入式(23) 得基于Krylov鄄k 阶模态近似的残

数范数:
摇 摇 椰( s) rk椰 = 椰( s) r0椰 min

z沂Ck
椰ek+1

1 - ( s) 軒Hkz椰 . (26)

如果有 zk 使椰ek+1
1 - ( s) 軒Hkz椰 为最小,则 yk =椰( s) r0椰zk,所求方程基于Krylov鄄k 阶模态的解为

摇 摇 ( s)xk =( s)x0 + ( s)Vk椰( s) r0椰zk . (27)
文献[32]提供了一个高效求解 zk 及其对应解( s)xk 的残数范数的算法,即 GMRES鄄Aya 算法. 由
此可得

摇 摇 zk =( s)H忆 -1
k ck, (28)

摇 摇
椰( s) rk椰
椰( s) r0椰

= min
z沂Ck

椰ek+1
1 - ( s) 軒Hkz椰 = 琢 k, (29)

其中,向量 ck = [sin2兹 kq1 摇 …摇 sin2兹 kqk-1 摇 酌2
kqk] T,qk 是向量 q =( s) Ĥ忆 -1

k
( s) ŵ 的元素, 矩阵 /向
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量头上的符号“^冶代表相应矩阵 /向量的转置,

摇 摇 sin兹 k = hk+1,k酌 k, 酌 k = 1 / h2
k+1,k + ( | qk | 琢 k-1) 2 , 琢 k = 琢 k-1sin兹 k, 琢0 = 1.

当 ( s)hk+1,k 屹0时,矩阵( s)Hk 非奇异,这时取( s)H忆
k =( s)Hk; 当( s)hk+1,k = 0 时,矩阵( s)Hk 奇异,这

时取( s)H忆
k =( s)Hk + ek

k(ek
k) T, 即用 1 替换相应位置处的( s)hk+1,k = 0 的元素.

2. 3摇 求增量解

子空间 Kk( ( s)A,( s) r0) 的维数 k 将随迭代次数的增加而逐渐增大,对于大规模计算问题,
由此带来的计算量和对存储空间的需求将十分巨大,有效解决这个问题的办法就是算法的不

断重启动. 设 m 是每次启动后执行的迭代次数,形成的子空间为 Krylov鄄m, 相应的重启动的算

法 GMRES鄄Aya( m )为:
1) 选择初始解 ( s)x0,迭代次数 m 及收敛准则 着,启动次数控制参数 r = 1;
2) 计算初始残数向量 ( s) r0 =( s)b - ( s)A( s)x0及向量( s) v1 =( s) r0 /椰( s) r0椰;
3) 生成正交基 ( s)Vm = [ ( s) v1 摇 ( s) v2 摇 …摇 ( s) vm];
4) 求解最小二乘法问题 椰( s) rm椰 = 椰( s) r0椰 min

z沂Cm
椰em+1

1 - ( s) 軒Hmz椰

如果 ( s)hm+1,m = 0,则( s)H忆
m =( s)Hm, 转向淤,

否则 ( s)H忆
m =( s)Hm + em

m(em
m) T,

淤摇 琢0 = 1,
摇 摇 q =( s) Ĥ忆 -1( s)

m ŵ,

摇 摇 酌m = 1 / h2
m+1,m + ( | qm | 琢m-1) 2 ,

摇 摇 sin兹m = hm+1,m酌m,
摇 摇 琢m = 琢m-1sin兹m,
摇 摇 cm = [sin2兹mq1 摇 …摇 sin2兹mqm-1 摇 酌2

mqm] T,
摇 摇 zm =( s)H忆 -1

m cm,
摇 摇 椰( s) rm椰 = 椰( s) r0椰琢m;
5) 求基于 Krylov鄄m 阶模态近似解及相应的残数向量

摇 摇 ( s)xm =( s)x0 + ( s)Vm椰( s) r0椰zm,
摇 摇 ( s) rm =( s)b - ( s)A( s)xm;
6) 精度检验及重启动

如果 椰( s) rm椰 = 椰( s) r0椰琢m < 着 或 椰( s) rm椰琢m = 椰( s) r0椰琢2
m < 着, 则

摇 摇 s 饮 s + 1 , ( s+1)x0 饮( s)xm, 停止 GMRES鄄Aya( m ),
否则 ( s)x0 饮( s)xm,r 饮 r + 1, 返回 2)重启动.

2. 4摇 基于 GMRES鄄Aya( m ) 鄄Hughes鄄Newmark 的算法

1)启动 Hughes 法预测流场

摇 摇 ( s)V f( j +1)
k =( s)V f( j)

k + (1 - 姿)驻t( s) 觶Vf( j)
k , (30)

摇 摇 ( s)P f( j +1)
k =( s)P f( j)

k , (31)
当 j = 0 时, ( s)V f(0)

k , ( s) 觶Vf(0)
k 和( s)P f(0)

k 为流场启动初值;
2) 启动 Newmark 法预测振动

摇 摇 ( s) 觶Vs( j +1)
k = 1

驻t驻
( s)V s( j)

k - 1
茁驻t2

驻t( s)V s( j)
k + 1

2 -( )茁 驻t2 ( s) 觶Vs( j)[ ]k , (32)

摇 摇 ( s)V s( j +1)
k = 兹驻( s)V s( j)

k + 1 - 兹( )茁
( s)V s( j)

k + 1 - 兹
2( )茁 驻t( s) 觶Vs( j)

k , (33)
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当 j = 0 时, ( s)V s(0)
k 和( s) 觶Vs(0)

k 为结构计算的启动初值;
3)启动 GMRES鄄Aya( m )求增量

取初值

摇 摇 ( s)x( j)
0 =

( s)xf( j)
0

( s)xP( j)
0

( s)xs( j)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

0

=
(1 - 姿)驻t( s) 觶Vf( j)

0

0
( s) -1[驻Rs

0 - (1 - 姿)驻t Cdiff( s)
Sfs

觶Vf( j)
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú]
, (34)

进入 GMRES鄄Aya( m )迭代,求出;
4) 流场及振动修正:
摇 摇 ( s)V f( j +1)

k =( s)V f( j)
k + ( s)xf( j)

k , (35)
摇 摇 ( s)P f( j +1)

k =( s)P f( j)
k + ( s)xP( j)

k , (36)

摇 摇 ( s) 觶Vs( j +1)
k = 1

驻t
( s)x s( j)

k - 1
茁驻t2

[驻t( s)V s( j)
k + 1

2 -( )茁 驻t2 ( s) 觶Vs( j)
k ], (37)

摇 摇 ( s)V s( j +1)
k = 兹 ( s)x s( j)

k + 1 - 兹( )茁
( s)V s( j)

k + 1 - 兹
2( )茁 驻t( s) 觶Vs( j)

k , (38)

迭代直至满足精度要求.

3摇 数 值 算 例

以某水轮机模型转轮叶道为分析对象. 该模型转轮直径 0. 45 m,10 个叶片,导水机构分别

由 23 个固定和活动导叶组成. 在其中 1 个叶片的正面和负面上分别装有 5 只 Kulite 公司生产

的 LL鄄072鄄25A 型微压力传感器和 2 只 DH201 型加速度传感器. 模型材料为有机玻璃,静弹性

模量 2 500 MPa,Poisson 比 0. 384,质量密度 1 280 kg / m3 .

(a) 计算区域简图 (b) 叶片单元形态 (c) 叶片上的传感器

图 1摇 水轮机叶道计算域

叶片进水边长度 L1 = 166 mm,出水边长度 L2 = 281 mm,与上冠和下环的交线长度分别为

L3 = 130 mm 和 L4 = 197 mm,进口处叶片间距分别为 S1 = 69 mm(上冠处) 和 S2 = 102 mm(下
环处),叶片计算域如图 1 所示,其中流体采用 6 面体 8 结点单元剖分,单元尺度控制为 L2 伊 L4

伊 S2 = 200 伊 140 伊 52, 共计 1. 456 M 个单元;叶片按弹性结构处理,共划分 84 000 个单元,其
余固体边界按刚性体处理.

速度边界 Sf
u 为: 进口速度边界 Sf

u0 及刚性壁面的非滑移边界 Sf
uR,即在 Sf

u0 上,gf
0 = V f

0;在
Sf
uR 上,gf

R = 0. 力边界 Sf
滓 为:出口压力边界 Sf

滓0 及周期压力边界 Sf
滓1,即在 Sf

滓0 上,hf
0 = 0;在 Sf

滓1

上,hf
1 = P f

1,其中 P f
1 按文献[24] 的计算取值. 结构刚性壁面取 gs

0 = 0,在 Ss
滓 上取 hs

0 = 0. 导叶开

度 22 mm,进口来流平均流速 V f
0 = 1 m / s,湍流强度 5% ,攻角 39毅 . 叶道流通时间 T = L / V f

0 =
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0郾 157 3 s,流动 Reynolds数 Re = V f
0L / 淄 = 148 400,L定义为叶片中弦长. 算法控制参数 姿 = 兹 =

0郾 5,茁 = 1 / 6,时间步长 驻t = 0. 000 4 s,计算时间长度取为 10T,即 1. 573 s . GMRES鄄Aya(m) 算

法重启动控制参数 m = 20,收敛精度 着 = 10 -6 . 计算机为具有 40 个并行计算单元的曙光

HPC100,建模前处理由 ANSYS襆完成,流场后处理使用 TECPLOT襆 .

图 2摇 叶道内靠近叶片压力面的压力及流速分布

图 3摇 692 号位置计算和试验加速度时程比较 图 4摇 659 号位置计算和试验加速度时程比较

在 t / T = 2. 39, 8. 35 和 9. 10 时刻靠近叶片负力面壁面区域的压力、速度分布如图 2 所示,
叶道内的流场分布是合理的,且能较好地反映主要流动结构的分布及其演化的规律. 叶片上编

号为 692 和 659 位置处振动加速度的计算值和试验值的比较如图 3 和图 4 所示;48 和 53 号位

置处的计算和试验压力比较如图 5 和图 6 所示. 由图可见,这些指定点处的振动加速度与压力

时程与试验实测时程的趋势是基本吻合的.
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图 5摇 48 号位置计算和试验压力时程比较 图 6摇 53 号位置计算和试验压力时程比较

4摇 结摇 摇 论

本文将 GMRES鄄Aya 与 Hughes 法(对于流动)和 Newmark 法(对于振动)相结合,构造出基

于 FEM 的分析强耦合流激振动的 GMRES鄄Hughes鄄Newmark 方法. 该方法由于结合了不同算法

的特点,对奇异 /非奇异的非对称大型控制方程的求解、流动预测以及振动分析分别采用不同

的求解策略,对处理复杂流道流固耦合流激振动问题很有效,具有稳定、高效且数值精度可控

的特点.
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Analysis of Fully Coupled Flow鄄Induced Vibration of
Structure Under Small Deformation With GMRES

ZHANG Li鄄xiang1, 摇 GUO Ya鄄kun2, 摇 ZHANG Hong鄄ming1

(1. Department of Engineering Mechanics, Kunming University of Science and Technology,
Kunming 650051, P. R. China;

2. School of Engineering, University of Aberdeen, Aberdeen AB24 3UE, UK)

Abstract: Lagrangian鄄Eulerian formulations, based on a generalized variational principle of
coupling fluid and solid dynamics,was established to describe flow鄄induced vibration of a struc鄄
ture under small deformation in incompressible viscous fluid flow. The spatial discretization of
the formulations was on multi鄄linear interpolating functions using the finite element method for
both the fluid and solid structure. The generalized trapezoidal rule was used to obtain apparent鄄
ly nonsymmetric linear equations in incremental form for the variables of the flow and vibra鄄
tion. The nonlinear convective term and time factors were contained in nonsymmetric coeffi鄄
cient matrix of the equations. Generalized minimum residual method (GMRES) was used to
solve the incremental equations. A new stable algorithm of GMRES鄄Hughes鄄Newmark was de鄄
veloped to deal with flow鄄induced vibration with dynamical fluid鄄structure interaction in com鄄
plex geometry. Good agreement between the simulations and laboratory measurements of the
pressure and blade vibration accelerations in a hydro turbine passage was obtained, indicating
that the GMRES鄄Hughes鄄Newmark algorithm presented was suitable for dealing with the flow鄄
induced vibration of structures under small deformation.

Key words: flow鄄induced vibration; fluid鄄structure interaction; generalized variational princi鄄
ple; numerical methods; GMRES
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