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摘要:  研究一个定义在有界光滑区域上的半线性椭圆方程解的问题 ,这类问题是在对空间生物

种群模型的研究中出现的, 其中的增长函数具有强 A llee效应而且是非齐次的. 用变分方法证得,

在这个有界光滑区域的一个开集上,如果满足一定条件, 那么对足够大的参数, 方程至少有两个正

解, 同时也得到一些非存在性结果.
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引   言

我们考虑方程

  $u + Kf ( x, u ) = 0,

u = 0,
  x I 8,

x I 58,
( 1)

这里 8是 R
n

( n \ 1)中的有界光滑区域.文献 [ 1-2]最近研究了具有零边界的反应扩散方程

( 1)的平衡解的问题.

在生物种群学中,非线性函数 f ( x, u ) S ug( x, u)代表生物增长率,而 g (x, u )是关于种群

密度 u的单位增长率的函数.为了反映因为种群生物密度增长导致的竞争拥挤效应,以往研究

中往往假设 g ( x, u )是递减的, A llee
[ 3]

(或见文献 [ 4] )指出生物密度过分稀疏或过分拥挤都

会对生物种群的生长起限制作用,每种生物都有自己最适合的密度,这种生物增长的模式称为

A llee效应.如果当 u很小的时候 g ( x, u )是负的, 我们称它为强 A llee效应, 如果当 u很小时

g ( x, u )是正的但是比最大值小,我们称它为弱 A llee效应.

当 f ( x, u )具有弱 A llee效应时,文献 [ 2]研究了方程 ( 1)的解和分歧图像,同时也涉及到

很多生物学中的应用.对具有强 A llee效应的情形,当 8是具有任意维数的球时,文献 [ 5]讨论

了一种典型的情形即 f ( x, u ) S u ( u - b) ( c- u ) ( 0 < 2b < c)和类似的情形,得到一个临界值
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K* , 当 K> K* 时, 方程有两个正解,当 K< K* 时, 方程没有解.条件 0 < 2b < c保证了方程 (1)

正解的存在, 而对于更一般的 f ( u ),若 f ( u)满足 f ( 0) = f ( b) = f ( c) = 0,这里 0 < b < c, u I
( 0, b) 时 f ( u ) < 0, 且 u I ( b, c)时 f ( u ) > 0, 则使方程有解的条件为 (见文献 [ 6-7] )

  Q
c

0
f ( u ) du > 0. ( 2)

另一方面,如果 f ( u )不满条件 (2),那么方程 (1)就没有正解.由于 u = 0和 u = c关于常微分

方程 uc = f ( u )都是稳定的, 此时具有强 A llee效应的非线性的函数 f ( u) 称为双稳定型.由条

件 ( 2)可得到 u = c比 u = 0更稳定.

 图 1 对固定的 x满足条件 ( f1) ~ ( f4)

的 f ( x, u) 的简图

本文的主要目的在于找到方程 ( 1)的解的存在

性和个数以及非存在性, 这里非线性项由空间齐次

形式 f ( u)变为非齐次形式 f (x, u ) .我们的主要结论

是如果可以找到一个 8 的一个开子集使类似条件

( 2)成立, 那么方程存在两个正解. 同时当条件 ( 2)

对任何 x I 8都不成立时, 我们得到解的不存在性,

这是文献 [ 7]中结论的更一般情况.

本文我们讨论具有强 A llee效应的方程 ( 1) . 我

们假设 f ( x, u )满足 (见图 1)

( f1) 对任意的 u \ 0, f (#, u ) I C
1, A

(�8 ) ( 0 < A< 1), 对任意的

  x I �8, f ( x, # ) I C
1

(R
+

);

( f2) 对任意的 x I �8,存在 b ( x ), c(x ) I C
1, A

(�8 ) ( 0 < A< 1),且 0 < b (x ) < c( x ) [
M,这里 M > 0为常数,使得 f ( x, 0) = f (x, b (x ) ) = f ( x, c( x ) ) = 0;

( f3) 对几乎所有的 x I �8,对任意的 s I ( 0, b (x ) ) G ( c(x ), ] ), f ( x, s) < 0, 对任意的

  s I ( b ( x ), c(x ) ), f ( x, s) > 0;

( f4) 存在一个 N > 0,对几乎所有的 x I �8, s \ 0, f ( x, s) /s [ N .

1 主 要结 果

为了考虑满足 ( f1) ~ ( f4)的方程 ( 1)解的存在性, 我们首先得到:

引理 1 假设 f满足 ( f1) ~ ( f3) .如果 u ( x )在 8上是可积的,且 8有一个正测度的可测子

集 8 0使得

  Q
c( x )

0
f ( x, s) ds > 0,   x I 8 0

且    Q
c( x )

0
f ( x, s) ds [ 0,   x I 8 \8 0,

则    Q
u ( x)

0
f ( x, s) ds [ Q

c (x )

0
f (x, s) ds,   x I 8 0

且    Q
u ( x)

0
f ( x, s) ds [ 0,   x I 8 \8 0 .

由假设条件做积分很容易得到此结论,在此省略其证明,也可见文献 [ 8] .

引理 2 对任意的 v I X S H
1
0 ( 8 ), 定义 3T u, v4X = Q8 f (x, u) vdx, 这里 f ( x, u )满足 ( f1)

~ ( f4). 那么 T是 X上的紧算子.

我们的主要存在性结果如下:

定理 1 若 f (x, u )满足 ( f1) ~ ( f4), B1是 8的一个开子集, 使得对 x I B1,
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  Q
c( x )

0
f ( x, s) ds > 0, ( 3)

则对足够大的 K > 0,方程 ( 1) 至少有 2个正解,而对小的 K, 方程 ( 1)没有正解.

证明  我们重新定义 f (x, u),当 u I ( - ] , 0) G ( c(x ), ] )令 f ( x, u ) S 0.由椭圆方程

极大值定理,方程 (1)的所有解都满足 0 [ u( x ) [ c( x ), 因此, 这样定义并不影响方程 ( 1)的

解集. 定义

  IK ( u) =
1

2 Q8 |¨u |
2
dx - KQ8 F ( x, u ) dx, F (x, u ) = Q

u ( x)

0
f ( x, s) ds,

那么 IK ( u)在X上是一个 C
2
函数 (见文献 [ 6, 8] ) .由对 f (x, u)假设, IK (# )的任意临界点 u是

方程 ( 1)的一个古典解,且由最大值定理和前面 f ( x, u )的新定义, u要么是 0,要么对任意的 x

I 8满足 0 < u (x ) < c( x ) .

1. 1 IK ( u )满足 Pala is-Smale条件

假设 um 是 X 中的一个序列, 且对任意的 m I N, | IK ( um ) | [ C . 当 m y ] 时,

+ I
c
K ( um ) + y 0.因为在 B 1上, Q

c( x )

0
f ( x, s) ds > 0,那么一定存在一个正可测集 80 < 8,使得

Q
c (x )

0
f (x, s) ds > 0, x I 8 0,且 Q

c ( x)

0
f ( x, s) ds [ 0, x I 8 \8 0 .则

  C \ IK ( um ) =
1

2 Q8 |¨um (x ) |
2
dx - KQ8 F (x, um (x ) ) dx =

    1
2 Q8 |¨um ( x ) |

2
dx - KQ8 Q

um ( x)

0
f ( x, s) ds dx \

    1
2 Q8 |¨um ( x ) |

2
dx - KQ8

0 Q
um (x )

0
f (x, s) ds dx -

    KQ8 \8 0 Q
um ( x)

0
f ( x, s) ds dx .

由引理 1, Q
u( x )

0
f ( x, s) ds [ Q

c( x )

0
f ( x, s) ds, x I 8 0,且 Q

u ( x)

0
f ( x, s) ds [ 0, x I 8 \8 0, 那么

  C \ IK ( um ) \ 1
2 Q8 |¨um (x ) |

2
dx - KQ8 0 Q

c (x )

0
f (x, s) ds dx \

    1

2
+ um ( x ) + 2

- KQ8 0

A dx =
1

2
+ um ( x ) + 2

- KA | 8 0 | .

即 C + KA | 8 0 | \ + um (x ) + 2
/2, 这里 A = max0[ u (x ) [ c ( x) | F (x, u) | . 所以 um 在 X 中有

界.

我们记 D: X = H
1
0 (8 ) y X

*
= H

- 1
( 8 ) 为 X的对偶映射, 则对任意的 u, UI X,

  Du [ U] = Q8¨u#¨Udx,

且    I
c
K ( u) [U] = Q8 ü#¨Udx - KQ8 f (x, u )Udx = Du [U] - J

c
K ( u ) [U] ,

这里 JK ( u ) = KQ8F (x, u )dx .所以

  I
c
K ( u) = Du - J

c
K (u ),

那么   u = D
- 1

I
c
K ( u ) + D

- 1
J

c
K ( u ), um = D

- 1
I

c
K ( um ) + D

- 1
J

c
K ( um ) .

由于 um 在 X中有界,我们得到 um 在X中有子列 um j
且 um j

弱收敛于 u. 由引理 2,

J
c
K (# )是紧算子,则在 X中有
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  J
c
K ( um j

) y J
c
K ( u),   j y ] .

但当 m y ] 时, + I
c
K (um ) + y 0, 所以

  um
j

= D
- 1

I
c
K ( um

j
) + D

- 1
J

c
K ( um

j
) y 0 + D

- 1
J

c
K ( u) = u,   j y ] .

Pala is-Sm ale条件成立.

1. 2 正解的存在性
由上面的证明, IK ( u ) \- KA | 8 0 | . 所以由 IK满足 Pa lais-Sma le条件且下有界, infIK ( u )

是临界值.

但是,因为 u = 0也是方程 ( 1)的 1个解, 为了得到方程 ( 1)的 1个正解, 我们必须排除

infIK ( u )是 0的可能性. 事实上,只需证明当 K足够大时存在一个 u0 I H
1
0 ( 8 ), 使得 IK ( u0 ) <

0 = IK ( 0) .在 58 G (8 \B 2 )上,令 u0 ( x ) = 0且在 B 1内 u0 (x ) = c(x ), 同时适当定义 u0在

B2 \B1的值, 这里 B2是 B1的一个同心圆, 且 8 = B 2 = B1 . 所以

  IK ( u0 ) =
1
2 Q8 |¨u0 |

2
dx - KQ8F ( x, u0 ) dx =

    1

2 Q8 |¨u0 |
2
dx - KQB 1

F (x, u0 ) dx - KQ8 \B 1

F ( x, u0 ) dx [

    1

2 Q8 |¨u0 |
2
dx - KQB 1

F (x, c( x ) ) dx - KQB 2 \B 1

(- A ) dx =

    1
2 Q8 |¨u0 |

2
dx - KQB

1

F (x, c( x ) ) dx - K[- A ( | B 2 | - | B 1 | ) ] .

由于当 x I B1时, Q
c ( x)

0
f ( x, s) ds > 0,且 Q

c ( x)

0
f ( x, s) ds是连续的, 所以一定有 1个开子集 B0满足

�B0 < B1且 D> 0,使得 | B0 | > 0且对 x I B 0, Q
c (x )

0
f (x, s) ds \ D.取 B 2足够小,使得 D| B 0 | +

A ( | B1 | - | B2 | ) > 0.则

  IK ( u0 ) [ 1

2 Q8 |¨u0 |
2
dx - KD| B 0 H B2 | - K[ - A ( | B2 | - | B1 | ) ] =

    1
2 Q8 |¨u0 |

2
dx - K[D| B0 | + A ( | B1 | - | B2 | ) ] .

故当 K足够大, IK ( u0 ) < 0, 即当 K足够大时, 方程 ( 1) 有 1个正解 u1 (x ) 满足 IK ( u1 ) =

infIK ( u ) < 0.

1. 3 用山路引理证明方程 ( 1)还有 1个正解 u2

固定 K > 0使得 IK ( u0 ) < 0.由于 IK I C
2

(X, R ), IK (0) = 0, I
c
K (0) = 0,所以对 P E >

0, 存在 Dc > 0, 使得 +w + [ Dc, 我们有

  | IK (w ) - I
d
K ( 0) [w, w ] | [ E+w + 2

,

由于 IK (0) = 0, I
c
K (0) = 0, 且

  I
d
K (0) [w, w ] = Q8 | ẅ |

2
dx - KQ8 fu (x, 0)w

2
dx .

因为 fu (x, 0) < 0, 所以

  I
d
K (0) [w, w ] \ Q8 | ẅ |

2
dx = +w + 2

.

如果我们取 E = 1 /2,则当 +w + = Dc时,

  IK (w ) \ +w + 2
/2 = D

c2
/2.

令 Q= Dc, A= D
2c

/2,如果 +u+ = Q,则 IK ( u ) \ A> 0. 另一方面, 因为 IK ( 0) = 0又由
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1. 2小节的证明,存在 1个 u0 I X, 使得 IK ( u0 ) < 0且 + u0 + > Q.所以由山路引理, IK还有 1

个临界点 u2, 使得

  IK ( u2 ) \ A> 0 > IK ( u1 ) .

u2是方程 ( 1)的另外 1个正解.

1. 4 当 K很小时方程 (1)没有正解

令 ( +1, <1 ( x ) )为特征方程

  
$< + +< = 0,

< = 0,
  
在 8中,

在 58上
( 4)

的一对主特征值和主特征函数,使得在 8上 <1 ( x ) > 0.我们在方程 (4) 两边乘以 u,在方程

( 1)两边乘以 <1,相减后在 8上积分,得到

  Q8 [ + 1u<1 - K<1 f ( x, u ) ] dx = Q8 u<1 + 1 - K
f ( x, u )

u
dx = 0.

如果 K < + 1 /N, 则由 ( f4),

  +1 - K
f ( x, u )

u
\ + 1 - KN > 0,

得到矛盾.所以对很小的 K, 方程 ( 1)没有正解. t

注记 1 作为定理 1的 1个例子, 我们考虑方程

  $u + Ku ( u - b ( x ) ) ( c( x ) - u) = 0,

u = 0,
  在 8 中,

在 58 上,
( 5)

这里 b ( x ), c( x )是 C1函数使得对任意的 x I �8 有 0 < b ( x ) < c( x ) .

显然 f( x, u ) = u( u - b( x ) ) ( c( x ) - u )满足 ( f1) ~ ( f4) .那么有

  Q
c (x )

0
f( x, s) ds = Q

c (x )

0
s( s - b ( x ) ) ( c( x ) - s ) ds =

    Q
c( x )

0
[ - s3 + ( b( x ) + c( x ) ) s2 - b ( x ) c( x ) s] ds =

    -
1

4
s4

c (x )

0

+
b ( x ) + c( x )

3
s3

c(x )

0

-
b ( x ) c( x )

2
s2

c( x )

0

=

    1

12
[ c( x ) ] 3 ( c( x ) - 2b( x ) ) .

由定理 1,如果存在 1个开集 B1 < 8 ,使得在 B1上 c( x ) > 2b( x ),那么对足够大的 K, 方程 ( 5)至少有 2

个正解.

由定理 1的证明, 当 K < + /N时方程 ( 5)没有解.其实在这种特殊情况下,可以找到使方程没有解的更准

确的 K的范围.我们仍然设 ( + 1, < 1 ( x ) )是方程 ( 4)的一对主特征值和特征函数. 由假设,存在 b1, b2, c1, c2 > 0

使得 b2 \ b ( x ) \ b1 > 0且 c2 \ c( x ) \ c1 > 0.和定理 1证明的 1. 4小节类似,我们有

  0 = Q8 ( u$<1 - < 1$ u) dx = Q8 u< 1 [K( u - b ( x ) ) ( c ( x ) - u ) - + 1 ] dx =

    Q8 u< 1 [ - K b( x ) c( x ) + K[ b ( x ) + c( x ) ] u - Ku2 - + 1 ] dx .

所以   KQ8 [ b ( x ) + c( x ) ] u2< 1 dx = KQ8 b ( x ) c( x ) u< 1 dx + KQ8 u3<1 dx + Q8 u<1 dx .

由于   KQ8 [ b ( x ) + c( x ) ] u2< 1 dx [ K( b2 + c2 ) Q8 u2<1 dx

且    KQ8 b( x ) c( x ) u< 1 dx \ Kb1 c1 Q8 u< 1 dx,

我们有

  K( b
2

+ c
2

) Q8 u2<
1
dx \ (Kb

1
c
1

+ +
1

) Q8 u<
1
dx + KQ8 u3<

1
dx \
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    2 K(Kb1 c1 + + 1 ) Q8 u2< 1 dx .

在最后 1个不等式中, 我们利用了不等式 a2 + b2 \ 2ab .所以得到 K( b2 + c2 ) \ 2 K(K b1 c1 + + 1 ), 即

  K\
4+

1

( b2 + c2 ) 2 - 4b1 c1

是方程 ( 5)解存在的一个必要条件. t

现在我们来讨论当对任意 x I 8, 条件 ( 3)都不成立时,方程 ( 1)解的非存在性.定义 �c =

m ax�8 c( x ), �b = m in�8 b( x ) . 主要的非存在性结果是

定理 2 定义 �f ( u) = m axxI �8 f ( x, u ) \ f (x, u) .如果 Q
�c

0
�f ( u) [ 0,那么对任意的 K> 0, 方

程 ( 1)没有正解.

为了证明定理 2,我们首先引入文献 [ 6]中的一个定理.如果 f是 1个 C
1
函数且存在 0 [ s0

[ s1 [ s2, 使得

  

f ( si ) = 0,   ( i = 1, 2),

f ( s0 ) [ 0,   对 s0 < s < s1,

f ( s) < 0,   对 s1 < s < s2,

f ( s) > 0

( 6)

且    Q
s2

s0

f ( s) ds [ 0, ( 7)

有

引理 3 假设 f满足式 ( 6)和 ( 7) . 8为 1个有光滑边界的有界集. 如果方程 ( 1)有 1个正

解 u,那么 u不可能满足下面条件

  
um ax = max

xI 8
u ( x ) I ( s1, s2 ),

u ( x ) > 0.

定理 2的证明  如果方程 ( 1)存在正解 (K, u* ),则由 $u* + K�f ( u* ) \ $u* + f ( x, u* )

= 0, u* 是

  $u + K�f ( u ) = 0,

u = 0,
  在 8中,

在 58上
( 8)

的 1个下解.而 �c是方程 (8)的 1个上解.根据比较方法,方程 ( 8)必有 1个正解 �u使得 u* [ �u
[ �c.但是如果我们设 s0 = 0, s1 = �b且 s2 = �c,即 �f满足式 ( 6)和 ( 7), 那么由引理 3,方程 (8)

没有正解.矛盾. 所以若 Q
�c

0
�f ( u) du [ 0, 那么方程 ( 1)没有正解. t

注记 2 我们注意到 Q
�c

0
�f ( u ) du [ 0表明条件 ( 3)对任意 x I �8 都不成立, 但反之则不然.事实上我们推

测非存在性可以在更弱的条件下成立:对任意的 x I �8, Q
c (x )

0
f ( x, s ) ds [ 0.

定理 2的一个直接结论是

推论 1 若对任意的 x I �8, c(x ) S 1, m axxI �8 b( x ) \ 1 /2, 则方程 (5)对任意的 K> 0没

有正解. t
在文献 [ 9]中, Dancer和 Yan证得当 c(x ) S 1且 x I 8: b (x ) < 1 /2 正可测时,方程 ( 5)

可能有很多局部最小正解.而推论 1说明关于 b (x )的条件对非平凡解的存在性是必要的.
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Existence and Nonexistence of Positive Solutions

of Sem ilinearE lliptic EquationW ith

Inhomogeneous Strong A llee Effect
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Abstract: A sem ilinear ellip tic equation defined on a bounded sm ooth dom ain is stud ied. Th is

type o f prob lem arises from the s tud ies o f spatia l eco logym ode,l and the grow th function in the

equation w as of strong A llee effect and inhom ogeneous. It was proved by variat ionalm ethods

that the equation has at least two pos itive so lu tions for a large parameter if it satisfies som e ap-

propriate cond itions. Som e nonex istence resu ltswere also proved.
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