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摘要:  提出一种新的求解 Po isson方程的小波有限元方法, 采用区间三次 H erm ite样条小波基作

为多尺度有限元插值基函数,并详细讨论了小波有限元提升框架. 由于小波基按照给定的内积正

交, 可实现相应的多尺度嵌套逼近小波有限元求解方程,在不同尺度上的插值基之间完全解耦和

部分解耦. 数值算例表明在求解 Po isson方程时,该方法具有高的效率和精度.
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引   言

近年来,诸多物理问题的积分和微分方程采用小波进行数值求解. 小波数值方法突出的优

点在于多分辨特性,可以获得用于结构分析的多种基函数
[ 1-3]

,针对求解问题的精度要求,采用

不同的基函数.而小波数值方法吸引了众多的研究者
[ 4-11]

.譬如:周又和等提出了一种基于小

波 Galerkin的梁板结构分析方法
[ 4]
; Chen等提出了一种基于 Daubechies小波的动态多尺度小

波有限元提升框架
[ 5]
;文献 [ 6-8]运用区间 B样条小波构造了一系列一维和二维小波单元簇,

数值算例验证了小波有限单元的数值逼近能力;梅树立等提出了一种用于偏微分方程求解的

区间小波自适应精细积分法
[ 9]
; 为克服二维张量积小波存在过多内部小波基的缺陷,金坚明

等构造了具有紧支撑的非张量积二维样条小波基并应用于二维小波有限元分析
[ 10]
;贺英和韩

波进一步拓展 Daubech ies小波差分方法至流体饱和多孔隙介质波动方程求解
[ 11]
. Basu等在比较

了工程数值计算不同方法的基础上,认为计算机时代广为使用的有限元法,边界元法和无网格法

已经取代了有限差分和 R itz型方法,在不久的将来,这些方法有可能被小波方法取代
[ 12]
.

采用小波基求解偏微分方程过程中, 大量的研究尝试运用小波基的多分辨分析和相应地

嵌套逼近特性生成自适应数值求解方法. 然而,对于如何获得小波数值求解偏微分方程的有效
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算法研究较少,其原因在于小波基的嵌套逼近,必将导致由提升框架推导出的不同尺度下的尺

度函数和小波函数形成的多尺度有限元求解方程相互耦合.

本文利用区间三次 H erm ite样条小波
[ 13 ]
作为插值基函数,研究一种用于求解 Po isson方程

的小波有限元方法.由于该小波基具有按照给定的内积正交的良好性能,可实现由不同尺度下

的尺度函数和小波函数形成的多尺度小波有限元求解方程完全解耦.数值算例验证了方法的

有效性.

1 区间上三次 H erm ite样条小波基

经典小波函数是定义在整个实数轴 R上或一个周期函数的平方可积实数空间 L
2
(R )上

的完备基, 在求解边值问题时, 在边界上会出现数值振荡
[ 14]
.而区间小波可克服这一问题. 本

文采用区间三次 Herm ite样条小波基作为插值基函数实现对 Po isson方程的高性能计算.

L
2
(R )表示 R上的线性平方可积实数空间. 定义 L

2
(R )中的内积:

  3u, v4: = QR u ( x ) v( x ) dx,   u, vI L
2
(R ).

如果3u, v4:= 0,则 u和 v正交. L
2
(R )中的函数 f的范数为 + f+ 2

: = 3f, f 4.

设 < 1和 <2为支撑在区间 [ 0, 1]上的三次 Herm ite样条,即

  <1 ( x ): =

(x + 1)
2
( 1 - 2x ),   x I [ - 1, 0],

(x - 1)
2
( 1 + 2x ),   x I [ 0, 1] ,

0, x [ - 1, 1] ,

( 1)

  <2 ( x ):=

( x + 1)
2
x,   x I [ - 1, 0] ,

( x - 1)
2
x,   x I [ 0, 1],

0, x [ - 1, 1],

(2)

<1和 <2如图 1所示, 很显然, < 1和 <2属于 C
1
(R ) .

图 1 R上三次 H erm ite样条

支撑在区间 [ - 1, 1]上由 <1和 <2生成的相应小波 W1和 W2为
[ 13 ]

  
W1(x) = - 2 <1(2x + 1) + 4 <1 (2x ) - 2 <1(2x - 1) - 21 <2 (2x + 1) + 21<2(2x - 1),

W2(x) = <1(2x + 1) - <1(2x - 1) + 9 <1 (2x + 1) + 12 <2 (2x ) + 9 <2 (2x - 1) .
( 3)

这样定义的尺度函数和小波满足如下条件:

  3Wc
1, <

c
m (#- j) 4 = 3Wc

2, <
c
m (#- j)4 = 0,   m = 1, 2; P jI Z .

小波函数的平移生成小波空间 W .小波函数 W1和 W2如图 2所示, W1为对称函数而 W2为
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反对称函数.

图 2 小波 W1和 W2

由上述小波函数可进一步生成H
1
0 (0, 1)空间中的小波.H

1
0 (0, 1)中的小波分解关系:

  H
1

0 (0, 1) = V1 + W1 + W2 + ,, ( 4)

式 ( 4)中 V1为尺度空间,而 W n ( n = 1, 2, , )为不同尺度下的小波函数.

尺度空间 V1中的尺度函数 <1, k为

  

< 1, 1 (x ) : =
5
24
< 1 ( 2x - 1), <1, 2 ( x ) : =

15
4
<2 ( 2x ),

< 1, 3 (x ) : =
15

8
< 2 ( 2x - 1), <1, 4 ( x ) : =

15

4
<2 ( 2x - 2)

. ( 5)

小波空间 Wn ( n = 1, 2, , ) 中的小波函数 Wn, k为

  

Wn, k ( x ) : =
2
-n /2

729. 6
W1 (2

n
x -

j

2
),   j = 2, 4, ,, 2n+ 1 - 2,

Wn, k ( x ) : =
2
-n /2

153. 6
W2 (2

n
x -

j - 1
2

),   j = 1, 3, ,, 2
n+ 1

- 1,

Wn, 1 (x ) : =
2
- n /2

76. 8
W2 (2

n
x ), Wn, 2n+ 1 (x ) : =

2
-n /2

76. 8
W2 (2

n
x - 2

n
) .

( 6)

区间 [ 0, 1]上的所有尺度函数 <1, k和小波函数 W1, k如图 3所示.假定 uI V1并且 vn I Wn ( n

= 1, 2, , ),如此构造的小波基函数具有良好的性能,实现不同尺度下的小波基之间按照内积

3uc
, v

c
n, 4和3vc

m, v
c
n 4正交,即 3uc

, v
c
n 4 = 0, 并且 3vc

m, v
c
n, 4 = 0, m X n.

 图 3 尺度空间 V1上的尺度函数和小波空间 W 1上的小波函数
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2 Po isson方程多尺度小波有限元方法

对于工程广泛存在的奇异性和大梯度问题,如果仅仅采用尺度空间 V1中的尺度函数作为

插值基函数,不能达到要求的精度.小波有限元具有固有的阶谱特性,特别适合进行多尺度求

解,可克服传统单尺度单元在求解奇异性或大梯度问题时求解精度和求解效率的矛盾
[ 1-3]

.

2. 1 一维 Poisson方程

考虑具有 D irich let边界条件的一维 Po isson方程,即

  - $u = f,   在 (0, 1)中,

u = 0, 在 98中,
( 7)

式 ( 7)中 f为右端项, $= d
2
/dx

2
表示 Laplace算子.

设 8为具有边界 98的一维求解域,从 8的初始网格划分 # 1出发,嵌套地均分每一个 # l- 1

得到相应的 # l .对于每一网格划分,采用尺度空间 Vl中的小波基作为有限元插值基.

利用区间三次 H erm ite样条小波的多分辨分析特性, 得到尺度空间的直和分解关系,即

  Vl = V1 + W 1 + W2 + , + W l- 1 . ( 8)

图 4 小波有限元提升框架

  需要指出的是:小波空间自身可形成一个
完备的空间,未知场函数采用小波空间中的小

波基展开.然而,为保证展开时只包含有限小

波项,尺度空间分解时必须包含初始尺度空间

V1 .图 4给出由区间三次 H erm ite小波直和分

解关系得到的尺度空间提升关系.

在 Vl空间中,未知场函数 u可表示为

  u= 5 1a1 + E
l- 1

s= 1

Wsds = 5 la l, ( 9)

式 ( 9)中, a1 = a1, 1, a1, 2, a1, 3, a1, 4
T
表示尺度空间 V1中的待求尺度函数插值系数列向量, 5 1

= <1, 1, <1, 2, <1, 3, < 1, 4 表示 V 1空间中的尺度函数行向量. d s = d s, 1, d s, 2, ,, d s, 2n+ 1
T

( s = 1, 2, ,, l- 1) 表示添加不同尺度下的小波项后待求的小波函数插值系数列向量, 7 s =

Ws, 1, Ws, 2, ,, Ws, 2n+ 1 表示 W s空间中的小波函数行向量. 5 l, al为

  
5 l= 5 1  7 1  7 2  ,  7 l- 1 ,

al = ( a1 )
T  ( d1 )

T  ( d2 )
T  ,  ( d l- 1 )

T T
.

( 10)

由 Galerkin变分原理, 可得到 Vl空间中多尺度小波有限元刚度矩阵:

  K
l
=

K 5 1, 5 1 K 5 1, 7 1 , K 5 1, 7 l- 1

K 7 1, 7 1 , K7 1, 7 l- 1

对称 w s

K 7
l- 1

, 7
l- 1

, ( 11)

式 ( 11)中,刚度矩阵 K
l
的子矩阵可以采用下式计算:

  Kx, y = Q
1

0

dx
T

dx

dy

dx
dx   ( x, y= 5 1, 7 1, ,, 7 l- 1 ) , ( 12)

右端项为

  P
l
= Q

1

0
5
T
l f dx . ( 13)
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由于区间三次 H erm ite样条小波的良好性能, 即小波基关于内积 3uc
, v

c4正交而不是通常
正交小波基关于内积 3u, v4正交.换言之,对于任意的 n , 3uc

, v
c
n 4= 0;对于任意的 m X n, 3uc

m,

v
c
n4= 0.当小波尺度从 1提升到 l时,式 ( 11)中仅仅只需要计算对角线上的子块 Kx, y ( x = y =

5 1, 7 1, ,, 7 l- 1, 7 l- 1 ) ,其它子块均为 0. 与其它文献中小波有限元方法
[ 4-8]
比较表明,由于该

小波基不同尺度的尺度函数和小波函数之间, 小波函数与小波函数之间可实现完全解耦, 在不

断提升尺度,添加小波基的过程中,只需要计算少量的刚度矩阵元素,可大为提高计算效率.因

此, Vl空间中的多尺度小波有限元刚度矩阵为

  K
l

=

K 5 1, 5 1

K 7
1
, 7

1

对称 w
K 7 l- 1, 7 l- 1

. ( 14)

2. 2 二维 Poisson方程

考虑具有 D irich let边界条件的二维 Po isson方程,即

  - $u = f,   在 8中,

u = 0,    在 98中,
( 15)

式 ( 15)中, 8表示求解域, 98表示边界. $ = 9
2
/9x

2
+ y

2
/9y

2
表示 Lap lace算子, f表示右端项.

在有限元空间中引入双线性泛函和线性泛函, 即

  B ( u, v) = QQ8 9u
9x

9v
9x
+

9u
9y

9v
9y

dxdy,   u, vI L
2
(R

2
) , ( 16)

  f ( v) = = QQ8 fvdxdy , ( 17)

式 ( 16)和式 ( 17)中, v为检验函数, u为有限元空间逼近解.

由 Galerkin或 R itz变分原理,二维 Poisson方程式 ( 15)对应的弱解为

  B ( u, v) = f ( v ) . ( 18)

采用尺度 j下二维尺度函数 ( j = 5 já 5 j (二维张量积小波有限元具体参见文献 [ 5, 7-8] )

的逼近解 u和检验函数为

  
u = ( j uj,

v = ( j vj,
  uj, vj I Vh, ( 19)

式 ( 19)中 Vh表示有限元空间.

将式 ( 19)代入式 ( 18) ,有

  B ( ( juj, ( j vj ) = f ( ( j vj ) ] B ( ( juj, ( j ) - f ( ( j ) vj= 0]
    B ( ( juj, ( j ) = f ( ( j ). ( 20)

将式 ( 16)和式 ( 17)代入式 ( 20) ,有

  K
j
uj = f

j
, ( 21)

式 ( 21)中刚度矩阵为

   K
j
= [ #

1, 1
1, j á #

0, 0
2, j + #

0, 0
1, j á #

1, 1
2, j ] . ( 22)

尺度 j下的尺度函数积分项为

  #
1, 1
1, j = Q

1

0

d5
T
j

dN
d5 j

dN
dN, ( 23)

  #
0, 0
1, j = Q

1

0
5

T
j 5 j dN, ( 24)
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  #
1, 1
2, j = Q

1

0

d5
T
j

dG
d5 j

dG
dG, ( 25)

  #
0, 0
2, j = Q

1

0
5

T
j 5 j dG. ( 26)

右端项为

  f
j
= Q

1

0 Q
1

0
f (N, G) (

T
j dNdG. ( 27)

提升过程与一维小波有限元类似,多尺度单元刚度矩阵不能实现完全解耦, 但是可以保证

足够的稀疏性和高效率,详细过程略.

3 数 值算 例

算例 1 考虑具有变右端项 f (x ) = [ 200 - 40 000( x - 0. 5)
2
] e

- 100(x- 0. 5) 2

和 D irichlet边界

条件的 Po isson方程.精确解为: u ( x ) = e
- 100 (x - 0. 5 ) 2

.

V1空间 V3空间

V4空间 V6空间

图 5 尺度 1~ 5上的逼近误差

该问题在 L /2附近的解具有一定的奇异性
[ 15]
.本文采用提升方案生成的 Vl ( l = 5)空间小

波基进行多尺度求解.当通过提升方案在高梯度区域不断添加小波空间中的小波基嵌套求解时,

有限元解越来越接近真解.表 1给出了嵌套求解误差 En = max | u - u+, n | ,由于多尺度刚度矩

阵 K
1
良好性能,多尺度有限元求解过程收敛较快.该算例验证了一维多尺度区间三次 Herm ite样

条小波可用于方便地运用于高梯度问题自适应有限元分析.由式 ( 13),仅需计算对角线上的子矩
1248
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阵,使得本文方法相对于区间 B样条小波有限元方法
[ 6]
,计算效率进一步提高.

表 1 误差 En

n 1 2 3 4 5

En 0. 742 6 0. 301 5 0. 124 1 0. 041 2 0. 009 2

  算例 2 假定式 ( 15)的右端项为

  f = - 25x
23
y
23
[ ( 26x - 24) y

2
( y - 1) + x

2
( x - 1) (26y - 24) ],

求解域和边界条件为

  8 = ( x, y )I R2
|x, y I [ 0, 1] , u |98 = 0

和

  98 = ( x, y )I R2
| ( x = 0, 1, yI [ 0, 1] ) G xI [ 0, 1] , y = 0, 1 .

该问题的理论解为
[ 16]
: u = x

24
y
24
( x - 1) (y - 1) .解在角点 ( 1, 1)附近解梯度变化大,采

用多尺度二维张量积小波有限元法从初始 V1空间提升至 V6空间求解该算例, 图 5表示相应

的有限元解误差 E= u - u+ (u为理论解, u+为有限元解 ) .首先,采用初始尺度空间 V1中的尺

度函数求解,然后采用提升框架逐步增加小波空间 W i ( i= 1, 2, 3, 4, 5)中的小波基嵌套求解.

从图 5中可以看出,逼近误差 E越来越小,尤其是在解具有一定奇异性的地方,逼近误差以较
快的速度减少.

4 结   论

由于区间三次 H erm ite样条小波良好的性能, 比如: 多分辨分析和按照内积 3uc
, v

c4正交,
以该小波基为插值基构造的小波有限元提升框架可以高效方便地实现. 当具体问题的局部分

析精度达不到要求时,不断在局部添加高尺度的小波函数以提高分析尺度, 从而改善计算精

度.同时,多尺度小波有限元方程对于一维 Po isson方程保持分块对角矩阵, 而对于二维 Po is-

son方程保持极大的稀疏性. 因此,该方法是解决具有高梯度特征的 Poisson方程的有力工具,

进一步研究在于将该方法拓展至工程中其它偏微分方程求解, 以验证改方法对其他类型方程

的适应性.
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A bstract: A new wavelet-based fin ite e lem entmethod was proposed for so lv ing Po isson equa-

tion. The wave let bases of H erm ite cub ic sp lines on the in terval were em p loyed as the m u lt-i

scale in terpo lating basis for fin ite elem ent analysis. The lift ing schem e ofw avelet-based fin ite

e lem entmethod was d iscussed in details. For the orthogral characterist ic o f the wavelet bases

w ith respect to the given inner product, the correspond ing mu lt-i scale fin ite elem ent equation

w ill be decoup led across scales to tally or partia lly and be su ited for nesting approx im ation.

Some num erica l exam p les ind icate that the proposed method has h igher efficiency and precision

in solving Poisson equation.

K ey words: Po isson equat ion; Herm ite cub ic sp lines wave le; lifting schem e; wavelet fin ite ele-

mentm ethod
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