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任意梯度分布功能梯度圆环的热弹性分析
*
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摘要:  对沿径向任意变化的材料参数的功能梯度圆环进行了热弹性分析. 与以前关于该问题的

分析不同, 既不需要预先给定具体的梯度变化形式, 也不需要对结构进行细分. 给出一种新的有效

解法将问题转换为求解 F redho lm积分方程, 从而通过 F redho lm积分方程的解给出热应力和位移的

分布情况. 最后通过算例分析了内外表面受不同温度作用时, 材料参数呈现梯度变化对圆环的应

力和位移变化的影响, 计算结果表明某些特定的材料梯度可有效缓解圆环内的热应力分布. 该文

得到的结果对功能梯度圆环在结构安全设计方面有重要的理论指导意义.
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引   言

功能梯度材料作为一种特殊的复合材料, 其材料的微观组成和性能随位置状态呈现连续

变化, 并且功能梯度材料可将性能各异的材料按照设计的意愿在结构内部非均匀、连续地合成

新型材料,以适用于各种特殊的工程结构极限需要.现在,其用途已由原来的航天工业扩大到

核能源、燃气涡轮发动机和土木工程等诸多领域.

起初,人们期望将功能梯度材料用于航空航天、核反应堆和内燃机等承受极高热载的结构

领域, 因而对功能梯度的热弹性应力的研究十分关注
[ 1-14]

.例如, Noda等人主要研究了功能梯

度材料板、空心圆环及空心球的热弹性问题
[ 1-3]

; Tanigaw a等
[ 4-6]
主要研究了非均匀材料在各种

不同热源下的瞬态热弹性应力响应和热应力的缓和问题;另外 Tanaka等
[ 7-8]
研究了功能梯度

材料板及柱的稳态热应力优化设计问题; Ravichandran
[ 9 ]

, F iont等
[ 10]
和 Chiu

[ 11]
等对功能梯度

残余热应力进行了研究; Z imm erm an和 Lutz
[ 12]
对功能梯度圆柱的一维热应力问题进行了分

析,另外 Jabbari等
[ 13-14]
求得了材料常数沿半径按幂函数形式变化时功能梯度圆柱中热应力分

布情况.由于功能梯度材料的材料参数随空间位置变化, 也就是说材料物性参数是坐标的函

数,因而所有描述功能梯度材料的控制方程都是变系数的微分方程,除了几种特殊情况外要得

到热弹性场的精确解析解几乎不可能.因此,以往的研究基本是针对几种特定的材料分布来求
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解 (如假设功能梯度材料的弹性参数按指数或幂函数形式变化 ), 如文献 [ 13-14] .另一种方法

就是采用多层均匀材料进行模拟取代, 如文献 [ 6]. 如果允许材料参数任意变化, 能够给出应

力的解析解或近似解,无疑会对工程设计和结构优化带来重要影响.

本文针对功能梯度圆环问题 (如飞轮,散热片 ) ,提出一种新的方法, 将热弹性问题转换为

一个 Fredho lm积分方程的求解. 通过 Fredho lm积分方程的解给出热应力和位移的分布情况,

并通过数值算例分析了不同梯度变化对功能梯度圆环的热应力和位移变化的影响. 该方法对

于材料性能参数沿半径方向任意变化的功能梯度圆环均适用.

1 热弹性问题的描述

考虑一功能梯度圆环,其内外半径分别为 a和 b (见图 1), 其内部温度变化由 T = T ( r) 来

描述, 因此本问题为平面应力轴对称问题.此时,径向位移 ur X 0, 对应的几何方程为

图 1  功能梯度圆环示意图

    Er =
du r

dr
, EH=

ur

r
; (1)

物理方程为

  Rr =
E (r)

1- M
2
( r)

Er + M( r)EH - A( r) [ 1+ M(r) ]T (r) , ( 2)

  RH=
E ( r)

1- M
2
( r)

EH+ M(r)Er - A(r) [1 + M( r) ]T ( r) . ( 3)

考虑式 ( 1)~ ( 3) , 可以得到用径向应力 Rr表示的径向位移 u r

和环向应力 RH的表达式:

  u r =
A

V ( r )
+

1

V ( r) Q
r

a
V( s) 1 - M

2
( s)

E ( s)
Rr ( s) + A( s) [ 1 + M( s) ]T ( s) ds, ( 4)

  RH= M( r )Rr +
E ( r)
r

ur - E ( r) A( r)T ( r), (5)

其中, A为由适当的边界条件决定的常数, V ( r ) = exp Q
r

a

M( s)
s

ds .

将式 (4)代入式 ( 5), 再代入平衡方程

  
dR r

dr
+
Rr - RH

r
= 0, (6)

经过化简,即得到一个关于 R r的积分 -微分方程:

  
dR r

dr
+

1 - M( r)
r

Rr -
E ( r)

r
2
V( r ) Q

r

a

[ 1 - M
2
( Q) ] V( Q)

E (Q)
Rr (Q) d Q= F ( r ) + A

E ( r)

r
2
V( r )

, (7)

式 ( 7)两边对 r积分得到

  Rr + Q
r

a
K ( r, Q) Rr (Q) d Q= F 1 ( r ) + A f ( r) + B, (8)

其中, A, B为待定常数,可由边界条件得到.函数 F ( r ), F1 ( r ), K ( r, Q)和 f ( r) 的具体表达式

如下:

  F ( r) = E ( r)

r
2
V( r ) Q

r

a
V( Q) A(Q) [ 1 + M( Q) ]T (Q) d Q-

E ( r) A( r )T ( r )
r

, (9)

  F1 ( r) = Q
r

a
F ( Q) d Q, ( 10)
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  K ( r, Q) = 1 - M(Q)
Q

-
[ 1 - M

2
( Q) ] V( Q)

E ( Q) Q
r

Q

E ( s)

s
2
V ( s)

ds, ( 11)

  f ( r ) = Q
r

a

E ( s)

s
2
V( s)

ds . ( 12)

值得指出的是在以上的推导过程中,弹性模量 E ( r), Po isson比 M( r),热膨胀系数 A( r)以

及下面的热传导系数 k ( r )都沿半径方向任意变化.功能梯度材料对应于这些材料参数为连续

函数的情况,而分层结构模型则对应于这些材料参数为分段常数的情况.对于一些实际问题,

材料的物性参数有可能还与温度相关,显然,这将导致一个困难的非线性问题.为简单起见,我

们在此考虑物性参数仅仅依赖于半径 .

2 问题的求解

上面推导中,式 ( 8)中的积分常数 A, B可由边界条件 R r ( a ) = - qi, Rr ( b) = - qo求得

  A =
- qo + qi

f ( b)
-
F 1 ( b)

f ( b)
+

1
f ( b ) Q

b

a
K ( b, Q) Rr ( Q) d Q, B = - qi.

将求得的 A, B代回式 ( 8),即得到关于 R r的 Fredho lm积分方程:

  Rr + Q
b

a
L ( r, Q) Rr (Q) d Q= h ( r ), ( 13)

其中核函数 L ( r, Q)和 h( r)的具体表达式为

  L ( r, Q) =
K ( r, Q) -

f ( r )

f ( b)
K ( b, Q),   Q< r,

-
f ( r)
f ( b )

K ( b, Q),      Q> r.

( 14)

  h( r) = F1 ( r) +
f ( r)

f ( b )
[ q i - qo - F1 ( b ) ] - q i. ( 15)

由于获得的方程 ( 13)是第二类 Fredho lm积分方程,根据 Fredho lm积分方程择一定理,我

们推知由该具体问题导出的方程有唯一解.为求此解答, 我们采用文献 [ 15]中给出的方法.考

虑到核函数 L ( r, Q)在对称轴 r = Q上的不连续性,对积分部分的求解采用修正的 S im pson公

式,然后运用 NystrÊm插值即可求得任意点处的 Rr值. 从而,通过式 (4)和式 ( 5)可进一步确定

位移 ur以及环向应力 RH .

3 数值算例及讨论

下面我们主要对稳态温度场作用下的功能梯度圆环进行讨论.假设圆环从某一均匀温度

加热, 内面 ( r = a) 增温 T a,外面 ( r = b)增温 T b .在没有内热源以及热流稳定以后, 变温 T ( r )

应当满足稳态条件下的热传导方程:

  1
r

d
dr rk ( r )

dT ( r )
dr

= 0,   a [ r [ b, ( 16)

上式两边乘以 rdr,对 r积分,再乘以 dr /( rk ( r) ) , 然后再对 r进行积分, 得

  T ( r ) = C Q
r

a

1

Qk ( Q)
d Q+ D . ( 17)
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由边界条件 T r= a = T a, T r= b = T b求出任意常数 C及 D后再代回上式,经过简化得

  T ( r ) =
T b - T a

Q
b

a

1

Qk ( Q)
d Q

Q
r

a

1

Qk( Q)
d Q+ T a. ( 18)

一旦变温 T确定, 代入上面的热弹性分析中,即可得到相应问题的热应力分布. 由于本文

主要考虑材料的梯度变化对热应力的影响,因此,在以下的算例中,我们假设圆环的内外表面

无载荷作用,即 qi= qo= 0 Pa.首先, 为验证本文提出的方法的有效性及收敛性或者解答的精

度,我们对材料参数呈特殊函数变化时的解析解和本文提供的数值解进行比较. 假设 Po isson

比为常数,其他所有的材料参数在径向上呈幂函数的梯度变化:

  E ( r) = E i
r

a

m1

, A( r ) = Ai
r

a

m2

, k ( r ) = k i
r

a

m3

, ( 19)

其中, m 1, m 2, m 3为常数, E i, Ai, k i分别为圆环内面的材料参数. 采用文献 [ 13]中的方法, 可求

得此时功能梯度圆环中的位移和热应力为

  

ur = a B1
r
a

G1

+ B2
r
a

G2

+ D 1
r
a

m 2+ 1

+ D 2
r
a

m2-m3+ 1

,

R r =
E i

1 - M
2

r
a

m1

( G1 + M)B 1
r
a

G1- 1

+ (G2 + M)B 2
r
a

G2- 1

+

  [ (m 2 + 1 + M)D 1 - Ai (1 + M)A 2 ]
r

a

m
2

+ [ (m 2 - m 3 +

  1 + M)D 2 + Ai (1 + M)A 1 ]
r
a

m2-m3

,

RH =
E i

1 - M
2

r
a

m1

(MG1 + 1)B 1
r
a

G1- 1

+ (MG2 + 1)B 2
r
a

G2-1

+

  [ (Mm 2 + 1 + M)D 1 - Ai (1 + M)A 2 ]
r

a

m
2

+ [ (Mm 2 - Mm3 +

  1 + M)D 2 + Ai (1 + M)A 1 ]
r
a

m2-m3

,

( 20)

参数 G1, G2, A 1, A 2, B 1, B 2, D 1, D 2的具体表达式见附录.

图 2( a) , ( b) 为式 ( 20)与采用本文提出的方法得到的热应力分布的比较图. 图中采用

T iC为内表面材料, 也即 E i= 460 GPa, Ai= 7. 4 @ 10
- 6

K
- 1
, k i= 20W /(m#K ) , M= 0. 336

[ 16]
,内

外表面增温分别为 T a = 0 K, T b = 500 K . 从图 2( a), ( b)可以看出,采用本文提出的方法得到

的结果 (星号 )与解析解 (实线 ) 吻合非常好.

与式 (19)表示的材料参数分布形式不同,下面我们考虑功能梯度圆环内外表面为给定的

材料, 而内部的材料参数假定为如下形式:

  

E ( r ) = E i + (Eo - E i )
r - a

b- a

B
1

,

A( r) = Ai + (Ao - Ai )
r - a
b - a

B2

,

k ( r ) = k i + ( ko - k i )
r - a

b- a

B
3

,

( 21)
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其中, E i, Ai, k i为内表面的材料参数 (如 T iC ), Eo, Ao, ko为外表面的材料参数 (N i: E o =

199. 5 GPa, Ao= 18 @ 10
- 6

K
- 1
, ko = 90. 5W /( m#K ), M= 0. 312

[ 16-17]
) . Po isson比设为常数,选

取 T iC和 N i的平均值 M= 0. 324
[ 18 ]
.边界条件取 T a = 0 K, T b = 500 K .另外,为有效体现梯度

参数对结构屈服破坏的影响,除径向应力和环向应力外,我们还采用与 von M ises屈服准则相

应的应力 RVM
[ 19 ]
来对结构的受力情况进行分析, 其中 RVM的具体表达式为

  RVM= R
2
r - Rr RH+ R

2
H. ( 22)

图 3 ~ 5分别分析了梯度参数 B1, B2, B3对热应力 R r, RH, RVM的影响.从图 3中可以看出,随

着 B1的增大,径向应力 Rr增加,屈服应力 RVM增加, 环向应力 RH却是靠近内表面增加而靠近外

表面却减少.在圆环的外表面, 对于不同的梯度参数 B1有相同的 RH和 RVM值.在一定的梯度条

件下, 与材料屈服相关最大的环向应力 RH以及 RVM的最大值可能出现在结构内部, 这说明在

一定的条件下,结构的屈服可能发生在内部,而非内外表面处. 这也是功能梯度材料的应力场

与均匀材料所不一样的地方.值得指出,这里我们简单地假定材料的强度是不变的, 而事实上

对于功能梯度材料而言,屈服强度往往也是变化的,当它也依赖于半径时, 屈服位置的确定则

需要进一步的比较和判定.

图 4( a) , ( b) , ( c)是梯度参数 B2对热应力场的影响. 与 B1的影响不同, Rr的最大值随 B2

的增大而减小.同样, 某些 B2使得 RH和 RVM的最大值可能出现在结构内部 (比如 B2= 0. 5) .图

5( a) , ( b) , ( c)中发现梯度参数 B3对应力场的影响相对较小.从上面分析可以得出, 不同的梯

度变化可以有效缓解圆环内的热应力分布,因此在实际工程中,可根据不同的使用条件来对梯

度变化的形式和大小进行合理设计, 从而更安全地利用材料.

 ( a)                  ( b)

图 2 数值解与解析解的比较 (材料参数变化为式 ( 19), m
1
= m

2
=m

3
= m , 实线: 解析解;星号:数值解 )

( a)径向应力 R r /(Eo AoT b )     ( b)环向应力 R H /(E o AoT b )    ( c)屈服应力 RVM / (E o AoT b )

图 3 梯度参数 B1对应力场的影响 ( B2= B3= 1 )
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4  结   论

本文提出一种新的有效方法对材料参数沿径向任意变化的功能梯度圆环进行了热弹性分

析,并通过算例分析了梯度参数对圆环的热应力变化的影响.计算结果表明特定的梯度可以有

效缓解圆环内的热应力分布,在实际结构设计中,可根据不同的使用条件来对梯度变化的形式

和参数大小进行设计,从而使得功能梯度圆环在热载荷下更安全.

( a) 径向应力 R r / (E o AoT b )     ( b) 环向应力 RH / (E o AoT b )    ( c) 屈服应力 RVM / (E o AoT b )

图 4 梯度参数 B2对应力场的影响 ( B1= B3 = 1 )

( a) 径向应力 R r / (E o AoT b )     ( b) 环向应力 RH /(Eo AoTb )    ( c) 屈服应力 RVM /(E o AoTb )

图 5 梯度参数 B3对应力场的影响 ( B1 = B2 = 1 )

附   录

方程 ( 20)中的参数表达式为

  A 1=
Ta - T b

b
a

-m 3

- 1

, A 2=

T a

b

a

-m 3

- T b

b
a

-m 3

- 1

,

  G1, 2 = -
m1

2
?

m2
1

4
- m 1M+ 1,

  D
1
=

Ai( 1 + M) (m 1 + m 2 )A 2

m 2 (m2 + 1) + (m 1 + 1) (m2 + 1) + m1M- 1
,

  D 2=
Ai ( 1 + M) (m3 - m 1 - m 2 )A 2

(m2 - m 3 ) (m2 - m 3 + 1) + (m1 + 1) (m2 - m 3 + 1) + m 1M- 1
,

  B1 =
d

4
d

5
- d

2
d

6

d1d4 - d2d3

, B2 =
d

1
d

6
- d

3
d

5

d1 d4 - d2d3

,

  d
1
= G

1
+ M, d

2
= G

2
+ M, d

3
= (G

1
+ M) b

a

G1- 1

, d
4
= (G

2
+ M) b

a

G 2- 1

,
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  d5 = -
q i( 1 - M2 )

E i

- [ (m 2 + 1 + M)D 1 - A i( 1 + M)A 2 ] - [ (m 2 - m3 + 1 + M)D 2 +

    A
i
( 1 + M)A

1
] ,

  d
6
= -

qo ( 1 - M2 )

E i

b

a

-m 1
- [ (m

2
+ 1 + M)D

1
- A

i
( 1 + M)A

2
] b

a

m 2
- [ (m

2
-

    m3 + 1 + M)D 2 + Ai( 1 + M)A 1 ]
b

a

m 2- m 3

.
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Thermoelastic Analysis of a Functionally Graded

AnnulusW ith an Arbitrary Gradient

PENG Xu-long,  LIX ian-fang

( IM ST , Schoo l o f C iv il En gin eer in g and A rch itectu r e, C en tr a l Sou th Un iv er si ty ,

Chan gsha 410083, P. R . Ch in a )

Abstract: A thermoelastic prob lem of a circu lar annulus m ade of functionally graded materials

w ith an arb itrary grad ientwas investigated. D ifferen t from previousworks, the analys is neither

requ ires a special form of the gradien t ofm aterial properties nor dem ands to part ition the en tire

structure into a mu ltilayered homogeneous structure. Ins tead, a new method fo r so lving the

thermoelastic prob lem of a functionally graded circu lar annulus by transform ing it to a Fredho lm

integral equation was proposed. The d istribu tion o f thermal stresses and rad ial displacement

could be ob tained by the solut ion to the resu lting equation. F inally, illustrative examples were

g iven to show the effects of vary ing grad ients on the therma l stresses and radial displacement

for given tem peratu re changes at the inner and outer surfaces. O bta ined resu lts indicate that the

thermal s tresses can be relaxed for specified grad ients, wh ich is of benefit to design ing a non-

homogeneous annu lus to ma in tain structura l integrity.

Key words: functionally graded materials; therm oelas tic ana lysis; arb itrary gradien t; circu lar

annulus

1142

彭  旭  龙    李  显  方


