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摘要:  Schwarz 方法是一类重要的区域分解算法1 以 Fourier 变换作为分析工具, 推导了经典

Schwarz交替迭代法和加性 Schwarz 迭代法用于求解双调和方程的误差传播阵及其谱半径的准确表

达式,不但从新的角度更简洁地证明了 Schwarz交替迭代法和加性 Schwarz 迭代法的收敛性, 还刻画

了其收敛速度,以及收敛速度随子区域的重叠程度变化而变化的情况1 所得结果不依赖于任何未

知常数,不受具体离散方法的影响, 同时表明经典 Schwarz 交替迭代法具有比加性 Schwarz 方法快 1

倍的收敛速度1 
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引   言

Schwarz交替迭代法是一种经典的区域分解算法, 最先由德国数学家 Schwarz 提出1 他首
次应用交替迭代方法求解不规则区域上 Laplace 方程 Dirichlet问题,并应用极大值原理证明了

其收敛性[ 1] 1 一个世纪后, Lions于 1987年基于偏微分方程的变分原理, 使用投影技巧,巧妙

地证明了 Schwarz交替迭代法的收敛性
[ 2]

,使之成为一种行之有效的计算方法,引起了研究者

的广泛关注1 并行机的发展, 更是促进了 Schwarz方法的研究,各种可并行实现的 Schwarz方

法,如加性( addit ive) Schwarz方法、受限加性( restricted additive) Schwarz 方法、调和扩充的加性

Schwarz方法( additive Schwarz with harmonic extension method)等相继被提出并成功应用到各种线

性与非线性问题1 对于连续问题(偏微分方程) ,基于极大值原理和投影方法, Schwarz 方法应

用到诸多问题的收脸性得到了证明;并针对矩形区域的 Laplace方程,得到了其收敛速度的相

关信息[ 3] 1 对于离散问题(离散所得的线性或非线性方程组) ,其分析大多集中在估计所得预

处理后的离散方程组的条件数,证明其有与网格参数 h 无关的上界,但该上界依赖于一未知
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常数1 除了一些特殊情形(如将求解区域分解成两子区域情形的 Laplace方程的线性有限元离

散[ 4] )外, 该未知常数无法知晓1 因此, 从该上界我们得不到其收敛速度的相关信息1 
本文将经典 Schwarz交替迭代法及其并行化的加性 Schwarz方法用于求解双调和方程,并

以Fourier变换作为分析工具, 推导其误差传播矩阵及其谱半径的准确解析表达式, 不但从新

的角度更简洁地证明了 Schwarz交替迭代法与加性 Schwarz方法的收敛性, 还刻画了其收敛速

度,以及收敛速度随子区域的重叠程度变化而变化的情况, 从理论上证明了 Schwarz交替迭代

法有比加性Schwarz方法快1倍的收敛速度1 

对于双调和方程,已有一些Schwarz区域分解算法[ 5-7] 1 但它们都是针对离散问题,即针对

某一具体的离散方法,将各种 Schwarz方法作为预处理算子去求解离散所得的线性或非线性方

程组,证明其收敛性及最优收敛率(收敛率不依赖于网格参数与子区域数, 但依赖于一未知常

数) 1 而本文则是针对连续问题,证明其收敛性并刻画其收敛速度; 所得结果不依赖于任何未

知常数,不受具体离散方法的影响, 因而具有普遍的意义1 从计算的角度看, 离散的问题更重

要1 但由于 Schwarz方法本身是针对连续问题(偏微分方程)发展而来的,我们认为在连续问题

的层次分析 Schwarz方法显得更为自然; 而且,不受具体离散方法的影响,有助于我们从本质上

去认识 Schwarz方法, 为 Schwarz方法应用于其它问题提供理论指导并发展新的 Schwarz类型的

区域分解算法(如优化的 Schwarz方法( optimized Schwarz method) [ 8] ) 1 

1  双调和方程的 Schwarz区域分解算法

考虑下列双调和方程:

  $2
u = f ,   8 = R

2
, ( 1)

其中, f 为定义在H
2
0( 8 ) 上的有界线性泛函 1 我们假设 u 及其一阶外法向导数在无穷远处为

01 方程( 1)是具有广泛应用的一类方程, 它描述了平板在不同荷载下的横向变形及 Stokes流

体的流动等1 

注  对于齐次 Dirichlet边值问题,当求解区域 8 是具有光滑边界的有界区域时, 可将解零延拓到整个平

面;另一方面, 由 Sobolev空间中函数的延拓性质(见文献[ 9]的定理 4. 8和定理 4. 9) :

设 m \ 0, 8 是R n( n I Z+ , 1 [ n < ] ) 中具有光滑边界的有界区域, 则

( a) 函数 v 属于H m
0 ( 8 ) 的充要条件是其零延拓函数

  �v =
v,   在 8 中,

0,   在 R n \ 8 中

属于H m
0 ( R n) ;

( b) v I H m( 8 ) 的充要条件是 v 可视为H m( R n ) 函数在 8 上的限制1 

我们可以看出,对于一个定义在有界区域 8 的问题,其解至少从理论上可以通过求解一个定义在整个平

面R 2上的相同问题得到 1 因此 ,不失一般性, 我们考虑求解区域为整个平面的情形1 相同的无界区域 R2在

文献[ 8, 10]中也被用到1 

将区域 8 分解成两个相互重叠的子区域:

  81 = (- ] , L ) @ R, 8 2 = ( 0, ] ) @ R,   L > 0,

并设 nj 为子区域 8j 的单位外法向向量( j = 1, 2) , 我们得到求解方程( 1)的 Schwarz交替迭代

法与加性 Schwarz方法:

算法 Ñ  Schwarz交替迭代法
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给定迭代初值 u
0
2 I H

2
0( 8) , u

n+ 1
1 与 u

n+ 1
2 通过交替迭代求解下列方程得到:

  

$2
u

n+ 1
1 = f ,   在 81中,

u
n+ 1
1 ( L , y ) = u

n
2( L , y ) ,   y I R,

5 u
n+ 1
1 ( L , y )

5 n1
= -

5u
n
2( L , y )

5 n2
,   y I R,

( 2a)

  

$2
u

n+ 1
2 = f ,   在 82中,

u
n+ 1
2 ( 0, y ) = u

n+ 1
1 ( 0, y ) ,     y I R,

5 u
n+ 1
2 ( 0, y )

5 n2
= -

5u
n+ 1
1 ( 0, y )

5 n1
,   y I R1 

( 2b)

算法 Ò  加性 Schwarz迭代法

给定迭代初值 u
0
1, u

0
2 I H

2
0( 8) , u

n+ 1
1 与 u

n+ 1
2 通过迭代求解下列方程得到:

  

$2
u

n+ 1
1 = f ,   在 81中,

u
n+ 1
1 ( L , y ) = u

n
2( L , y ) ,     y I R,

5 u
n+ 1
1 ( L , y )

5 n1
= -

5u
n
2( L , y )

5 n2
,   y I R,

( 3a)

  

$2
u

n+ 1
2 = f ,   在 82中,

u
n+ 1
2 ( 0, y ) = u

n
1( 0, y ) ,   y I R,

5 u
n+ 1
2 ( 0, y )

5 n2
= -

5u
n
1( 0, y )

5 n1
,   y I R1 

( 3b)

上述算法中我们也要求每次的迭代解及其一阶外法向导数在无穷远处为 01 

2  双调和方程 Schwarz区域分解算法的 Fourier分析

为分析上述算法,我们首先引进 Fourier 变换:一个定义在急降函数空间 S( R)
[ 11] 中的函

数 f ( x ) 的 Fourier变换定义为

  f̂ ( k ) = F [ f ] ( k ) = Q
+ ]

- ]
e- ikx

f ( x ) dx ,   k I R,

f
^
( k ) 的 Fourier逆变换定义为

  f ( x ) = F
- 1

( f
^

) ( x ) =
1
2PQ

+ ]

- ]
eikx

f
^
( k ) dk ,

其中 i为虚数单位,满足 i
2
= - 11 函数 f ( x ) I S (R) 的 Fourier变换具有性质:

� ) F [ 5Af ( x ) / 5x
A
] = ( ik )

A
F[ f ] , A I Z

+
;

� ) F [ ( ix )
A
f ] = (- 1)

A5AF[ f ] /5 k
A
, A I Z

+
;

� ) Fourier 变换及 Fourier逆变换确定一个 S( R) y S (R) 的连续线性映射1 

定理 1  对任意给定的迭代初值 u
0
2 I H

2
0( 8) , 算法 Ñ所得的近似解序列收敛于原方程

( 1)的解1 
证明  由方程及算法的线性, 我们可直接考察误差方程,即取方程的右端项 f = 0,然后证

明 u
n+ 1
1 y 0, u

n+ 1
2 y 0( n y ] ) 即可 1 对算法 Ñ 关于变量 y 施行Fourier变换并注意到在人

工边界 x = 0, L 上有5/ 5 n1 = - 5/5 n2 = 5/ 5x , 我们得到

  54

5x
4 - 2k

2 52

5 x
2 + k

4
û

n+ 1
1 = 0,   x < L , k I R, ( 4)
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  û
n+ 1
1 ( L , k ) = û

n
2( L , k ) ,   k I R, ( 5)

  
5û

n+ 1
1 ( L , k )

5x
=

5û
n
2( L , k )

5 x
,   k I R, ( 6)

  54

5x
4 - 2k

2 52

5 x
2 + k

4
û

n+ 1
2 = 0,   x > 0, k I R, ( 7)

  û
n+ 1
2 ( 0, k ) = û

n+ 1
1 ( 0, k ) ,   k I R, ( 8)

  
5û

n+ 1
2 ( 0, k )

5x
=

5û
n+ 1
1 ( 0, k)

5x
,   k I R1 ( 9)

对于给定的 k ,方程( 4) 是关于变量 x 的一个常微分方程 1 由迭代解在无穷远处的条件,

我们得到当 k X 0时,方程( 4)具有下列形式的解:

  û
n+ 1
1 ( x , k) = A 1( k ) e| k| x

+ B1( k ) xe| k | x
,

进一步将人工边界条件( 5)、( 6)代入上式求出 A 1( k) 和 B1( k ) , 可得

  û
n+ 1
1 ( x , k) =

    ( 1+ | k | ( L - x ) ) û
n
2( L , k ) - ( L - x )

5 û
n
2( L , k )

5x
e| k | ( x- L ) 1 ( 10)

同理可得

  û
n+ 1
2 ( x , k) = ( 1+ | k | x ) û

n+ 1
1 ( 0, k) + x

5 û
n+ 1
1 ( 0, k )

5x
e- | k| x 1 ( 11)

令

  

M =
1+ | k | L - L

| k |
2
L 1 - | k | L

e
- | k | L

,

N =
1 + | k | L L

- | k |
2
L 1- | k | L

e- | k| L
,

( 12)

则由式( 10)、( 11)可得

  
û

2n
1 ( 0, k)

û
2n
1 ( 0, k)

5x

= M

û
2n- 1
2 ( L , k )

û
2n- 1
2 ( L , k )

5x

= MN

û
2n- 1
1 ( 0, k )

û
2n- 1
1 ( 0, k )

5x

=

    , = (MN )
2n- 1

M

û
0
2( L , k )

û
0
2( L , k )

5x

, ( 13)

  
û

2n
2 ( L , k )

û
2n
2 ( L , k )

5x

= N

û
2n
1 ( 0, k )

û
2n
1 ( 0, k )

5x

= NM

û
2n- 1
2 ( L , k)

û
2n- 1
2 ( L , k)

5x

=

    , = ( NM)
2n

û
0
2( L , k )

û
0
2( L , k )

5x

1 ( 14)

由

  MN =
( 1+ | k | L )

2
+ | k |

2
L

2 2 | k | L
2

2 | k |
3
L

2
( 1- | k | L )

2
+ | k |

2
L

2
e- 2 | k| L

, ( 15)

  NM =
( 1+ | k | L )

2
+ | k |

2
L

2
- 2 | k | L

2

- 2 | k |
3
L

2
( 1- | k | L )

2
+ | k |

2
L

2 e
- 2 | k| L

, ( 16)
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我们可得 MN 与NM的特征值为

  K1, 2(MN) = K1, 2(NM) = ( 1+ 2 | k |
2
L

2 ? 2 | k | L 1+ | k |
2
L

2
) e- 2| k | L1 ( 17)

从而可得其谱半径

  Q(MN ) = Q( NM) = ( 1+ 2 | k |
2
L

2
+ 2 | k | L 1+ | k |

2
L

2
) e- 2| k | L1 ( 18)

下面我们证明当 k X 0时, Q(MN) = Q(NM) < 11 为此, 令 t = | k | L > 0, 则有

  5Q(MN) ( t )
5 t

=
2 1 + t

2
(- 2t

2
+ 2t - 1) + 4t (- t

2
+ t - 1) + 2

1 + t
2e2t

=

    - 2 1+ t
2
( t

2
+ ( t - 1)

2
) - 4t ( ( t - 1)

2
+ t) + 2

1+ t
2 e2t

<

    - 2( t
2
+ ( t - 1)

2
) - 4t ( ( t - 1)

2
+ t) + 2

1 + t
2e2t

=

    - 4t
3

1+ t
2
e

2t
< 01 ( 19)

由此可得 Q(MN ) ( t ) 关于 t是严格单调递减的,从而 P t > 0, Q(MN) ( t ) < Q(MN) ( 0) = 11 

将 t = | k | L 代回即得 P k X 0, Q(MN ) < 11 

又由 Q(M) = Q( N) = e- | k| L
< 1 ( k X 0时) , 我们可得

  
û

2n
1 ( 0, k)

û
2n
1 ( 0, k)

5x

y 0,

û
2n
2 ( L , k)

û
2n
2 ( L , k)

5x

y 0   ( n y ] , k X 0)1 ( 20)

由齐次Dirichlet边界条件的齐次双调和方程只有零解,我们得到

  û
2n+ 1
1 ( x , k ) y 0, û

2n
2 ( x , k) y 0   ( n y ] , k X 0)1 

对于 k = 0的情形,由方程( 4) 和( 7) 可得 û
n+ 1
1 ( x , 0) 和 û

n+ 1
2 ( x , 0) 都是关于变量 x 的系数

待定的多项式函数1 进一步由其在无穷远处的条件,我们立刻得到

  û
n+ 1
1 ( x , 0) = 0, û

n+ 1
2 ( x , 0) = 01 

因此,我们在Fourier 空间中证明了算法Ñ的收敛性,由 Fourier变换的性质,我们得到了物

理空间中算法Ñ的收敛性1 t

定理 2  对任意给定的迭代初值 u
0
1, u

0
2 I H

2
0( 8) , 算法 Ò所得的近似解序列收敛于原方

程( 1)的解1 

证明  仿定理 1的证明,我们可得

  
û

2n
1 ( 0, k)

û
2n
1 ( 0, k)

5x

= M

û
2n- 1
2 ( L , k )

û
2n- 1
2 ( L , k )

5x

= MN

û
2n- 2
1 ( 0, k )

û
2n- 2
1 ( 0, k )

5x

=

    , = (MN )
n

û
0
1( 0, k )

û
0
1( 0, k )

5x

, ( 21)

  
û

2n
2 ( L , k )

û
2n
2 ( L , k )

5x

= N

û
2n- 1
1 ( 0, k )

û
2n- 1
1 ( 0, k )

5x

= NM

û
2n- 2
2 ( L , k )

û
2n- 2
2 ( L , k )

5x

=

1104 双调和方程 Schwarz区域分解算法的 Fourier分析



    , = ( NM)
n

û
0
2( L , k )

û
0
2( L , k )

5x

, ( 22)

其中 M, N 如式( 12)所定义1 仿定理 1的推导过程, 我们很容易证明算法 Ò的解序列收敛于

原方程的解1 t

定理 3  若迭代初值满足 u
0
1 = u

0
2 I H

2
0( 8 ) , 则算法Ñ的收敛速度是算法Ò的 2倍1 

证明  比较式( 13)、( 14)与式( 21)、( 22) ,我们立即获得该定理的证明1 t

由定理 1~ 定理 3的证明我们可以看出:通过 Fourier 变换工具,我们不但非常容易地证明

了算法 Ñ与算法 Ò的收敛性,还给出了其收敛速度的相关详细信息,它除了跟频数 k 及子区域

的重叠程度 L 有关外,不依赖于其他任何未知常数,参见式( 18) 1 式( 18)表明: 对于给定的频

数 k , Schwarz交替迭代法与加性 Schwarz迭代法的收敛速度都随子区域重叠尺度的增加而变

快,而当两子区域互不重叠时(即当 L = 0时) , 对于所有的频数 k X 0, Schwarz交替迭代法与

加性 Schwarz迭代法都发散;对于高频分量, Schwarz交替迭代法与加性 Schwarz迭代法收敛速

度都较快,但对于低频分量,收敛速度却很慢(当 | k | y 0时, Q(MN ) y 1) , 这从另一角度解

释了多水平Schwarz方法的必要性, 以及在使用 Krylov子空间迭代法加速时, 为使算法是可扩

展的,引入粗网格空间的必要性1 

3  结 束语

本文以双调和方程为模型, 针对两个子区域的情形, 通过 Fourier 变换,不但非常容易地证

明了 Schwarz交替迭代法与加性 Schwarz迭代法的收敛性, 还推导出其误差传播阵及其谱半径

的准确表达式, 给出了算法收敛速度的相关详细信息1 所得的结果不依赖于任何未知常数,也

不受具体离散方法的影响1 同时还从理论上证明了Schwarz交替迭代法具有比加性 Schwarz方

法快 1倍的收敛速度1 
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Fourier Analysis on Schwarz Domain Decomposition

Methods for the Biharmonic Equation

SHANG Yue-qiang1, 2,  HE Yin-nian1

( 1. Faculty of Scien ce , Xi. an Jiaotong Un iver sity , Xi. an 710049, P . R . China ;

2. School of Ma them atics and Com puter Scien ce , Gui zhou Norm al Univer sity ,

Gu iyan g 550001, P . R . China )

Abstract: Schwarz methods are an important type of domain decomposition methods. Using the

Fourier transform tool, the error propagation matrices and their spectral radii of the classical Schwarz

alternating method and the additive Schwarz method for the biharmonic equation were deduced. It not

only concisely proves the convergence of the Schwarz methods from a new point of view, but also

provides detailed information about the convergence speeds and their dependence on the overlapping

size of subdomains. The obtained results are independent of any unknown constant and discretization

method, show that the Schwarz alternating method converges twice as quickly as the additive Schwarz

method.

Key words: domain decomposition algorithm; Schwarz method; Fourier transform; biharmonic equa-

tion
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