
文章编号: 1000-0887(2009) 09-1069-09 Z 应用数学和力学编委会, ISSN 1000-0887

矩形薄板瞬态响应的卷积型 DQ半解析法
X

彭建设
1, 2

,  杨  杰3

,  袁玉全
4

,  罗光兵
1

( 1.西华师范大学 物电学院 ,四川 南充 637002;

2.成都大学, 成都 610106;

3.皇家墨尔本理工大学 航空机械制造工程学院,墨尔本, 澳大利亚;

4. 四川理工学院 理学院,四川 自贡 643000)

(沈惠申推荐)

摘要:  卷积型的 Gurtin 变分原理是目前在数学上唯一能和动力学初值问题完全等价的变分原理,

它完全反映了有关初值问题的全部特征1 通过卷积将矩形薄板原始控制方程构造成包含初始条

件的新的具有完整初值问题特征的控制方程1 对新的控制方程在时间域取解析函数, 在空间域采

用离散的 DQ( differential quadrature)法, 从而构造了卷积型 DQ 半解析法1 该方法既可以达到和

Gurtin 变分原理相同的效果,又避开了 Gurtin 泛函的繁复1 经对矩形薄板的动力响应问题的计算

表明,该方法是一种精度好效率高的求解动力响应问题的计算方法1 
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引   言

卷积型的 Gurtin变分原理是目前在数学上唯一能和动力学初值问题完全等价的变分原

理,有着合理的内涵,它完全反映了有关初值问题的全部特征,为初值问题的变分解法奠定了

可靠的基础[ 1- 3] 1 但其泛函的形式较为复杂,求解起来较为困难1 

现行对瞬态动力响应问题的数值计算,一般都采用在空间域作有限元离散,在时间域差分

的方法1 这种方法需把所经历的时间域分成许多步递推求解,每一步都要对所给定的空间域

解一次稳定问题,为了解的稳定性和精度,时间步长往往必须取得很短,网络也必须划得较细,

使求解较为繁琐1 

DQ法( differential quadrature method)是 70年代初 Bellman等[ 4]提出的一种求解偏微分方程

的数值方法1 该方法以其简单易懂,计算量少,精度较高, 易于在计算机上实施的特点受到各

国学者的广泛关注, 在很多领域中都得到了成功的应用1 DQ法是求解结构力学问题的一种非

常有效的数值方法, 许多力学工作者对此进行了大量的研究,发展了大量相关成果[ 5-9] , 如广义

微分求积法( GDQM)、微分求积单元法( DQEM)、调和微分求积法( HDQM)、DQ 半解析法等,为
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结构动力问题的求解提供了有效的方法1 
文献[ 10-11]运用卷积型加权残值法, 求解了圆板和矩形薄板的动力学问题, 为直接运用

卷积型控制方程求解动力学问题做了初步的探索1 本文针对矩形薄板的瞬态动力响应问题,

通过卷积将原始控制方程构造成包含初始条件的新的具有完整初值问题特征的控制方程1 对
新的控制方程在时间域取解析函数,在空间域采用离散的 DQ法, 从而得到求解矩形薄板的瞬

态动力响应场的卷积型 DQ半解析法计算列式1 求解一次线性方程组即可求得全域的瞬态位
移响应场1 

本文方法直接从卷积型的控制微分方程出发,原理简单计算方便,易于在计算机上实施1 
它既避免了卷积型 Gurtin变分原理泛函和计算的繁复, 又可以取得 Gurt in变分原理的计算效

果,而且和 Gurtin变分原理一样有着合理的数学内涵1 

1  DQ法基本原理

微分求积法以全域内节点函数值的加权和来逼近函数偏导数在某点的值,并在全域内运

用高阶Lagrange多项式逼近域内某一待求函数1 
设 g ( x , y ) 为 x-y 平面一待求双变量函数, 它在区间 x I [- 1, 1] (或[ 0, 1] ) 和 y I [- 1,

1] (或[ 0, 1] ) 上连续可微,现沿 x 轴设置N x 个节点, 沿 y 轴设置Ny 个节点, 并以节点函数值

g ( xi , yj ) ( i = 1, 2, ,, Nx ; j = 1, 2, ,, N y) 作为基本未知量,其中 xi ( x 1 = - 1或0, xN
x
= 1) ,

yj ( y 1 = - 1或 0, yN
y
= 1) 是节点的坐标值,在全域内采用Lagrange高阶多项式插值逼近 g ( x ,

y ) , 则有

  g( x , y ) = 6
N
x

i = 1
6
N
y

j= 1

g ( x i , yj )#ri ( x )#s j ( y )1 ( 1)

g ( x , y ) 对 x 的 n 阶偏导数g
( n)
x ( x , y ) 在节点( xi , yj ) 处的值, g( x , y ) 对 y 的 m 阶偏导数

g
( m)
y ( x , y ) 在节点( xi , yj ) 处的值为

  g
( n)
x ( x i , yj ) = 6

N
x

k= 1

C
( n)
ik #g( xk , yj ) ,   n = 1, 2, ,, Nx - 1, ( 2)

  g
( m)
y ( xi , yj ) = 6

N
y

k= 1
�C (m )

jk #g( x i , yk) ,   m = 1, 2, ,, N y - 1, ( 3)

其中 ri ( x ) 和 s j ( y ) 分别是沿 x 轴和 y 轴的 Lagrange插值多项式,给出如下:

  ri ( x ) =
M ( x )

( x - xi )#M
( 1)

( x i )
,   i = 1, 2, 3, ,, N x , ( 4)

  M (x ) = F
N
x

j = 1
( x - xj ) , M

(1)
( xi ) = F

N
x

j = 1, i X j

( xi - xj ) , ( 5)

s j ( y ) 与 ri ( x ) 形式完全相同1 

将式( 1)、( 2)、( 3)带入式( 4)、( 5) , 确定出加权系数 C
( n)
ik , �C

( m)
jk 如下:

  C
(1)
ik =

M
(1)

( xi )

( x i - xk )#M
(1)

( xk)
,   i X k, ( 6)

  C
( n)
ik = n C

( n- 1)
ii #C

( 1)
ik -

C
( n- 1)
ik

xi - xk
,   i X k , n = 2, 3, ,, N x - 1, ( 7)

  C
( n)
ii = - 6

N
x

k= 1, i X k

C
( n)
ik ,   n = 1, 2, ,, N x - 11 ( 8)
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�C (m )
jk 的计算递推公式形式与C

( n)
ik 类同1 

于是,将用节点函数值表示的各节点处的高阶导数表达式带入控制方程,即可求出各节点

处的函数值,再由式( 1)即可求出待求函数的各非节点处的值1 

2  卷积型控制方程推导

设函数 U和 W是定义在空间域 8 及时间域T 上的连续函数, 则其卷积可定义为

  U( x , t ) * W( x , t ) = Q
t

0
U( x , S) W( x , t - S)dS1 

矩形薄板的运动控制方程为

  D ¨4
w + Qhw tt = f ( x , y , t ) , ( 9)

其中   ¨4
w ( x , y , t ) =

54
w

5x 4 + 2
54

w

5x 25y 2+
54w
5y 4 1 

若取 N= x / a , G= y / b , a, b 分别为矩形板在x , y 方向的长和宽1 
其空间坐标无量纲化方程为

  D ¨4
w + Qhw tt = f ( N, G, t ) , ( 10)

此时   ¨4
w ( N, G, t ) =

1

a
4
54

w

5N4
+ 2

1

a
2
b
2

54w
5N25G2

+
1

b
4
54

w

5N4
,

式中, D 为板的抗弯刚度, Q为材料密度, h为板的厚度, f ( x , y , t ) 为作用在板上的分布载荷,

w 为板的动挠度1 
设初始条件为

  w ( N, G, 0) = w0,
5w
5 t

( N, G, 0) = v 01 ( 11)

将式( 10)两边对时间 t作卷积并引入初始条件( 11) ,有

  D ¨4
w * t + Qhw = f * t + Qhw 0+ Qhtv01 ( 12)

此为将初始条件融为一体的具有完整初值问题特征的矩形薄板的卷积型动力控制方程1 

3  时域函数选取

式( 10)的动挠度 w 的分离变量解形式为[ 9]

  w ( N, G, t ) = 6
N
m

m= 1
6
N
n

n= 1

[ AmncosPmnt + BmnsinPmnt + Smn( t ) ]#<mn( N, G) , ( 13)

其中, <mn( N, G) 为振型函数, Smn( t ) 为方程(10) 的一个特解,如果是自由振动, Smn( t ) = 0,初

始速度为 0时, Bn 为 0,初始位移为0时, A n 为01 对策动力下的非自由振动,当取矩形薄板在

静平衡位置时为计时起点,则 A n = Bn = 01 若 f ( N, G, t ) = Q( N, G)#sinXt , 则特解 Sn( t ) 可

由Duhamal积分得到

  Smn ( t ) =
1

PmnQ
t

0
sinXS#sinPmn( t - S)#dS =

    1

P
2
mn- X2

( sinXt -
X

Pmn
sinPmnt ) 1 ( 14)

对于恒力 ( sinXt = 1时) 作用下的受迫振动:

  Smn ( t ) =
1

P
2
mn

(1 - cosPmnt ) , ( 15)

Pmn 为板的自然频率,只与板的几何物理参数及支承情况等自身固有特性有关,而与外来因素
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无关1 

  Pmn =
K
2
mn

a
2

D
Qh

  ( m , n = 1, 2, 3, ,) , ( 16)

K2mn 为频率系数,跟边界条件、a/ b 值有关,有自由边界时, 还跟 Poisson比有关,具体数值参看

文献[ 12-14] 1 
对四边简支矩形板:

  K
2
mn = ( aP)

2 m
2

a
2 +

n
2

b
2 1 

在板上沿 x , y 方向各取N x , N y 个节点,其节点时域函数可取为[ 9]

  w ( Ni , Gj , t ) = 6
N
m

m= 1
6
N

n

n= 1
Tmn( t )#Dijmn   ( i = 1, 2, ,, Nx ; j = 1, 2, ,, N y) , ( 17)

式中, Nm , Nn 为级数项数, Dijmn 为待定参数, Tmn ( t ) 分别由自由振动(初始速度为 0、初始位移

为0)、恒力作用下的受迫振动、策动力下的受迫振动按下式选取:

Tmn( t ) =

cosPmnt   ( w 0 = 0) ,

sinPmnt   ( v0 = 0) ,

1

P
2
mn

(1- cosPmnt )   ( f ( N, G, t ) = f ( N, G) ) ,

1

P
2
mn - X2

sin Xt - X
Pmn

sinPmnt   (f ( N, G, t ) = Q( N, G)#sinXt ) 1 

( 18)

4  卷积型 DQ 半解析法

将节点时域函数( 17)、( 18) ,代入将初始条件融为一体的具有完整初值问题特征的矩形薄

板的卷积型动力控制方程( 12) 1 在空间域上, x 方向取N x 个节点, y 方向取N y 个节点,在时间

域上取 N s = Nm @ Nn 个配点( t 1, t2, ,, tN
m

@ N
n
) ,在全部时空域内构成N x @ N y @ Nm @ Nn个配

点,对每一空间节点的每一时间配点都可由式( 20)得到其卷积型的 DQ方程:

  D
1
a
4 6

N
x

k= 1

C
(4)
ik 6

N
m

m= 1
6
N
n

n= 1

Tmn ( tg) * tg#Dkjmn +

    2 1
a
2
b
2 6

N
x

k= 1
6
N
y

l= 1

C
( 2)
ik �C

(2)
jl 6

N
m

m= 1
6
N
n

n= 1

Tmn( tg )* tg#Dklmn+

    1
b
4 6

N
y

l= 1

�C (4)
jl 6

N
m

m= 1
6
N
n

n= 1

Tmn ( tg) * tg#Dilmn + Qh 6
N
m

m= 1
6
N
n

n= 1
Tmn( tg )#Dijmn =

    f ( Ni , Gj , tg )* tg + Qhw ij
0 + Qhtvij0

  ( i = 1, 2, ,, Nx ; j = 1, 2, ,, N y ; g = 1, 2, ,, N s) , ( 19)

由此得到待定参数 Dijmn 的可解线性 DQ方程组1 
将式( 19)表达为矩阵形式

  C#D= F, ( 20)

式中, D为待定参数列阵, C为权系数矩阵,由式(19) 左端构成, F为等效载荷列阵, 由式( 19)

右端构成1 式中所用到的卷积结果为
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cosPmnt* t =
1

P
2
mn

(1 - cosPmnt ) ,

sinPmnt* t =
t

Pmn
-

sinPmnt

P
2
mn

,

1* t =
1
2

t
21 

式( 19)中所涉及到的卷积计算式为

  Tmn( t )* t =

1
P

2
mn

(1- cosPmnt )   (自由振动(初速为 0) ) ,

1
P

2
mn

1
2
t
2
-

1

P
2
mn

(1 - cosPmnt )   (恒力下受迫振动) ,

1
P

2
mn - X2

t
X

-
sinXt
X
2 -

X
Pmn

t
Pmn

-
sinPmnt

P
2
mn

(策动力下受迫振动) ;

  f ( N, G, t ) * t =

0   (自由振动(初速为 0) ) ,

Q
1
2 t

2   (恒力下受迫振动) ,

Q( N, G)
t
X

-
sinXt
X2

  (策动力下受迫振动)1 

每一种约束情况的矩形薄板都有 4个边界的 8个约束方程, 可将式( 20)中与节点 i = 1,

2, ,, ( N x - 1) , Nx , j = 1, 2, ( N y - 1) , N y相关的 8Nm @ Nn个代表边界条件的DQ方程分别用

约束方程取代
[ 9] 1 以四边简支为例,其约束方程为

  N= 0, N= 1时, w = 0, 52w
5N2

= 0,

  G= 0, G= 1时, w = 0,
52w
5G2

= 01 

即有 DQ约束方程:

  D1 jmn = DNx
j

mn = 0, 6
N
x

k= 1
C

(2)
1k #w ( Nk , Gj , tg) = 0, 6

N
x

k= 1
C

(2)
N

x
k#w ( Nk , Gj , tg ) = 0, ( 21a)

  Di1mn = DiNy
mn = 0, 6

N
y

k= 1

�C( 2)
1k #w ( Ni , Gk , tg ) = 0, 6

N
y

k= 1

�C( 2)
N

y
k#w ( Ni , Gk , tg ) = 0, ( 21b)

其中 i = 1, 2, ,, N x ; j = 1, 2, ,, N y ; g = 1, 2, ,, Nm @ Nn1 
取代后的方程即成为融入边界条件的可解线性方程组,由此即可求解式( 20) , 解出 D, 将

其代入式( 17)即得各节点的位移响应1 采用高阶 Lagrange插值,即可得到全域内的动力响应

位移场如下:

  w ( N, G, t ) = 6
N
x

i = 1
6
N
y

j= 1
w ( Ni , Gj , t )#r i ( N)#sj ( G)1 ( 22)

5  算   例

例 1  一四边简支矩形薄板,长为 a = 40 cm, 宽为 b = 40 cm, 板厚为 t = 1 cm,弹性模量

E = 15 GN/ cm2
, Poisson 比 L = 0. 333 3, 质量密度 Q= 0. 008 kg/ cm3

, 初位移为 w 0 =
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011sin(Px / a )#sin(Py / b ) ( cm) , 初速度 v0 = 0, 求板中点的动挠度1 
例2  一四边简支矩形薄板, 长 a = 50 cm,宽 b = 50 cm,在矩形薄板上作用一均布交变载

荷 q = 0. 3sin(800t ) (N/ cm)1 初位移和初速度均为 0,其几何物理参数同例 1,求矩形薄板中

点的动挠度1 

例 3  一四边简支矩形薄板,在矩形薄板上作用一 q = 1 N/ cm
2
的突加均布载荷,初位移

和初速度均为 0,其几何物理参数同例 2,求矩形薄板中点的动挠度1 
例 4  一四边固支矩形薄板,其载荷、初始条件及几何物理参数同例 3, 求矩形薄板中点的

动挠度1 
求得 4个算例的结果表示如下: 为了更清楚看出结果的精确性, 对算例 1, 针对不同空间

节点和时间配点结果,列出具体数值如表 1;为了看出其结果的稳定性,给出该结构在较长时

间下的时程响应关系曲线如图 1; 为了显示本方法在板面各点各时刻上的精确性, 给出板在某

具体时刻的立体振动图如图 2;并与精确解比较, 发现均与理论解符合得很好1 
对算例 2、3、4,取空间节点数N x = 11, N y = 11,级数项Nm = 3, Nn = 1, 作图表示出板中

点挠度随时间的瞬态响应的具体情况如图 31 
说明( a)  本文解 ¹、º、» 分别表示 N x = 13, Ny = 13时, 取Nm = 1, Nn = 1; Nm = 2, Nn

= 1,以及 Nm = 3, Nn = 2等不同配点数时的解 1 本文解 ¼、½、¾、¿分别表示 Nm = 2, Nn

= 1时,取 Nx = 11, N y = 11; Nx = 15, N y = 15; N x = 17, Ny = 17以及N x = 19, N y = 19等不

同网格数目时的解1 
表 1 算例 1不同时间配点和空间节点下结果比较

解 w/ cm
时间 t / s

0. 002 0. 010 0. 022 0. 040 0. 062

精确解 - 9. 915 948 081 0@ 10- 2 - 7. 968 521 936 7@ 10- 2 - 1. 430 990 305 1@ 10- 2 - 8. 542 574 102 8@ 10- 2 6. 367 435 481 9@ 10- 2

本文解¹ - 9. 915 948 150 5@ 10- 2 - 7. 968 521 992 6@ 10- 2 - 1. 430 990 315 1@ 10- 2 - 8. 542 574 162 7@ 10- 2 6. 367 435 526 6@ 10- 2

误差¹ e/ ( j ) - 7. 02E- 7 - 7. 02E- 7 - 7. 02E- 7 - 7. 01E- 7 - 7. 02E- 7

本文解º - 9. 915 948 132 3@ 10- 2 - 7. 968 521 977 9@ 10- 2 - 1. 430 990 312 5@ 10- 2 - 8. 542 574 146 9@ 10- 2 6. 367 435 514 8@ 10- 2

误差º e/ ( j ) - 5. 17E- 7 - 5. 17E- 7 - 5. 17E- 7 - 5. 17E- 7 - 5. 17E- 7

本文解» - 9. 915 948 129 4@ 10- 2 - 7. 968 521 990 1@ 10- 2 - 1. 430 990 396 2@ 10- 2 - 8. 542 574 041 6@ 10- 2 6. 367 435 657 9@ 10- 2

误差» e/ ( j ) - 4. 77E- 7 - 3. 61E- 7 - 1. 50E- 7 - 2. 80E- 7 3. 06E- 7

本文解¼ - 9. 915 939 211 8@ 10- 2 - 7. 968 514 809 3@ 10- 2 - 1. 430 989 025 2@ 10- 2 - 8. 542 566 462 0@ 10- 2 6. 367 429 786 7@ 10- 2

误差¼ e/ ( j ) 8. 94E- 5 8. 94E- 5 8. 94E- 5 8. 94E- 5 8. 94E- 5

本文解½ - 9. 915 948 080 7@ 10- 2 - 7. 968 521 936 5@ 10- 2 - 1. 430 990 305 0@ 10- 2 - 8. 542 574 102 5@ 10- 2 6. 367 435 481 7@ 10- 2

误差½ e/ ( j ) 2. 10E- 9 2. 09E- 9 2. 08E- 9 2. 12E- 9 2. 12E- 9

本文解¾ - 9. 915 948 081 0@ 10- 2 - 7. 968 521 936 6@ 10- 2 - 1. 430 990 305 1@ 10- 2 - 8. 542 574 102 7@ 10- 2 6. 367 435 481 9@ 10- 2

误差¾ e/ ( j ) - 2. 02E- 10 - 2. 43E- 10 - 3. 15E- 10 - 1. 38E- 10 - 1. 48E- 10

本文解¿ - 9. 915 948 081 0@ 10- 2 - 7. 968 521 936 6@ 10- 2 - 1. 430 990 305 1@ 10- 2 - 8. 542 574 102 7@ 10- 2 6. 367 435 481 9@ 10- 2

误差¿ e/ ( j ) - 6. 67E- 12 1. 65E- 11 5. 71E- 11 - 4. 31E- 11 - 3. 76E- 11

  说明( b)  各对应误差为相对于精确解的相对误差1 
说明( c)  空间网格按非均匀划分:

  Ni =
1 - cos [ ( i - 1)P/ ( Nx - 1) ]

2
,   i = 1, 2, ,, N x ,
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  Gj =
1- cos[ ( j - 1)P/ ( N y - 1) ]

2 ,   j = 1, 2, ,, N y 1 

 图 1  算例 1板中点时程响应两种方法结果比较

(N x = Ny = 17, Nm = N n = 1)

  图 2  算例 1板振动的立体形状图           图 3  算例 2、3、4两种方法结果比较

(N x = Ny = 17, Nm = N n = 1)

6  结   语

本文通过卷积将矩形薄板的瞬态动力响应问题的原始控制方程,构造成包含初始条件的

新的具有完整初值问题特征的控制方程1 其卷积型控制方程和卷积型变分原理一样, 在数学

上和动力学初值问题完全等价,有着合理的内涵,它完全反映了有关初值问题的全部特征,而

且又避免了卷积型变分原理泛函的繁复,可以取得 Gurt in变分原理的计算效果1 本文直接从

矩形薄板的卷积型控制微分方程出发, 在时间域上取解析函数, 在空间域上用 DQ法离散,成

功地避免了传统时域差分方法的误差积累和解的稳定性等问题1 所以该方法既有很好的精确

度和稳定性,又有较好的空间适应性1 
从表 1中可以看出,本方法随着空间节点数和时间配点的增加, 结果逐渐趋近于真解,且
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在划分很少的空间网格点数目和取很少的时间配点数情况下(根据大量实际计算与对比,一般

空间网格点数目每维取 17个以内,时间配点数取 3个以内) ,就能得到工程应用中要求的足够

精确的计算结果,从而在保证较高精度的前提下, 大大节省了计算时间,在求解过程中,也只需

求解一次线性方程组,这也大大提高了计算效率1 该方法数学原理简单,具有很好的精度和稳

定性,易于在计算机中实施,且编出的程序通用性好,在工程结构分析中有良好的应用前景,值

得研究和推广1 
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Abstract: The convolution-type Gurtin variational principle is known as the only variational principle,

that is, from mathematical point of view, totally equivalent to the initial value problem system. The e-

quation of motion of rectangular thin plates was first transformed to a new governing equation contain-

ing initial conditions by using convolution method. A convolution-type sem-i analytical DQ approach,

which involves differential quadrature ( DQ) approximation in space domain and an analytical series

expansion in time domain, was proposed to obtain the transient response solution. This approach of-

fers the same advantages as Gurtin variational principle and at the same time, is much simpler in the

calculation. Numerical results show that it is very accurate, yet computationally efficient for the dy-

namic response of plates.

Key words: convolution; transient response; differential quadrature method; sem-i analytical method
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