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摘要 :  研究了具有三次非线性项的多阶梯梁的振动1 讨论了该系统 3B1 内共振情况1 运用多重

尺度法,即一种摄动技术, 得到该问题的一般近似解,并得到两种模型的振幅和相位调制方程1 这

些方程组用来确定稳态解及其稳定性1 假设外加的强迫频率接近于较低的频率1 在研究的数值

部分 ,讨论固有频率中的 3B1情况1 对两端固支和一端固支另一端简支,观测到的频率位于第一

和第二固有频率之间;对两端简支, 观测到的频率位于第二和第三固有频率之间1 最后, 利用数值

算法求解 3B1 内共振1 第一模型为两端固支和一端固支另一端简支梁的外激励模型; 第二模型为

两端简支梁的外激励模型1 然后,当外激励第一模型时,研究第一、二模型的振幅1 当外激励第二

模型时, 研究第二、三模型的振幅1 对振动的内共振模型, 画出强迫响应、阻尼响应和频率响应曲

线1 同时进行这些曲线的稳定性分析1 
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引   言

内共振可以发生在许多力学系统中,包括梁、板、壳、缆、绳、拱等1 理解这种系统的非线性
振动,需要研究由于内共振引起的模型间的相互作用1 在这方面,连续系统的振动最初采用偏

微分方程模型, 得到非线性振动方程,并采用摄动方法求解1 

在此之前已经有许多关于梁的线性和非线性振动方面的研究1 ; zkaya等[ 1]分析了不同边

界条件下的梁-质量系统1 他们采用多重尺度法, 一种摄动技术, 认为其影响是延续的1 

; zkaya
[ 2]
分析了端点简支条件下的梁-质量系统, 对质量的位置、大小、数量的影响进行了研

究1 ; zkaya和Tekin [ 3]研究了不同边界条件下阶梯梁的非线性振动,得到了相位调制方程,并

用这些方程绘制了频率振幅图1 关于阶梯梁系统的研究通常都是线性研究1 ; zkaya 和

Tekin
[ 4]
研究了两端固支 n 级阶梯 Euler-Bernoulli梁,并分析了非线性项对固有频率的贡献1 

Naguleswaran
[ 5]
得到了所有边界条件下3种不同的Euler-Bernoulli阶梯梁的运动方程,并利用运

动方程计算3个固有频率1 其它研究中, Naguleswaran
[ 6]
考虑了 3种不同类型的阶梯梁,并研究
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了具有3个阶梯变化梁的振动1 列表给出 1、2、3级变化梁的前3个频率参数1 

大多数研究集中在这种系统的 1B1、2B1、3B1内共振非线性振动1 Abe[ 7]进行了带二次和

三次非线性项的连续系统的非线性振动分析,并研究了两端简支 Euler-Bernoulli梁的主共振和

次谐共振,使用多重尺度法和Galerkin法来求解微分方程1 Nayfeh等[ 8]检验了两端固支梁非线

性简正型弯曲1 他们考虑了两种模型之间 3B1和 1B1的内共振, 利用摄动法求解了积分-偏微

分方程及其边界条件1 Chin和Nayfeh [ 9]研究了一端简支另一端固支梁的第一、二模型,他们利

用多重尺度法, 得到非线性偏微分方程及其 3B1内共振1 还有一些研究[ 10-12]分析了均质梁的

第一或第二模型的主共振响应1 他们使用多重尺度法,求解非线性微分方程,解释两种模型的

振幅和相位,并进行稳定性分析1 Chen等[ 13]研究了具有二次和三次非线性动力学系统的 1B2

内共振,他们在 4维中心流形上,分析了强内共振的分岔行为1 Riedel和 Tan[ 14]研究了轴向运

动绳耦合着横向移动时的非线性强迫响应, 并发展了前两个横向模型间的 3B1 内共振1 

Pakdemirli和 ; zkaya[ 15]研究了具有三次非线性连续系统的 3B1内共振1 使用多重尺度法求解

近似解,该算法被用来计算非线性弹性地基梁1 Pakdemirli[ 16]在对具有二次和三次非线性连续

系统振动分析中推广了算子的概念,采用多重尺度法求解运动方程1 µevik 和 Pakdemirli[ 17]研

究了悬索桥的非线性振动和稳态解1 对偏微分方程应用多重尺度法, 然后, 得到频率响应方

程,并解释了初始振幅和相位值的影响1 ; z等[ 18]采用多重尺度法, 研究了梁轴向运动速度随

时间变化时,梁的非线性振动和稳定性1 ; z和 ; zkaya[ 19]讨论了简支的非线性弹性地基曲线梁

的横向振动,并研究了该系统的3B1内共振1 
本研究考虑多级阶梯 Euler-Bernoulli梁的非线性振动1 研究其 3B1内共振1 利用Hamilton

原理得到运动方程式,并将其无量纲化1 利用多重尺度法, 得到两个相互作用模型的振幅和相

位的通用调制方程1 数值研究了 3B1固有频率1 最后, 利用数值算法求解 3B1内共振1 第一
模型为两端固支和一端固支另一端简支梁的外激励模型, 第二模型为两端简支梁的外激励模

型1 然后,当外激励第一模型时,调查研究第一、二模型的振幅1 当外激励第二模型时,调查研

究第二、三模型的振幅1 尽管第一或第二模型为外激励模型,但是,由于 3B1内共振的存在,有

部分能量转移到第二或第三模型1 画出了强迫响应、阻尼响应和频率响应曲线1 对这些曲线
又进行了稳定性分析1 

1  运 动方 程

多阶梯梁系统的 Lagrange方程可以写为

  L =
1
2 6

n

m= 0
Q

x
*

m+ 1

x
*

m

QAm+ 1Ûw * 2
m+ 1dx

*
- Q

x
*

m+ 1

x
*

m

EIm+ 1w
d* 2
m+ 1dx

*
-

    Q
x

*

m+ 1

x
*

m

EAm+ 1 u
c*
m+ 1+
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2
w

c* 2
m+ 1

2

dx *
, ( 1)

  x
*
0 = 0, x

*
n+ 1 = l , ( 2)

其中, w 为横向位移, Am+ 1 为多阶梯梁的横截面积, E 是弹性模量, l 为长度, Q为密度, I m+ 1为

多阶梯梁关于中性轴的截面惯性矩, n 为阶梯的级数, (
#
) 和(  )c分别表示对时间变量 t

* 和

空间变量 x
*
求导1 方程( 1)右边各项分别为由于横向运动产生的动能, 以及由于梁的弯曲和

伸长产生的弹性变形能1 
引用Hamilton原理
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  DQ
t
2

t
1

L dt *
= 0, ( 3)

代入 Lagrange方程( 1) ,进行必要的代数运算,并结合轴向位移和横向位移项的关系,最后得到

下面非线性积分-微分耦合的运动方程:
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* iv
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方程( 4)共有 n + 1个方程,其中 x
*
0 = 0, x *

n+ 1 = l , Ar = dr+ 1/ d1和 A0 = 1( Ar为多阶梯梁的阶

梯比率) 1 注意到,方程中出现了粘滞阻尼的阻尼系数 L*
, 以及外激励的振幅 F

*
m+ 1 和频率

8* 1 方程( 4)右边第一项是由轴向位移引起, 并使运动方程变为非线性1 阶梯梁截面变化处
的边界条件都可以用下式表示:
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( 5)

运动方程和边界条件可以采用下面的式子无量纲化:
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( 6)

其中 Rm+ 1为阶梯梁横截面对中性轴的回转半径1 将无量纲参数代入原方程,得到
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阶梯梁截面变化处的边界条件变为
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c
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( 8)

在方程( 7)中, Am = dm+ 1/ d 1, A0 = 1, G0= 0和 Gn+ 1 = 1, �L为无量纲粘滞阻尼系数, �F m+ 1为无

量纲外激励振幅, 8 为无量纲外激励频率 1 虽然进行了无量纲变换, 但是系数 Ap 还是出现在

方程( 8)中1 给出端部的边界条件,如图 1所示1 

2  摄 动分 析

假设无二次非线性项的展开式为

  wm+ 1( x , t ; E) = Ew ( m+ 1)1( x , T 0, T 2) + E3
w ( m+ 1) 3( x , T 0, T 2) + ,, ( 9)

其中 E是人为插入方程的小参数 1 考虑到该参数在端部为1,所以,它们的挠度很小 1 因此,

得到一个弱非线性系统1 T 0= t和T 2= E2
t 分别为快速和慢速的时间尺度1 规定好强迫项和

阻尼项,用于计算非线性项的影响,
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  图 1(a)  两端固支的     图 1( b)  两端简支的      图 1(c)  一端固支另一端简
一级阶梯梁 一级阶梯梁 支的两级阶梯梁

  �Fm+ 1 = E3
Fm+ 1, �L = E2L, ( 10)

对时间的导数写为

  (
#
) = D0+ E2D2, (&) = D2

0+ 2E2D0D2, Dn = 5/ 5T n1 ( 11)

将方程( 9)代入方程( 7)、( 8) ,整理得到下列方程:
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E次数包含着线性问题1 如果在边界条件( 13)上,求解该次方程( 12) , 可以得到生成模型

结构的固有频率和线性系数1 这些系数能够利用MATHEMATICA方便地计算得到1 方程的求
解和图形的绘制由MATLAB来实现1 定义下面失谐参数:

  8 = Xk + E2R( T 2) , Xs = 3Xk + E2Q( T 2) , ( 16)

在3B1内共振的假设下,该模型的直接激励 ( Xk) 和通过内共振的间接激励( Xs) 得以保存,而

所有其它模型, 由于阻尼,都随着时间衰减了,

  w ( m+ 1)1 = (A k( T 2) eiX
k
T

0 + cc) Y2m+ 1( x ) + ( A s( T 2) eiX
s
T

0 + cc) Y2m+ 2( x ) , ( 17)

其中 cc表示前项的复共轭项, X为固有频率, Y 为该问题的模态1 将方程( 17)代入方程( 14)得到
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方程( 19)中的系数用带一线性次的模型结构计算1 假设该阶的解有如下形式:

  w ( m+ 1)3( x , T 0, T 2) =
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其中 cc表示前项的复共轭, Wm+ 1( x , T 0, T 2) 对应于非永年项的解, <2m+ 1( x , T 2) 和 <2m+ 2( x ,

T 2) 对应于永年项的解1 数学计算后,可解性条件可以如下计算:
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3  近似解及其稳定性

当真正的振幅和相位调制方程由复数的调幅调制方程发展起来时,便得到了近似解,并导

出振幅-相位调制方程的稳态解1 
将极坐标形式
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代入方程( 21) ,分离实部和虚部, 最后得到

  

XkakCc = Xkak R-
3 +
16

a
3
k b

2
1 -

3 +
16

a
2
kasb 1b3cosB-

  +
8
aka

2
s ( b1 b2+ 2 b2

3) +
1
2
f cosC,

Xka
c
k = - LXkak-

3 +
16

a
2
kasb1 b3sinB+

1
2
f sinC,

XsasH
c
s =

3 +
16

a
3
s b

2
2+

+
8
a

2
kas( b1 b2 + 2b

2
3) +

+
16

a
3
kb 1b 3cosB,

Xsa
c
s =

+
16a

3
k b1 b3sinB- Xs Las ,

( 23)
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其中

  

C= RT 2- Hk, B= Hs - 3Hk + QT 2, H
c
s = Bc+ 3( R- Cc) - Q,

+ = 1 6
n

r = 0

Gr+ 1- Gr
A2
r

1 
( 24)

对于稳态解, a
c
k = a

c
s = Cc= Bc = 0, 方程( 23)变为

  

XkakR-
3 +
16

a
3
k b

2
1-

3 +
16

a
2
kasb1 b3cosB- +

8
aka

2
s ( b 1b2 + 2b2

3) +
1
2
f cosC= 0,

- LXkak-
3 +
16

a
2
kasb1 b3sinB+

1
2
f sinC= 0,

3 +
16

a
3
sb

2
2 +

+
8
a

2
kas( b1 b2+ 2b 2

3) +
+

16
a

3
k b1 b3cosB= Xsas (3R- Q) ,

+
16

a
3
kb 1b 3sinB- Xs Las = 01 

( 25)

为了确定系统的稳定性, 消去 H
c
k 和 H

c
s, 方程( 23)改写为

  

a
c
k = - Lak-

3 +
16Xk

a
2
kas b1 b3sinB+

1
2Xk

f sinC= F1( ak, as, B, C) ,

a
c
s = - Las +

+
16Xs

a
3
k b1 b3sinB= F2( ak, as, B, C) ,

Cc = R-
3 +

16Xk
a

2
k b

2
1-

+
8Xk

a
2
s( b1 b2+ 2b 2

3) -
3 +

16Xk
akasb 1b3cosB+

  f
2Xkak

cosC= F 3( ak, as, B, C) ,

Bc = Q+
+

16Xsas
a

3
kb 1b 3-

9 +
16Xk

akasb1 b3 cosB+
+

8Xs
( b1b 2+ 2b2

3) -

  
9 +

16Xk
b

2
1 a

2
k+

3 +
16Xs

b
2
2-

3 +
8Xk

( b1 b2+ 2b2
3) a

2
s +

3f
2Xkak

cosC=

  F4( ak, as, B, C)1 

( 26)

构造 Jacobi矩阵

  

5F 1

5 ak

5F 1

5 as

5F1

5 C
5F1

5B

5F 2

5 ak

5F 2

5 as

5F2

5 C
5F2

5B
5F 3

5 ak

5F 3

5 as

5F3

5 C
5F3

5B

5F 4

5 ak

5F 4

5 as

5F4

5 C
5F4

5B a
k
= a

k0
, a

s
= a

s0
, C= C

0
, B= B

0

( 27)

用来确定不动点的稳定性1 不动点为方程( 25)的根, 且它们的稳定性由方程( 26)、( 27)控制1 
其根由 MATLAB 子程序计算得到1 通过 Jacobi矩阵特征值的评估,来确定稳定性1 特征值将
没有正实部,以保持稳定1 该问题的近似解为

  wm+ 1( x , t ; E) = akcos( 8t - C) Y2m+ 1( x ) +

    as cos(3 8t + B- 3C) Y2m+ 2( x ) + O( E) , ( 28)

其中, ak, as, C和 B由方程( 26)确定1 
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4  数 值结 果

在应用中, 采用一、二级阶梯梁系统来考虑 3B1内共振情形1 首先,考虑两端固支和两端

简支的一级阶梯梁系统(图 1( a) ,图 1( b) ) 1 然后研究一端固支另一端简支的二级阶梯梁系统
(图 1( c) ) 1 在图 2~ 图 4中, 对于不同的 A值, 绘制了两端简支和两端固支的一级阶梯情形的

固有频率比与 G(阶梯位置) 关系曲线 1 图 2中,绘制了两端简支的一级阶梯梁 X2/ X1与 G的

关系曲线;图 3中,绘制了两端简支的一级阶梯梁 X3/ X2与 G的关系曲线 1 图 4中,绘制了两

端固支的一级阶梯梁 X2/ X1与 G的关系曲线1 

图 2 两端简支的一级阶梯梁 X2/ X1 与 G 的关系曲线

图 3 两端简支的一级阶梯梁 X3/ X2 与 G 的关系曲线

如图 2所示, 3B1内共振并不对所有 A值都发生 1 图 3给出了 A= 3的小 G值和A= 013

的4个不同 G值的3 B1内共振1 对其它的 A值,没有发生 3B1内共振 1 在图4中, 除了 A=

0. 8和 A= 0. 9之外,对于其他所有的 A值,都能够观察到 3B1内共振点1 
3B1内共振第1个应用1 取阶梯比 A1= 2和阶梯位置 G1 = 0. 1的两端固支的一级阶梯梁

(图 1( a) ) 1 不动点为方程( 25)的根, 且其稳定性由方程( 26)、( 27)控制1 图 5( a)和图 5( b)给

出了外激励频率响应曲线1 图 5中, X1= 34. 566 5, X2= 103. 747 2由线性阶方程计算得到;由

方程(19) 计算得到 b1 = 2. 936 65, b2 = 11. 440 4, b3 = 0. 612 924,由方程(16) 计算得到 Q=

01047 7, L和f 分别取 0. 02和11 图5( a)绘制了第一模型的频率响应曲线;图 5( b)绘制了第二

模型的频率响应曲线1 当 0 < R < 0. 05时,第二模型振幅受到激励1 
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图 4 两端固支的一级阶梯梁 X2/ X1 与 G 的关系曲线

当参数 X1 = 34. 566 5, X2 = 103. 747 2, L= 0. 02和 R = 0. 06时,图6( a)和图 6( b)给出了

外加的强迫响应曲线图1 对第一模型应用外激励频率,并计算第一、第二模型的共振1 当 f >

1时第二模型受到激励1 对外激励第一模型,由于 3B1内共振,部分能量转移到第二模型1 在
此情形中,第二模型的最大振幅是第一模型的 4. 12% 1 图 7( a)和图 7( b)给出了参数 X1 =

341566 5, X2 = 103. 747 2, f = 1和 R = 0. 06时,阻尼响应曲线图 1 当 L介于 0和 0. 023之间

时,出现不稳定区域;随着阻尼的增大, 振幅减小, 当 L = 0. 023时,出现跳跃现象1 

( a) 第一模型 ( b) 第二模型

图 5 两端固支的一级阶梯梁的频率响应曲线( ) ) ) 稳态解, ) ) 非稳态解)

( a) 第一模型 ( b) 第二模型

图 6 两端固支的一级阶梯梁的强迫响应曲线( ) ) ) 稳态解, ) ) 非稳态解)

第2个应用1 采用阶梯比 A1 = 3,阶梯位置 G1 = 0. 2的两端简支的一级阶梯梁(图 1(b) ) 1 
图8( a)和图 8( b)给出了参数 X2 = 74. 798 5, X3 = 224. 752 0, b1 = 9. 084 43, b 2= 24. 587 8, b3
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= 8. 932 87, Q= 0. 365 051, L = 0. 015和 f = 1时,外激励频率响应曲线图1 计算了依赖外激
励频率的第二、第三模型振幅1 图 9( a)和图 9( b)给出了参数 R= 0. 1时,外加强迫振幅响应曲

线图 1 如图9所示, 在0 < R< 0. 05, f > 1区域内,第三模型的振幅受到有效激励1 在此情形
中,第二模型的最大振幅是第一模型的 615%1 

( a) 第一模型 ( b) 第二模型

图 7 两端固支的一级阶梯梁的阻尼响应曲线( ) ) ) 稳态解, ) ) 非稳态解)

( a) 第二模型 ( b) 第三模型

图 8 两端简支的一级阶梯梁的频率响应曲线( ) ) ) 稳态解, ) ) 非稳态解)

( a) 第二模型 ( b) 第三模型

图 9 两端简支的一级阶梯梁的强迫响应曲线( ) ) ) 稳态解, ) ) 非稳态解)

二级阶梯梁的应用1 采用阶梯比 A1= 0. 4, A2 = 0. 8,阶梯位置 G1 = 0. 5, G2= 0. 5的一端

固支另一端简支的二级阶梯梁(图 1( c) ) 1 图10( a)和图10( b)给出了参数 X1= 13. 051 274, X2

= 39. 310 093, b 1 = 29. 961 678, b2 = 91. 924 317, b3 = - 16. 700 2, Q= 0. 156 271, L= 0. 2和

f = 1时,外激励频率响应曲线图1 图 11( a)和图 11( b)给出了参数 R= 2时, 外加强迫响应曲

线图 1 根据这些图形,在0 < R< 1, f > 1区域内,第二模型的振幅受到有效的激励1 在此情
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形中,第二模型的最大振幅是第一模型的7. 7%1 

( a) 第一模型 ( b) 第二模型

图 10 一端固支另一端简支的二级阶梯梁的频率响应曲线( ) ) ) 稳态解, ) ) 非稳态解)

( a) 第一模型 ( b) 第二模型

图 11 一端固支另一端简支的二级阶梯梁的强迫响应曲线( ) ) ) 稳态解, ) ) 非稳态解)

5  结 束语

本文研究了在不同边界条件下,具有三次非线性项的多级阶梯梁的主共振激励1 直接应
用多重尺度法来求解偏微分方程1 导出了振幅和相位的调制方程1 

对不同的阶梯比,绘制了两端简支、两端固支的一级阶梯梁固有频率比与阶梯位置关系曲

线,并得到了 3B1内共振点, 检验了阶梯位置和阶梯比对 3B1内共振的影响1 
就3种不同情况, 检验阶梯梁的稳态解及其稳定性1 利用相位及其调制方程构造 Jacobi

矩阵1 根据矩阵特征值来研究系统的不动点和解的稳定性1 最后,应用修正算法,分析两端简

支、两端固支的一级阶梯梁和一端固支另一端简支的二级阶梯梁的振动问题1 然后,得到强迫

响应、阻尼响应和频率响应曲线1 虽然仅对第一或第二模型是外激励的,但是由于存在 3B1内

共振,部分能量转移到第二或第三模型1 在频率响应曲线中 R> 0,强迫响应曲线中f > 1和阻

尼响应曲线中 0 < L < 0. 023时,有着高的能量转移1 
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3B1 Internal Resonance in Multiple

Stepped Beam Systems
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1
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2
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ß
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Som a , Manisa , Turkey ;

2. Depa rtm ent of Mechanical En gin eer ing , Celal Bayar Univer sity , Muradiy e , Manisa , Tu rkey )

Abstract:Vibrations of multiple stepped beams with cubic nonlinearities were considered. 3: 1 internal

resonance case was investigated for the system. A general approximate solution of the problem was

found using the method of multiple scales, a perturbation technique. The modulation equations of the

amplitudes and the phases were derived for two modes. These equations were utilized to determine

steady state solutions and their stabilities. It was assumed that external forcing frequency is near to the

lower frequency. For numeric part of the study, 3: 1 ratio in natural frequencies was investigated. These

values were observed to be between first and second natural frequencies in cases of clamped-clamped,

clamped- pinned support and between second and third natural frequencies in case of pinned- pinned

support. Finally, a numeric algorithm was used to solve 3: 1 internal resonance. The first mode is exter-

nally excited for clamped-clamped, clamped-pinned support and the second mode is externally excited

for pinned-pinned support. Then, amplitudes of first and second modes were investigated when the

first mode is externally excited. Amplitudes of second and third modes were investigated when the

second mode is externally excited. Force-response, damping-response and frequency-response curves

were plotted for internal resonance modes of vibrations. Stability analysis was carried out for these

plots.

Key words: stepped beam; 3: 1 internal resonance; stability analysis; nonlinear vibration; perturba-

tion method
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