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(我刊原编委吴望一来稿)

摘要:  提出一种新型的数值计算方法 ) ) ) 基函数法1 此方法直接在非结构网格上离散微分算子1 

采用基函数展开逼近真实函数,构造出了导数的中心格式和迎风格式1 取二阶多项式为基函数,

并采用通量分裂法及中心格式和迎风格式相结合的技术以消除激波附近的非物理波动, 构造出数

值求解无粘可压缩流动二阶多项式的基函数格式1 通过多个二维无粘超音速和跨音速可压缩流

动典型算例的数值计算表明,该方法是一种高精度的、对激波具有高分辨率的无波动新型数值计

算方法,与网格自适应技术相结合可得到十分满意的结果1 
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引   言

现有的数值方法可以分为两类:一类是在结构网格上离散微分算子, 例如差分方法, 谱方

法;另一类是在非结构网格上离散积分算子, 例如有限元法和有限体积法1 它们各有特色,也

各有其优缺点1 有限差分法是计算流体力学领域中一种主要的数值计算方法, 它简单高效、适

应面广、发展完善、有众多优点1 但是不可否认, 它也有一些不尽人意之处1 处理复杂边界需
要采用坐标变换或分区处理的办法,比较麻烦1 其次, 也不易采用网格自适应技术有效地提高

计算结果的精度1 边界上的格式精度往往比内点的格式精度要低1 有限元法是计算力学中另
一类重要的数值计算方法1 由于有限元法采用非结构网格,因此比较容易处理复杂边界,也易

于采用网格自适应技术提高计算精度1 但是有限元法的计算时间及所需的内存较有限差分法
高出很多1 

为了丰富和发展现有的计算方法,本文提出一种新型的数值计算方法 ) ) ) 基函数法1 此
方法直接在非结构网格中离散微分算子,生成网格后, 在网格单元上采用基函数展开逼近真实

函数,总体基函数逼近可以看作是由单元基函数组合而成的1 基函数可以取任意正交完备函
数族, 常用的基函数是多项式和三角函数, 也可以取 Chebyshev多项式, Legendre多项式等作为

基函数,从而构造出不同的基函数法1 本文取二阶多项式为基函数1 为了求出节点上的物理
量,基函数法采用微分形式的控制方程1 我们成功地在非结构网格节点上构造出导数的中心
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格式和迎风格式1 为了验证基函数法, 本文运用此法数值求解无粘可压缩流动,并采用通量分

裂法及激波前后中心格式和迎风格式相结合的技术,以消除激波附近的非物理波动, 为此,本

文根据物理考虑首次提出新的构造激波附近无波动格式的普适性准则,由此构造出数值求解

无粘可压缩流动的二阶多项式基函数格式1 为了检验此格式,我们对多个二维无粘可压缩流

动的典型算例进行了数值计算,均得到了十分满意的结果1 
下面只考虑二维问题,一维和三维问题可以类似地写出1 

1  基函数的构造

采用基函数 <( n)i ( x , y ) 展开逼近真实函数 f ( x , y ) :

  f
( n)

( x , y ) = 6
m

i= 1

f ( xi , yi ) <
( n)
i ( x , y ) , ( 1)

式中, f ( n)
( x , y ) 是真实函数的 n阶近似, f ( x i , y i ) 是节点上的函数值,基函数 <( n)i ( x , y ) 可以

取任意正交完备函数族, 最常用的基函数是多项式和三角函数, 当 n 取不同整数时,可得不同

阶次的逼近函数, m 是单元中基函数的个数1 
本文只研究基函数是多项式的情形,并重点研究二阶多项式类型基函数格式1 为了便于

公式的推导和表达, 引入面积坐标 Ni 1 
  Ni = A i / A   ( i = 1, 2, 3) ,

图 1 三角形单元的面积坐标示意图和 6节点三角形单元的面积坐标示意图

式中, A 是三角形单元的面积, A i的意义见图11 因 N1+ N2+ N3 = 1,故 3个面积坐标中,只有

两个是独立的 1 Ni 与直角坐标之间的关系为

  Ni = ai + bi x + c i y , ( 2)

其中

  ai =
1
D
( xj y k - x k yj ) , bi =

1
D
( yj - yk) , ci =

1
D
( xk - xj ) , ( 3)

式中

  D =

1 x 1 y1

1 x 2 y2

1 x 3 y3

= 2A 1 ( 4)

对于一阶多项式, ( 1)式可写为

  f
(1)
( x , y ) = 6

3

i= 1
f ( x i , yi ) <

(1)
i ( x , y ) , ( 5)

<(1)i ( x , y ) 是一阶多项式类型的基函数,它在面积坐标下的表达式为(见图 1)
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  <(1)i ( x , y ) = Ni   ( i = 1, 2, 3) , ( 6)

其一阶导数为

  5f ( 1)

5x = bi f i ,
5f ( 1)

5 y = ci f i , ( 7)

式中   f i = f ( x i , y i )1 

2  非结构网格上导数的中心格式和迎风格式

下面我们来构造网格节点上函数的导数值1 根据物理问题的需要,应区分中心格式和迎

风格式两种情形1 
2. 1  一阶中心格式( 1C)

中心格式是指一点的物理量受其周围各个方向的信息的影响1 设 n 点周围有N 个三角

元,则根据(7) 式在 n 点有N 个不同的导数值(5f (1)
/5x ) ein ( i = 1, 2, ,, N )1 e i表示n点周围

第 i 个三角元, 下标 n 表示 n 点上的值 1 我们采用加权平均法求 n 点上的函数值

(5f (1) / 5x ) n1 由于面积越小, (5f (1)
/ 5x ) n 的值越接近精确值,故权因子取 1/ A e

i
是合适的1 

于是一阶导数的中心格式是

  5f
5xj

1C

n
= 1 6

N

i = 1

1
A e

i
6
N

i= 1

1
Ae

i

5f ( 1)

5xj

e
i

n
  

j = 1, 2,

x 1 = x , x 2 = y
1 ( 8)

2. 2  一阶迎风格式( 1U)

为了在非结构网格上构造导数的迎风格式,我们提出三角元迎风面积的概念1 从物理上
容易理解只有迎风面积这部分才对该点迎风导数值起作用1 

图 2 非结构网格迎风区域示意图

对每个单元的每个节点引入迎风系数 Aei
n
, 它

与单元 ei及局部节点编号 n有关 1 以图2所示的

二维区域为例,不失一般性,假设有4个单元 ei ( i =

1, ,, 4)1 中心点总体编号为 1, 4个单元的局部节

点按逆时针方向排序,且总以中心点为第1点 1 若
x 轴正向为迎风方向,通过 n点作x 轴的垂线,将 n

点周围每个三角元分成迎风面积和背风面积两部

分1 此时我们有表 1所示的迎风系数1 
表 1 迎风系数

单元编号

局部节点号

e 1

1 2 3

e 2

1 2 3

e3

1 2 3

e4

1 2 3

Aei1 A1x / A e
1 1 0 1 A 2x / A e

2 0 A3x / A e
3 0 1 0 1 A 4x /A e

4

一阶导数的一阶迎风格式为

  5f
5xj

1U

n
= 1 6

N

i= 1

Aein
A e

i

6
N

i = 1

A
e
i
n

A e
i

5f (1)

5xj

e
i

n
  

j = 1, 2,

x 1 = x , x 2 = y
, ( 9)

容易看出, Aein 取为 1时,迎风格式转变为中心格式( 8) 1 
2. 3  二阶多项式基函数

此时( 5)式变为

  f
(2)
( x , y ) = 6

6

i= 1
f ( x i , yi ) <

(2)
i ( x , y ) , ( 10)
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式中 <( 2)i ( x , y ) 是二阶多项式类型的基函数, f
(2)
( x , y ) 是函数 f 的二阶近似函数 1 容易求出

<
(2)
i ( x , y ) 在面积坐标下的表达式为(见图 1)

  
<
(2)
i = Ni ( 2Ni - 1)   ( i = 1, 2, 3) ,

<(2)i+ 3 = 4NiNi+ 1   ( i = 1, 2, 3; N4 = N1) ,
( 11)

一阶导数 5f (2)
/ 5x , 5f ( 2)

/ 5y 的表达式为

  5f ( 2)

5x = 6
6

i= 1
f ( xi , yi )

5 <( 2)i

5x ,
5f ( 2)

5y = 6
6

i= 1
f ( xi , yi )

5 <( 2)i

5 y , ( 12)

式中

  

5 <( 2)i

5 x = bi (4Ni - 1) ,
5 <( 2)i

5 y = ci (4Ni - 1) ,

5 <( 2)i+ 3

5x = 4biNi+ 1+ 4bi+ 1Ni ,
5 <(2)i+ 3

5y = 4ciNi+ 1+ 4ci+ 1Ni ,

( 13)

二阶导数 52f ( 2)
/ 5x 2

, 52
f
(2)
/ 5y 2的表达式为

  52f (2)

5x 2 = 6
6

i= 1
f ( x i , yi )

52<( 2)i

5x 2 ,
52f (2)

5y 2 = 6
6

i= 1
f ( x i , yi )

52<( 2)i

5y 2 , ( 14)

式中

  

52<(2)i

5 x2
= 4b

2
i ,

52<(2)i

5y 2 = 4c
2
i ,

52<(2)i+ 3

5x 2 = 8bibi+ 1,
52<(2)i+ 3

5y 2 = 8cici+ 11 
( 15)

于是二阶中心格式( 2C)和二阶迎风格式( 2U)是

  5f
5xj

2C

n
= 1 6

N

i = 1

1
A e

i
6
N

i= 1

1
Ae

i

5f ( 2)

5xj

e
i

n

  
j = 1, 2,

x 1 = x , x 2 = y
, ( 16)

  
5f
5xj

2U

n
= 1 6

N

i= 1

Aein
A e

i

6
N

i = 1

Aein
A e

i

5f (2)

5xj

e
i

n

  
j = 1, 2,

x 1 = x , x 2 = y
, ( 17)

上述构造中心格式和迎风格式的方法很容易推广到二阶以上,三维及其它基函数的情形1 

3  可压缩流体 Euler 方程的基函数格式

考虑可压缩流体的 Euler方程

  5 U
5 t +

5Fi

5x i = 0, ( 18)

其中

  U = ( Q, Quj , QE)
T
, Fi = ( Qui , Quiuj + p Dij , ui ( QE+ p ) )

T
,

这里 Q是流体的密度, p 为压力, ui 是直角坐标下的速度分量, E表示流体的比能,上标T 表示

向量的转置, C为比热比,取 C= 1. 4, Dij 为Knonecker符号1 
3. 1  流通量分裂技术

( 18)式可改写为

  5 U
5 t + A

5 U
5x i = 0, A =

5Fi

5U , Fi = AU, ( 19)

将矩阵 A写成

  A = R
- 1 +R, ( 20)
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其中 + 为特征对角线矩阵,其表达式为

  + = diag( K1, K2, ,, Km) , ( 21)

K1为 A 的特征值, 令

  Kl = K+l + K-l , K
?
l =

( Kl ? | Kl | )
2

,

并引进

  +?
= diag( K?

1 , K
?
2 , ,, K?

m) , ( 22)

令

  A
?
= R

- 1 + ?
R , F

?
i = A

?
U, ( 23)

( 18)式可改写为

  5 U
5 t +

5F+i
5xi

+
5F-

i

5x i
= 01 ( 24)

3. 2  中心格式与迎风格式的结合
为了避免激波附近的非物理波动, 激波前后必须采用适当的格式1 在构造差分法无波动

格式时所采用的准则[ 1] , 现在已不能用于处理多维问题的基函数方法中去1 为了解决此问题,

我们根据物理考虑首次提出新的构造无波动格式的普适准则1 

图 3  基函数法在激波前后的格式选取示意图

首先,让我们考虑一下激波前后的不同的物理特性1 任何一个斜激波在波前波后都可以
将其看作是在 x 和y 两个方向分量的复合 1 假设间断面与 x 和 y 方向均不重合,由于斜激波

的存在, 速度将减小,很容易证明速度在波前 x , y 两个方向上的分量要分别大于波后x , y 方向

的分量, 即速度在 x , y 两个方向上都会发生间断,因此可将斜激波看成是沿 x 方向和y 方向的

两个正激波的复合1 由于超音速气流在通过正激波后总会减速变为亚音速气流1 因此, 在分

解后的两个方向的正激波的两侧, 总是波前是超音速流场, 波后为亚音速流场1 
考虑到在超音速流场下游的扰动是无法传播到上游的,为了能够正确地模拟超音速流场,

就必须符合该流场的物理特性1 因此, 在波前采用迎风格式是合适的1 相反,在亚音速流场下

游的扰动是可以传播到上游的1 因此, 在波后应该采用中心格式1 经过流通量分裂后,各流通
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量在激波前后应采取的格式如图 3所示1 
采用二阶格式时,有时在激波附近会出现数值波动,这种非物理的数值波动是不合理的,

因此在波动区还应该采用一阶迎风格式来抑制这种波动,使局部极值逐渐消除1 因此,可压缩

流体 Euler方程的基函数格式是二阶迎风格式、二阶中心格式和一阶迎风格式相结合的一种无

波动的混合格式,这种格式可以有效地消除激波附近的非物理波动1 
3. 3  间断前后的判断

选定格式后,还必须能够在计算中判定网格点相对激波的位置1 考察激波前后物理量分
布,不难发现,间断前,物理量的一阶导数和二阶导数符号一致, 而间断后两者的符号则相反,

这就是间断前后的判断准则1 计算通量 F在正负方向的两个单侧导数,记为D+ F和D- F 引入:

  D2F = D+ F - D- F , DF = D+ F + D- F ,

D2F 和 DF 分别与通量F 的二阶导数和一阶导数相当1 可将间断前后的判断准则写为

  

D+ F#D- F [ 0,

D
+
F#D- F > 0, 且D

2
F#DF > 0,

D
+
F#D- F > 0, 且D

2
F#DF < 0,

  

节点在波动区,

节点在间断上游,

节点在间断下游,

当D+ F 与D- F同号时,说明数值解单调, 不在激波区,应继续判断D2F与DF是否同号以确定在

间断的上游或下游, 分别选择迎风格式或中心格式 1 当D+ F 与D- F 异号时,说明数值解出现

波动,应采用一阶迎风格式抑制波动,使局部极值逐渐消除1 间断两侧应选取的格式如表 2所

示(参阅文献[ 2] ) 1 
表 2 间断两侧选取格式

 
D+ F 与D- F同号

间断上游区D2F 与DF同号 间断下游区D2F 与DF异号

D+ F 与D- F 异号

 

a+ > 0
5F+

i

5 x i

2U 5F+
i

5 x i

2C 5 Fi

5 x i

1U

a- < 0
5F-

i

5 x i

2C 5F-
i

5 x i

2U 5 Fi

5 x i

1U

a++ a-
5 F+

i

5 x i

2U

+
5F-

i

5 x i

2C 5F+
i

5 x i

2C

+
5F-

i

5 x i

2U 5 Fi

5 x i

1U

3. 4  混合格式的表达

为使格式易于表达, 我们引进

  H=
1
2
| sign(D

+
F) + sign(D

-
F ) | ( 25)

及

  K =
1
2 | sign(D

2
F ) + sign(DF ) | , ( 26)

采用上述消除激波附近非物理波动的方法后,取二阶多项式为基函数的显式格式如下式所示:

  U
n+ 1

= U
n
- $t K (1- H)

5F+i
5xi

2U

+
5F-i
5xi

2C

+

    ( 1- K ) (1- H)
5F-

i

5x i

2U

+
5F+

i

5x i

2C

+ H
5Fi
5xi

1U n

, ( 27)

式中
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5F?
i

5xi

2U

n
= 1 6

N

j= 1

A
e
j
n

Ae
j

6
N

j = 1

A
e
j
n

A e
j

5F ? (2)
i

5x i

e
j

n
,

5F?
i

5xi

2C

n
= 1 6

N

i= 1

1
Ae

j
6
N

j= 1

1
A e

j

5F ? (2)
i

5 xi

e
j

n
,

5Fi
5x i

1U

n
= 1 6

N

i= 1

A
e
j
n

A e
j

6
N

j= 1

Aejn
Ae

j

5F(1)
i

5x i

e
j

n
1 

( 28)

( 28)式就是我们首次提出的处理无粘可压缩流动的二阶多项式基函数显式格式1 在数值

求解可压缩流动时, 边条件的取法是:外部边界采用无反射边条件; 在壁面上采用法向速度为

0的绕流条件1 初始条件是:对于定常问题可任意取,例如可取均匀来流条件; 对于不定常问

题,应视不同问题取不同的初始条件1 

4  算   例

为了验证基函数法, 选择了 9 个二维定常算例1 我们采用前沿推进法或前沿推进法与

Delaunay方法相结合的方法生成网格[ 3- 4] ,该方法可方便地进行网格自适应1 对每个算例都进

图 4 激波反射问题 (M ] = 2. 9) 自适应网格和等压线分布图

  图 5  激波反射问题 ( M ] = 2. 9)

不同 y 值上的压力分布图

行了初网格计算并采用网格自适应技术[ 5]以提高

对间断的分辨能力1 在计算中采用时间相关法处
理定常问题1 算例 1考虑入射激波在平板上的正

规反射问题1 来流 M ] = 2. 9,激波入射角为29b,

计算区域是0 < x < 4, 0 < y < 1,波后 y = 1上

的边界条件利用斜激波关系式精确得出1 图 4是

计算得到的自适应网格及等压线分布图; 可以看

出格式无波动, 激波分辨率高1 图 5是 3个不同

的截面 y = 0. 25, 0. 5, 0. 75上的压力分布,与精确

解符合得很好1 算例 2是二维通道内可压缩流体

的定常流动,单侧收缩15b,来流 M ] = 2. 01 图6

是计算得到的自适应网格及等压线分布图; 可以

看出, 整个流动分辨率高,无数值波动1 自适应使得网格在物理量变化剧烈的激波附近加密,

效果十分显著1 算例 3是NACA 0012翼型定常超音速绕流, M ] = 1. 2,攻角 A= 7. 0b1 图 7
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是自适应网格和等压线分布图;可以看出,计算结果对脱体激波和尾部激波的捕捉和分辨率都

比较好1 

图 6 二维通道流动 (M ] = 2. 0) 自适应网格和等压线分布图

图7  NACA 0012翼型 ( M ] = 1. 2, A= 7. 0b) 图 8  NACA 0012翼型 ( M ] = 1. 2,A= 7. 0b)

自适应网格和等压线分布图 表面压力系数分布曲线图

图 9  NACA 0012翼型 ( M ] = 0. 85, A= 1. 0b) 图 10 NACA 0012翼型 ( M ] = 0. 85, A= 1. 0b)

自适应网格和等压线分布图 表面压力系数分布曲线图
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图 11 NACA 0012翼型 ( M ] = 0. 8,A = 1. 25b) 图 12  NACA 0012翼型 ( M ] = 0. 8, A= 1. 25b)

自适应网格和等压线分布图 表面压力系数分布曲线图

图 13 NACA 0012翼型 ( M ] = 0. 95, A= 0b) 图 14 NACA 0012翼型 ( M ] = 0. 95, A= 0b)

自适应网格和等压线分布图 表面压力系数分布曲线图

图 15 圆柱超音速绕流 (M ] = 4. 0, A= 0b) 图 16 圆柱超音速绕流 (M ] = 4. 0, A= 0b)

自适应网格和等压线分布图 表面压力分布图

图8是翼型表面压力系数的分布曲线,与文献[ 6]中的结果符合得很好1 算例 4是 NACA

0012翼型定常跨音速绕流, M ] = 0. 85,攻角 A= 1. 0b1 图 9是自适应网格和等压线分布图;
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图 17 双椭圆外形 (M ] = 2. 0, A= 0b) 图 18 双椭圆外形 (M ] = 2. 0, A= 0b)

自适应网格和等压线分布图 表面压力分布图

图 19  二维前台阶通道流动 ( M ] = 3. 0,A = 0. 0b) 自适应网格和等压线分布

计算可清晰地捕捉到翼面上下激波,并具有较好分辨率1 图 10是翼型表面压力系数分布曲

线,与文献[ 6-7]比较符合得较好1 算例 5和算例 4是同一情形,只是 M ] 和 A不同, 分别是

M ] = 0. 8, A= 1. 25b1 图11是自适应网格和等压线分布图;此时只有翼型上表面有激波1 图

12是翼型表面压力系数分布曲线图,与文献[ 6-7]的结果基本符合1 算例 6是NACA 0012翼型

定常跨音速绕流, M ] = 0. 95,攻角 A= 0b1 图13是自适应网格和等压线分布图,能清晰地捕

捉到尾部上下两条激波1 图 14是翼型剖面压力系数分布图, 与文献[ 6]符合得很好1 算例 7

是圆柱的定常超音速绕流,来流 M ] = 4. 0, 攻角 A= 0b1 图 15是自适应网格及其等压线分

布;图 16是壁面压力分布;与文献[ 8]比较, 两者相当吻合1 算例 8是双椭圆外形的超音速定

常绕流,来流 M ] = 2. 0, 攻角 A= 0b1 图17是自适应网格和等压线分布图;可以看出,座舱前

的激波是脱体的,并且与头激波相交,使得头激波在座舱上方略向上抬起1 图 18是翼面压力

分布图1 算例 9是前台阶超音速绕流,来流 M ] = 3. 0,攻角 A= 0b1 几何参数及来流参数见
图191 此算例流动情况比较复杂,流场中包含激波,膨胀波和接触间断等复杂图像1 图 19是

自适应网格及等压线分布图1 图 20是等Mach线分布图和等密度线分布图, 从中可明显看出
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图 20  二维前台阶通道流动 ( M ] = 3. 0,A = 0. 0b) 利用自适应网格

计算的等 Mach线和等密度分布图

接触间断1 

5  结   论

1) 本文首次提出在非结构网格上直接离散微分算子的新型数值计算方法 ) ) ) 基函数法1 
该方法是以基函数展开来逼近真实函数的1 在此基础上, 成功地构造出在非结构网格上导数

的中心格式和迎风格式1 为消除激波附近的非物理波动, 本文采用了通量分裂法及基于物理

考虑的中心格式与迎风格式相结合的技术,构造出了处理无粘可压缩流动的二阶多项式基函

数格式1 二维多种典型算例表明, 此方法对间断有高的分辨率1 采用自适应技术后,可以得到

无波动的,精度及分辨率都十分令人满意的结果1 
2) 基函数法成功地保留了有限差分法和有限元法的一些优点1 首先, 由于基函数法和有

限元法一样是在非结构网格上构造的, 因此它能方便地处理复杂边界,保持边界点与内点格式

精度的一致,并便于采用自适应技术改进计算的精度; 其次,基函数法和有限差分法一样直接

离散微分算子, 因而显著节约了计算时间和内存;最后,基函数法格式构造统一、规范, 逻辑简

单,便于编制通用程序1 
3) 本文根据物理考虑首次提出新的构造激波附近无波动格式的普适性准则1 
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Basic Function Scheme of Polynomial Type

WU Wang-yi,  LIN Guang

( Sta te Key Labor ator y f or Turbulence and Com plex Sy stem , Depa rtm ent of

Mechan ics an d Aerospace En gineer ing , College of En gineer ing ,

Peking Univ er sity , Beijing 100871, P . R . China )

Abstract: A new numerical method) Basic Function Method was proposed. This method could direct-

ly discrete differential operator on unstructured grids. By using the expansion of basic function to ap-

proach the exact function, the central and upwind schemes of derivative were constructed. By using

the second- order polynomial as basic function and applying the technique of flux splitting method and

the combination of central and upwind schemes to suppress the non-physical fluctuation near the

shock wave, the second-order basic function scheme of polynomial type for solving inviscid compress-

ible flow numerically was constructed. Several numerical results of many typical examples for two d-i

mensional inviscid compressible transonic and supersonic steady flow illustrate that it is a new scheme

with high accuracy and high resolution for shock wave. Especially, combined with the adaptive

remeshing technique, the satisfactory results can be obtained by these schemes.

Key words: basic function scheme of polynomial type; new numerical method; unstructured grid
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