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摘要: 非线性波动方程作为一类重要的数学物理方程吸引着众多的研究者,基于 Hamilton 空间体

系的多辛理论研究了Landau-Ginzburg-Higgs 方程的多辛算法,讨论了利用 Runge-Kutta方法构造离散

多辛格式的途径,并构造了一种典型的半隐式的多辛格式,该格式满足多辛守恒律、局部能量守恒

律和局部动量守恒律 数值算例结果表明该多辛离散格式具有较好的长时间数值稳定性
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引 言

几个世纪以来, 非线性发展方程有趣而新颖的性质一直是学术界关注的热点问题之一

为了更为直接的揭示非线性发展方程的这些性质,学术界相继提出了一系列求解非线性发展

方程的数值算法 近年来,由于多辛算法能够精确地保持某些偏微分方程组系统的局部性质

而得到了广泛重视
[ 1- 4]

基于多辛算法的这一特点,许多保守型的偏微分方程,如 Schr dinger

方程、KdV方程等等,都存在能够较好保持守恒律的多辛格式的性质[ 1- 6] 本文将详细讨论

Landau-Ginzburg-Higgs方程的多辛算法

本文针对一典型的非线性波动方程: Landau-Ginzburg-Higgs方程, 导出了其多辛偏微分方

程组形式及多种守恒律; 利用辛 Runge-Kutta 方法, 先独立地离散多辛偏微分方程组的各个方

向,复合这些多辛离散格式得到原偏微分方程的多辛格式,得到相应的多辛算法,并以孤子解
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数值模拟验证了该多辛算法的有效性 值得说明的是: 在波动方程的多辛形式构造方法及其

借鉴 Runge-Kutta离散思想方面,本文的工作与文献[ 4]类似,本文的贡献在于借鉴 Runge-Kutta

离散思想构造复合多辛格式及其Landau-Ginzburg-Higgs方程多辛复合格式的计算机实现

1 Landau-Ginzburg-Higgs方程的多辛形式

依据多辛理论
[ 1, 3]

,许多保守系统都能够描述为以下的多辛形式:

M t z + K x z = zS ( z) , z R
d
, ( 1)

式中 M, K R
d d 为反对称矩阵, S : R

d
R 是光滑函数, 称为Hamilton函数

在这一部分,我们将详细推导 Landau-Ginzburg-Higgs方程的多辛形式:

tt u - xx u - m
2
u + k

2
u

3
= 0, ( x , t ) u R

2
, ( 2)

该方程是一典型的非线性发展方程,方程中 m 和 k 为实常数

引入正交动量: v = t u , w = x u , Landau-Ginzburg-Higgs方程( 2)就可以写成如下的一阶

偏微分方程组形式:

t v - xw = m
2
u - k

2
u

3
-

- t u = - v ,

x u = w

( 3a, b, c)

定义状态变量 z = [ u, v , w ]
T

R
3
, 一阶偏微分方程组( 3)就可以写成矩阵形式( 1) ,其中

反对称矩阵为

M =

0 1 0

- 1 0 0

0 0 0

, K =

0 0 - 1

0 0 0

1 0 0

,

以及Hamilton函数为

S( z) =
1
2
m

2
u

2
-

1
4
k

2
u

4
+

1
2
( w

2
- v

2
)

众所周知, 多辛算法的精髓就在于多辛算法能够精确保持多种守恒率[ 1] 与多辛形式( 1)

相对应的多辛守恒律为

t (dz Mdz) + x (dz Kdz) = 0 ( 4)

对于 Landau-Ginzburg-Higgs方程( 2) ,多辛守恒律的具体形式为

t (dv du) + x (du dw ) = 0 ( 5)

另外两种守恒率是局部能量守恒律和局部动量守恒律[ 7] 多辛形式( 1)的局部能量守恒

律为

tE+ xF = 0, ( 6)

其中能量密度 E = S ( z) - z
T
K x z / 2, , 能量通量 F = z

T
K t z / 2

对应于Landau-Ginzburg-Higgs方程( 2) , 局部能量守恒律表述为

m
2
u t u - k

2
u

3
t u + w t w - v t v - t w x u + t u x w = 0 ( 7)

将式( 1)与 x z 作内积得到多辛形式( 1)的局部动量守恒律 对应于Landau-Ginzburg-Higgs

方程( 2) ,局部动量守恒律表述为[ 3- 6]

t I + x G = 0, ( 8)
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其中

I =
1
2
( u x v - v x u) ,

G =
1
2
m

2
u

2
-

1
4
k

2
u

4
+

1
2
( w

2
- v

2
) -

1
2
( u t v - v t u)

2 多辛 Runge-Kutta方法

二维相空间上标准的 Hamilton系统可以表述为

d
dt

= J H ( ) , ( 9)

其中, 为状态变量 = ( p , q )
T
, J为 Jacobi矩阵 J =

0 - 1

1 0
, H ( ) C (R

2
) 为Hamilton

函数

实际上,Hamilton系统( 9)往往是可分的,所谓可分的Hamilton系统,是指该系统的Hami-l

ton函数可以分成 H ( ) = H ( p , q ) = U( p ) + V( q )

这样,可分的Hamilton系统的运动方程为

d
dt

p

q
= J

Up

Vq
=

f ( q )

g( p )
, ( 10)

其一个相容的 N 级 Runge-Kutta 格式为

k+ 1 = k + h

N

i = 1
bi J H ( ki ) ,

ki = k + h

N

j= 1

ai , j J H ( ki ) ,

i = 1, 2, , N , ( 11)

其中, h 是时间步长, 系数 bi , ai , j 满足阶条件
[ 8]

依据辛几何理论[ 8] , 格式( 11)成为辛格式当且仅当

biai , j + bjaj , i - bibj = 0, i , j

为了应用辛 Runge-Kutta格式( 11)离散多辛偏微分方程组( 3) ,再次引入 2个中间变量: T

= tv 和Q = xw 利用这些中间变量,则多辛偏微分方程组( 3)可以写成如下的 2个不同方

向形式上非耦合的微分方程组:

d
dt

v = T ,
d
dt

u = v,

d
dx

w = Q,
d
dx

u = w ,

( 12a, b)

其中式( 12a)对应时间 t 方向,式( 12b)对应空间 x 方向, 同时中间变量 T , Q 满足

T - Q = m
2
u - k

2
u

3
( 13)

式( 13)将式( 12)中形式上已经解耦的微分方程组联合起来 下面我们就以格式( 11)离散

联合的微分方程组( 12) 为了构造格式方便,假定两个方向的离散都是从第 n 层到第 n + 1

层, t为时间步长, x 为空间x 方向的步长 令 N = r , 利用格式( 11)对式( 12a)进行离散:

V
k
i = v

n
i + t

r

= 1

ak, T i , k = 1, 2, , r , ( 14a)
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U
k
i = u

n
i + t

r

= 1

ak , Vi , k = 1, 2, , r, ( 14b)

v
n+ 1
i = v

n
i + t

r

= 1

b Ti , ( 14c)

u
n+ 1
i = u

n
i + t

r

= 1
b Vi ( 14d)

式( 14)满足守恒律:

dun+ 1
i dvn+ 1

i - dun
i dvni

t
=

r

= 1

b ( dUi dT i ) ( 15)

令N = s, 利用格式( 11)对式( 12b)进行离散得到

W
k
i = w

k
n + x

s

= 1

â i, Q
k
, i = 1, 2, , s,

U
k
i = u

k
n + x

s

= 1
â i, W

k
, i = 1, 2, , s,

w
k
n+ 1 = w

k
n+ x

s

= 1

b̂ Q
k
,

u
k
n+ 1 = u

k
n + x

s

= 1
b̂ W

k

( 16)

式( 16)能够精确地满足守恒律:

duk
n+ 1 dwk

n+ 1- dukn dwk
n

x
=

r

= 1

b̂ (dU k dQ k
) ( 17)

在任意网格点上,中间变量满足

T
k
i - Q

k
i = m

2
u
k
i - k

2
( u

k
i )

3 ( 18)

联立式( 15)、( 17)和式( 18)就可以得到多辛守恒律( 5)的离散形式

3 数 值实 验

令第 2节构造的辛Runge-Kutta格式中 r = s = 1, 并以此离散 Landau-Ginzburg-Higgs方程,

削去中间变量 T 和Q 后,得到多辛偏微分方程组( 3)的一个多辛格式:

v
k+ 1
i - v

k
i

t
-

w
k
i+ 1 - w

k
i

x
= m

2
u
k+ 1/ 2
i+ 1/ 2- k

2
( u

k+ 1/ 2
i+ 1/ 2)

3
,

-
u
k+ 1
i - u

k
i

t
= - v

k+ 1/ 2
i ,

u
k+ 1/ 2
i+ 1 - u

k+ 1/ 2
i

x
= w

k+ 1/ 2
i+ 1/ 2,

( 19)

式中

u
k+ 1/ 2
i =

1
2
( u

k+ 1
i + u

k
i ) ,

u
k+ 1/ 2
i+ 1/ 2 =

1
2
( u

k+ 1
i+ 1/ 2+ u

k
i+ 1/ 2) =

1
4
( u

k+ 1
i+ 1 + u

k+ 1
i + u

k
i+ 1+ u

k
i ) ,

等等

进一步消去变量 v 和w 就得到一个半隐式多辛格式:
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2
t ( u

k
i+ 1/ 2+ u

k
i- 1/ 2) -

1
2

2
x ( u

k+ 1/ 2
i + u

k- 1/ 2
i ) =

1
2

m
2
( u

k+ 1/ 2
i+ 1/ 2+ u

k- 1/ 2
i+ 1/ 2+ u

k+ 1/ 2
i- 1/ 2+ u

k- 1/ 2
i- 1/ 2) -

k
2
[ ( u

k+ 1/ 2
i+ 1/ 2)

3
+ ( u

k- 1/ 2
i+ 1/ 2)

3
+ ( u

k+ 1/ 2
i- 1/ 2)

3
+ ( u

k- 1/ 2
i- 1/ 2)

3
] , ( 20)

式中 2 为二阶中心差商算子,例如:
2
xu

k
i = ( u

k
i+ 1- 2uk

i + u
k
i- 1) / x

2

假定 m = k = 2, 考虑如下的初始条件:

u( x , 0) = tanh( 2x ) , u( x , 0) | t = 1 - tanh
2
( 2x ) ,

于是我们就得到 Landau-Ginzburg-Higgs方程的孤子解[ 9] :

u( x , t ) = tanh[ 2( x + 1/ 2 t ) ] ( 21)

利用格式( 20)在区间 x [- 30, 10] 内取时间步长 t = 0. 01,空间步长 x = 0. 04对该

孤子解进行数值模拟,得到该孤子解的波形图 图1给出了 t [ 0, 100] 时段内方程( 1) 孤子

解的数值模拟波形图, 图2给出了孤子解在不同时刻的波形图, 图3给出了 t [ 0, 100] 时段内

的多辛绝对误差、局部能量绝对误差和局部动量绝对误差 为了进一步表现多辛方法的高精

度,表 1给出了经典四阶 Runge-Kutta(RK)方法和多辛方法得到的数值结果 t = 20, t = 40, t =

60, t = 80, t = 100时刻不同点的绝对误差

图 1 t [ 0, 100] 时段内数值波形图

从图 1和图 2可以看出: 孤子解的波形和波

速均没有随着时间的变化而变化, 这充分说明多

辛格式( 20)能够很好地模拟孤子解( 21)的演化过

程,同时具有良好的长时间数值行为 从图 3可

以看出:在模拟时段 t [ 0, 100] 内, 系统的多辛

绝对误差、局部能量绝对误差和局部动量绝对误

差均在[ - 8 10
- 8

, 8 10
- 8

]范围内, 这进一步说

明多辛格式( 20)能够很好地保持多个守恒律 从

物理力学意义上讲, 图 3中的局部能量误差和局

部动量误差分别决定着激波传播过程中的波幅和

波速变化情况, 也就是说,图 3得出极小的局部能

量误差和局部动量误差准确解释了图 1和图 2中波形和波速不发生变化的原因,这也正是多

辛算法的重要优点

图 2 不同时刻的数值波形图
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从数值结果对比中不难看出: 多辛方法的数值精度远高于经典的四阶 Runge-Kutta方法,

同时,多辛方法的数值误差具有明显的规律性:在孤子解激波附近,数值误差不为 0,而在远离

激波的网格点上,数值解的误差精确为 0,这与文献[ 4]的数值结果吻合较好

图 3 t [ 0, 100] 时段内数值解的多辛守恒律误差、局部能量误差和局部动量误差

表 1 经典四阶 RK方法和多辛方法绝对误差对比

方法 x i \ tj 20 40 60 80 100

经典四阶

- 25 5. 528 835E- 08 8. 381 184E- 08 3. 317 966E- 09 3. 046 173E- 09 1. 132 239E- 08

- 15 1. 864 529E- 09 9. 196 395E- 08 5. 028 128E- 08 1. 896 537E- 09 3. 027 644E- 06

- 5 2. 036 982E- 07 6. 812 771E- 10 7. 094 713E- 06 1. 934 311E- 10 5. 416 738E- 09

5 3. 217 746E- 09 3. 794 810E- 09 4. 288 923E- 08 6. 822 232E- 07 1. 508 729E- 09

多辛方法

- 25 0. 000 000E- 00 0. 000 000E- 00 0. 000 000E- 00 3. 419 706E- 17 8. 384 960E- 18

- 15 0. 000 000E- 00 8. 600 116E- 19 4. 965 524E- 18 7. 271 132E- 18 0. 000 000E- 00

- 5 6. 978 984E- 18 5. 935 629E- 19 1. 381 265E- 18 0. 000 000E- 00 0. 000 000E- 00

5 3. 783 730E- 18 0. 000 000E- 00 0. 000 000E- 00 0. 000 000E- 00 0. 000 000E- 00

4 结 论

本文基于Hamilton空间体系的多辛理论研究了 Landau-Ginzburg-Higgs方程,并利用 Runge-

Kutta方法构造了一种半隐式的多辛离散格式 数值实验的结果表明:本文构造的多辛格式能

够很好地模拟Landau-Ginzburg-Higgs方程的孤子解, 同时能够很好地保持系统的多个守恒律,

这些充分说明多辛方法具有以下两大优点:良好的长时间数值行为和精确地保持多种守恒律
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Abstract: The nonlinear wave equation, describing many important physical phenomena, has been in-

vestigated widely in last several decades. Landau-Ginzburg-Higgs equation, a typical nonlinear wave e-

quation, was sdudied based on the mult-i symplectic theory in Hamilton space. The mult-i symplectic

Runge-Kutta method was reviewed and a sem-i implicit scheme with certain discrete conservation laws

was constructed to solve the firs-t order partial differential equations that were derived from the Lan-

dau- Ginzburg-Higgs equation. The results of numerical experiment for soliton solution of the Landau-

Ginzburg-Higgs equation were reported finally, which show that the mult-i symplectic Runge-Kutta

method is an efficient algorithm with excellent long-time numerical behaviors.

Key words: mult-i symplectic; Landau-Ginzburg-Higgs equation; Runge-Kutta method; conservation

law; soliton solution
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