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摘要:  应用 Lie对称法, 当弹性能具有三阶非调和修正项时,分析纵向变形的非线性弹性波动方

程1 通过不同对称下的恒等条件,寻找对称代数, 并将它简化为二阶常微分方程1 对该简化的常

微分方程作进一步分析后,获得若干个显式的精确解1 分析 Apostol的研究成果 ( Apostol B F. On a

non- linear wave equation in elasticity. Phys Lett A, 2003, 318( 6) : 545-552)发现, 非调和修正项通常导致解

在有限时间内具有时间相关奇异性1 除了得到时间相关奇异性的解外, 还得到无法显示时间相关

奇异性的解1 

关  键  词:  群不变解;  Lie 对称;  非线性弹性方程;  偏微分方程;  常微分方程

中图分类号:  O347. 4+ 1   文献标识码:  A

DOI: 10. 3879/ j. issn. 1000-0887. 2009. 08. 008

引   言

大部分的自然现象和物理过程的数学模型归结为非线性的偏微分方程, 找到它们的解析

解是很困难的1 因此,在非线性偏微分方程的研究中,将非线性偏微分方程简化为常微分方

程,以及构造其精确解是两个主要课题1 经典的Lie对称法为分析非线性偏微分方程, 提供了

一个功能强大的通用技术,这种方法可以被有效地应用于研究隐性或显性的对称问题1 因而
它提供了寻找微分方程的闭式解的应用最广泛的技术1 有许多求解微分方程的有效方法,如

分离变量法、行波解、自相似解以及指数自相似解等, 参看文献[ 1] 1 Ovsiannikov[ 2]开创了现代

Lie对称理论的研究,微分方程的对称理论得到了广泛的研究并取得了长足的发展1 大量关于
经典 Lie对称理论的文献,是其应用和扩展的研究,如文献[ 2-16] 1 

本文致力于弹性能出现三阶非调和修正项时,非线性弹性波动方程对称简化及其精确解

的研究1 具有非调和修正项时,波动方程的连续极限模型尚未受到足够的关注1 然而,在离散

模型中,文献[ 17-20]就三次和四次非调和网格中的一维问题进行了研究1 我们的目的是应用
经典 Lie对称法,以连续极限为模型 ) ) ) 和离散网格模型完全不同, 当弹性能出现三阶非调和

修正项时,研究其运动方程的精确解1 Alfinito 等
[ 21]
运用近似对称和延拓技术, 对这样的非线
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性波动方程,完成了一些引人注意的对称分析1 文献[ 22]就具有三阶非调和项时, 纵向变形运

动方程进行了研究, 运用求积和渐进级数推断:弹性能中出现非调和修正项时,很可能导致有

限时间内的时间相关奇异性1 有意思的是,在我们研究的一些案例的对称解中,有限时间内没

有出现时间相关奇异性1 
在这里,我们先概述研究中的运动方程, 更详细的内容可以查阅文献[ 22] 1 弹性大变形的

弹性模型需要在弹性能中计及高于二阶的项1 这样得到的非线性方程称为修正的非调和弹性
波动方程1 线弹性理论是基于应变张量 u ij 与矢量ui 间线性关系的假设:

  uij =
1
2

[ u i, j + uj , i ] 1 ( 1)

各向同性体的弹性能给出如下:

  E = Q K
2

u
2
ii + Lu2

ij dr , ( 2)

其中 r 为位置矢量, K, L为 Lam�系数1 
通过应变张量和弹性能中的高阶项来呈现弹性的非线性贡献:

  E = Q K
2

u
2
ii + Lu2

ij +
1
3

Auijujkuki + Bu
2
ijukk +

1
3

Cu
3
ii dr , ( 3)

其中 A , B , C为常数1 在式(3) 中, 只保留三阶项,忽略了更高阶项1 对一个纵向位移 u1( x 1)

= u ( x ) 来说,能量 E 采用以下形式:

  E = QAu
2
x +

1
6 Bu

3
x Qdr , ( 4)

其中, A= ( K+ 2L) / Q, B= [ 3( K+ 2L) + 2( A + 3B + C) ] / Q, Q为密度1 对于公式( 4)给出

的弹性能来说, 运动方程可以写为

  52u
5 t

2 = A+ B
5 u
5x

52u
5 x

21 ( 5)

该非线性波动方程为 Ferm-i Pasta-Ulam方程[ 21- 23]的连续极限1 方程( 5)一些不同于本研究中考

虑情形的对称解,已在文献[ 24]发表1 
通常认为不同材料的 Lam�系数为常数1 显然, A = B = C = 0时 B= 3A, 但在该情形中,

缺少能量三阶贡献项 1 B= 3A时, 通过应变张量中非线性项来显现能量中非线性1 这时候,

方程( 5)可以写为

  52u
5 t

2 = A 1+ 3
5 u
5x

52u
5x

21 ( 6)

本文的目的是, 研究方程( 6)出现群不变精确解的不同情形1 经典的 Lie对称法是将方程

( 6)简化为二阶常微分方程, 并构造其精确解1 在第 1节中,找出方程( 6)的对称性1 第 2节

中,分析这些对称性,完成对称简化,并得到方程( 6)的几个精确解1 这里得到的特解, 在时域

中无奇异性,但解例也存在预期的时间相关奇异性,原因在于非调和的修正项1 

1  Lie对称代数

偏微分方程经典对称的确定有着标准方法,很多著作上都有描述, 如文献[ 9, 15-16] 1 为
了得到偏微分方程( 6)的对称代数,采用对称代数无穷小生成元形式:

  X = N1( x , t , u)
5
5x

+ N2( x , t , u)
5
5t

+ U1( x , t , u)
5
5u

1 

使用恒等条件, 即对方程( 6)应用二次 X
[ 2] 延拓,得到下面 11个确定方程的方程组:

  ( N1) u = 0, ( N2) u = 0, ( <1) u, u = 0, ( N1) t = 0, ( N2) x = 0,
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  - ( N1) x , x + 2( <1) x , u = 0, - ( N1) x , x + 2( <1) x , u + 3( <1) x , x = 0,

  ( <1) t , t - A( <1) x , x = 0, - 3( N1) x + 2( N2) t + ( <1) u = 0,

  - 2( N1) x + 2( N2) t + 3( <1) x = 0, - ( N2) t, t + 2( <1) t , u = 01 
解该确定方程组,得到以下无穷小量:

  N1 = k3 + k4x , N2 = k 2+ k4-
3k6
2

t ,

  <1 = k5+ k1 t + k 6x + ( k 4+ 3k6) u 1 
因此,由下面的矢量场架设起方程( 6)的协同对称代数:

  X 1 = t
5
5u

, X2 =
5
5t

, X 3 =
5
5x

, X 4 = x
5
5x

+ t
5
5 t

+ u
5
5u

,

  X 5 =
5
5 u

, X 6 = -
3t
2

5
5 t

+ (3u + x )
5
5u

1 

Lie代数 G 的对易关系见表 11 
表 1 Lie代数 G 的计算表

 X 1 X 2 X3 X 4 X 5 X6

X 1 0 X 5 0 0 0 - 9X 1/ 2

X 2 - X 5  0 0 - X 2  0  3X2/ 2

X 3 0 0 0 - X 3  0 - X 5

X 4 0 X 2 X3 0 X 5  0

X 5 0 0 0 - X 5  0 - 3X 5

X 6 9X 1/ 2 - 3X 2/2  X5 0 3X 5  0

2  精 确解

在本节中, 给出偏微分方程( 6)的不同对称性相对应的不变解1 显然,对常微分方程来说,

可解群导致降阶,等于群的降维,但对于偏微分方程来说, 可解群不得不引进新的因变量和自

变量,以致问题不会退化为常数解1 对该问题采用的标准方法是引进相似变量1 它们是新的
自变量,作为基本的不变函数不涉及因变量, 因变量隐含地定义在包含原变量的恒等式中,详

见文献[ 7] 1 因此,通过相似变量变换可以减少变量的数量1 下面的案例,将给出方程( 6)的众

多精确相似解, 以及使用相似变量降阶的例题1 在每个案例中, 利用各自的对称性, 偏微分方

程 ( 6)降阶为二阶常微分方程1 这些常微分方程的进一步求解, 得到方程( 6)的一类精确解,

在所考虑的对称性下保持不变1 
2. 1  X = X 4 = x5/ 5x + t5/ 5 t + u5/ 5u 的不变解

对 X = x5/ 5x + t5/ 5t + u5/5 u 的微分不变式,求解特征系统 XI = 0,得到 I 1 = t / x 和

I 2 = u/ x1 因此, X 的相似变量为

  N( x , t ) =
t
x
和 V( N) =

u
x
1 

相似变量代入方程( 6) ,意味着, 方程( 6)的解为

  u = xV( N) ,

其中 V( N) 满足常微分方程

  d
2
V

dN
2 1- AN

2
+ 3AN

2
- V + N

dV
dN = 01 

由方程
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  1- AN2+ 3AN2 - V + N
dV
dN

= 0

得到 V( N) = 1/ ( 9AN2) - 1/ 3 + C1N1 因此, 得到偏微分方程( 6)的一个精确解, 在对称性

x5/ 5x + t5/ 5 t + u5/ 5u 下不变, 得到

  u( x , t ) =
x
3

9At2
-

x
3

+ C1 t1 

2. 2  X = X 1+ X 2 = 5/5 t + t5/ 5u 的不变解

计算 X = 5/5 t + t5/5 u的微分不变式, 得到 I 1 = x 和I 2 = u - t
2
/ 21 因此, X 的相似变

量为

  N( x , t ) = x 和 V( N) = u -
t
2

2 ,

意味着,方程( 6)的解为

  u = V( N) +
t
2

2
,

其中 V( N) 满足常微分方程

  A 1+ 3
dV
dN

d2V

dN2
- 1 = 01 

通过 dV/ dN= F ( N) 替换,得到其首次积分:

  A
dV
dN

+
3
2

d V
dN

2

- N= C11 

解上面的常微分方程,得到偏微分方程( 6)的精确解,它是非奇异的1 该解为

  u( x , t ) =
t
2

2
-

x
3

+
( A+ 6x + 6C1)

3/ 2

27 A
+ C2 ( 7)

和

  u( x , t ) =
t
2

2
-

x
3

-
( A+ 6x + 6C1)

3/ 2

27 A
+ C21 ( 8)

2. 3  X = X 6 = - (3t / 2)5/ 5t + (3u + x )5/5 u 的不变解

X = - (3t / 2)5/5 t + (3u + x )5/ 5u 的微分不变式,由 I 1 = x 和 I 2 = ut
2
+ x t

2
/ 3给出 1 

因此, X 的相似变量为

  N( x , t ) = x 和 V( N) = ut
2
+

xt
2

3
,

则方程( 6)的解为

  u =
V( N)

t
2 -

x
3

,

其中 V( N) 满足常微分方程

  V -
A
2
dV
dN

d2V

dN
2 = 01 

将 dV/ dN= F( V) 代入上面常微分方程的首次积分, V( N) 满足

  d V
dN

=
(3V

2
+ C 1)

1/ 3

A1/ 3
,

因此当 C1 X 0时,由下式确定

  N-
A1/ 3V( N) 2F 1(1/ 2, 1/ 3, 3/ 2; - 3V( N) 2) / C1

C
1/ 3
1

+ C2 = 01 

这里,我们对Gauss超几何函数利用标准的记数法 2F 1, 2F 1( a , b, c; x ) 定义为
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   2F1( a, b, c; x ) =

    1 + 6
]

n= 1

a( a + 1) ( a + 2) ,( a + n - 1) b( b+ 1) ( b + 2) ,( b + n - 1)
n! c( c + 1) ( c + 2) ,( c + n - 1)

1 

Gauss超几何函数的基本性质可以在文献[ 25-26]中找到1 
当 C1 = 0时,给出解如下式:

  u( x , t ) =
( x + C)

3

9At 2
-

x
3
1 

2. 4  X = X 1+ X 2+ X3 = 5/ 5x + 5/ 5 t + t5/ 5u 的不变解

X = 5/5x + 5/5 t + t5/ 5u 的微分不变式为I 1 = t - x 和 I2 = u + x ( x - 2t ) / 21 因此,

相似变量为

  N( x , t ) = t - x 和 V( N) = u +
x
2

( x - 2t ) ,

方程( 6)的解为

  u = V( N) -
x
2

( x - 2t ) ,

其中 V( N) 满足常微分方程

  A+ 3AN+ 3A
dV
dN

- 1+
d2V

dN
2 - (- 1+ A+ 3AN)

d2V

dN2
= 01 

求解该常微分方程, 得到偏微分方程( 6)的复数解

  u( x , t ) =
- x
2

( x - 2t ) +
( t - x )

2

2
+

t - x
3

-
t - x
3A

?

    i

27A2
(2A- 1 + 6A( t - x ) - A2(1+ 9C1) )

3/ 2
+ C21 

作为应用, 函数

  v( x , t ) = Re( u( x , t ) ) , w ( x , t ) = Im( u( x , t ) )

为偏微分方程耦合系统提供了实数值解

  52 v
5 t

2 = A
52v
5x

2+ 3
5v
5x

52v
5x

2 - 3
5w
5x

52w
5x

2 ,

  52w
5 t

2 = A
52w
5x

2 + 3
5 v
5x

52w
5x

2 + 3
5w
5x

52v
5x

2 1 

2. 5  X = X 1+ X 2+ X3 + X 5 = 5/5 x + 5/ 5t + ( t + 1)5/ 5u 的不变解

X = 5/5x + 5/5 t + ( t + 1)5/5 u 的相似变量为

  N( x , t ) = t - x 和 V( N) = u +
x
2 ( x - 2t - 2) 1 

因此,方程( 6)的解为

  u = V( N) -
x
2

( x - 2t - 2) ,

其中 V( N) 满足常微分方程

  - A 4 + 3N+ 3
dV
dN

- 1+
d2V

dN2
+ [- 1 + A(4+ 3N) ]

d2V

dN
2 = 01 

上述常微分方程的解,给出了偏微分方程( 6)的复数解

  u( x , t ) = -
1

216A2
3 - 96A2+ 768A4+ 72At - 288A2 t - 108A2t 2-

    72Ax + 72A2x + 54A2C1+ 864A4C1+ 243A4C2
1 ?

    8i[ 8A- 1+ 6A( t - x ) - A2(16 + 9C1) ]
3/ 2

- 216A2C2 1 
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因此,函数

  v( x , t ) = Re( u( x , t ) ) , w ( x , t ) = Im( u( x , t ) )

为偏微分方程耦合系统提供了实数值解

  52 v
5 t

2 = A
52v
5x

2+ 3
5v
5x

52v
5x

2 - 3
5w
5x

52w
5x

2 ,

  52w
5 t

2 = A
52w
5x

2 + 3
5 v
5x

52w
5x

2 + 3
5w
5x

52v
5x

2 1 

2. 6  X = 3X 4- X 6 = 3x5/5x + (9t / 2)5/ 5t - x5/ 5u 的不变解

由3x5/ 5x + (9t / 2)5/5 t - x5/5 u 的微分不变式,意味着, X 的相似变量为

  N( x , t ) =
t

x
3/ 2 和 V( N) = u +

x
3 1 

因此,方程( 6)有形式为 u = V( N) - x / 3的解, 且 V( N) 由下式确定:

  8
d2V

dN2
+ 135AN2

dV
dN

2

+ 81AN3
dV
dN

d2V

dN2
= 01 

用 dV/ dN= F( N) 代入上述方程的首次积分,意味着 V( N) 满足

  2
d V
dN

4/ 5

+ 9
d V
dN

9/ 5

Ax 3
- C = 01 

因而,当 C = 0时,偏微分方程(6) 的 X- 不变精确解为

  u( x , t ) = -
x
3

+
x
3

9At 2
+ C11 

2. 7  X = X 2+ X 4 = x5/ 5x + ( t + 1)5/ 5 t + u5/ 5u 的不变解

计算 X = x5/ 5x+ ( t+ 1)5/ 5t + u5/5 u的微分不变式,得到 I1 = (1+ t) / x 和I2 = u / x 1 
因此, X 的相似变量为

  N( x , t ) =
1+ t

x
和 V( N) =

u
x
1 

在方程( 6)中利用相似变量,给出形式为 u = xV( N) 的解,其中 V( N) 满足常微分方程

  d2V

dN
2 1- AN

2
+ 3AN

2
- V + N

dV
dN

= 01 

求解该方程,给出偏微分方程( 6)的一个 X- 不变的精确解

  u( x , t ) =
x
3
- 3A(1+ t)

2
( x - 3(1+ t) C1)

9A(1+ t)
2 ( 9)

规定了一个不显示时间相关奇异性的解例1 
2. 8  X = X 3+ X 4 = ( x + 1)5/ 5x + t5/ 5 t + u5/ 5u 的不变解

X = ( x + 1)5/ 5x + t5/ 5 t + u5/ 5u 的相似变量为

  N( x , t ) =
t

1+ x
和 V( N) =

u
1 + x

1 

V( N) 由下式确定:

  d2V

dN2
1- AN2+ 3AN2 - V + N

dV
dN

= 01 

因此

  u( x , t ) =
(1 + x )

3
+ 3At 2(- 1 - x + 3tC1)

9At 2

是不变式 ( x + 1)5/ 5x + t5/ 5 t + u5/ 5u 下,偏微分方程( 6)的一个精确解1 
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2. 9  X = X 2+ X 3+ X4 = ( x + 1)5/ 5x + ( t + 1)5/5 t + u5/ 5u 的不变解

由 ( x + 1)5/5x + ( t + 1)5/ 5t + u5/ 5u 的微分不变式,给出 X 的相似变量为

  N( x , t ) =
1+ t
1+ x

和 V( N) =
u

1 + x
1 

代入方程( 6)简化该问题,解 V( N) 满足常微分方程

  d2V

dN2
1- AN2+ 3AN2 - V + N

dV
dN

= 01 

因此

  u( x , t ) =
(1 + x )

3
+ 3A(1 + t)

2
(- 1 - x + 3(1+ t) C1)

9A(1 + t)
2 ( 10)

是偏微分方程( 6)不带时间相关奇异性的一个精确解1 

备注  尽管寻找偏微分方程( 6)的精确解有困难, 但多数情形下, 能够成功地将它简化为一阶常微分方

程1 这样简化的系统程序将在下面的例题中阐述1 

例题  我们利用对称式 X = X 3+ X 6 = 5/ 5x - (3t / 2)5/ 5t + (3u + x )5/ 5 u简化偏微分

方程( 6) 1 相似变量为

  N( x , t ) = e
3x / 2

t 和 V( N) =
1
9
e
- 3x

(1+ 9u + 3x ) 1 

将偏微分方程( 6)简化为常微分方程

  N - 8+ 81AN2 2V + N
d V
dN

d2V

dN2
+

    81AN 2V + N
dV
dN

4V + 5N
dV
dN

= 01 ( 11)

该方程难以求解,因此我们利用其对称性作进一步简化1 发现方程( 11)的对称代数是一维的,

且由 X = N5/5N- 2V5/ 5 V得到 1 因此 X 的微分不变式无法带来更多的简化, 探索方程(11)

在典范坐标系中的表示,典范坐标和对称X 相对应 1 典范坐标为w = N2V和t = lnN, 所以方

程( 11)在典范坐标系中表示为

  - 8 d
2
w

dt
2 +

dw
d t

40 + 81A
d2w

dt
2 - 48w = 01 ( 12)

显然,方程( 12)呈现 �X = 5/5 t对称, 其相似变量

  r = w 和 y ( r ) =
dw
dt

1 

将它简化为一阶常微分方程

  dy
dr

=
48r - 40y
81Ay 2

- 8y
1 

3  初边值问题( IBVPs)及其解的讨论

正如文献[ 22]强调指出的,以上得出的大多数解都具有时间相关奇异性1 但是,方程( 7)

~ ( 10)所提供的解,在有限时间内不含时间相关奇异性1 
鉴于弹性运动和弹性变形是由初始位移 u0( x ) 和初始速度 v0( x ) 下的偏微分方程( 6)所

控制1 上一节显示了,根据物理状况,将解应用于不同类型的初始条件和边界条件1 下面, 我

们提供 IBVPs的实例,函数源自方程( 8) ~ ( 10)中的解, 用于带有 Dirichlet 类型边界条件的 IBVPs

的求解1 我们应用以下形式的初始条件和边界条件
  u( x , 0) = u0( x ) , ( 13)
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  5 u
5 t

( x , 0) = v0( x ) , ( 14)

  u(0, t ) = g( t ) , ( 15)

  u( L , t ) = f ( t ) 1 ( 16)

有限区域

在有限区域 0< x < L ( t > 0) 中考虑偏微分方程 ( 6) ,并结合条件( 16) 1 现在能够得到的
解由方程( 9)给出,对 IBVPs包含条件( 16) , IBVPs的解为

  u( x , t ) =
x
3
- L

3
+ 3A(3f ( t ) + L - x ) (1 + t)

2

9A( 1+ t )
2 1 ( 17)

例如,当 f ( t ) = L
3
/ (9A(1 + t)

2
) - L / 3时, 给出 IBVP的解

  u( x , t ) =
x
3

9A(1+ t)
2-

x
3
1 

IBVP-1

  52u
5 t

2 = A 1+ 3
5 u
5x

52u
5x

2,   0 < x < L , t > 0,

  u( x , 0) = u0( x ) ,
5u
5t

( x , 0) = v0( x ) , u (0, t ) = 0,

  u( L , t ) =
L
3

9A(1 + t)
2 -

L
3

,

其中 u0( x ) = x
3
/ (9A) - x / 3, v0( x ) = - 2x

3
/ (9A) 1 

同样地,应用条件( 13) ~ ( 15) ,可以得到其相应的解1 
半无限区域和无限区域

1) 在半无限区域0 < x < ] ( t > 0) 中考虑偏微分方程( 6) ,并结合条件( 14) 1 对条件
( 14)下的 IBVPs来说,解( 10)能够如下给出

u ( x , t ) =

  
(1+ x )

3
+ (1+ t)

2
(- 3A- 3Ax + (1 + t) (2 + 6x + 6x 2

+ 2x 3
+ 9Av0( x ) ) )

9A(1+ t)
2 1 

例如,当 v0( x ) = - 2(1+ x )
3
/ (9A) 时,给出 IBVP 的解

  u( x , t ) =
(1 + x )

3

9A(1+ t)
2-

1 + x
3

1 

IBVP-2

  52u
5 t

2 = A 1+ 3
5 u
5x

52u
5x

2,   0 < x < ] , t > 0,

  u( x , 0) = u0( x ) ,
5u
5t

( x , 0) = -
2(1+ x )

3

9A , u(0, t ) = f ( t ) ,

其中 u0( x ) = (1 + x )
3
/ (9A) - (1+ x ) / 3, f ( t ) = 1/ (9A(1 + t)

2
) - 1/ 31 

2) 在无限区域- ] < x < ] ( t > 0) 中考虑偏微分方程( 6) ,并结合条件( 13) 1 对条件
( 13)下的 IBVPs来说,解( 9)能够如下给出

  u( x , t ) =
3Atx (1 + t)

2
- tx

3
(3+ 3t + t

2
) + 9A(1 + t)

3
u0( x )

9A(1+ t)
2 1 

例如,当 u0( x ) = x
3
/ (9A) - x / 3时,给出 IBVP的解

  u( x , t ) =
x
3

9A(1+ t)
2-

x
3
1 
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IBVP-3

  52u
5 t

2 = A 1+ 3 5 u
5x

52u
5x

2,   - ] < x < ] , t > 0,

  u( x , 0) =
x
3

9A
-

x
3

,
5 u
5 t

( x , 0) = v 0( x ) ,

其中 v0( x ) = - 2x 3
/ (9A)1 

上面给出的 IBVPs解例,在有限的时间上,表明了解( 7) ~ ( 10)在不包含时间相关奇异性

意义上的物理本质1 然而,当空间边界设置为无限时, 如象 IBVP-2, IBVP-3, 在空间边界无限远

处,在解为无界的意义上, 显示了解的非物理的特性1 但是, 在某些情形下, 从第 2节的解,在

无限空间边界上可以得到完整的物理解,既无时间上的异常, 也不包括无限的运动1 例如, x

沿着直线 x = 3A(1+ t) 变化时,方程(9) 给出的解 u( x , t ) ,对于大的 x 值,也仅在空间边界

无限时有界 1 事实上,当 x y ? ] 时, u( x , t ) y 01 
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Symmetry Solutions of a Non-Linear Elastic Wave

Equation With Third Order Anharmonic Corrections

M. T. Mustafa1,  Khalid Masood2

( 1. Depar tment of Mathemat ics an d Sta tistics , King Fahd Un iver sity of Petr oleum

an d Miner als , Dhahran 31261, Saudi Arabia ;

2. Depar tm ent of Mathem atics , Hafr Al-Ba tin Comm unity College , Kin g Fahd Univ er sity

of Petr oleum and Minera ls , P . O . Box 5087, Dhahran 31261, Saudi Arabia )

Abstract: Lie symmetry method was applied to analyze a non-linear elastic wave equation for longitu-

dinal deformations with third order anharmonic corrections to the elastic energy. Symmetry algebra

was found and reductions to second order ODEs were obtained through invariance under different

symmetries. The reduced ODEs were further analyzed to obtain several exact solutions in explicit

form. Apostol(Apostol B F. On a non-linear wave equation in elasticity. Phys Lett A, 2003, 318(6): 545-

552) had observed that anharmonic corrections generally lead to solutions with time-dependent singu-

larities in finite time. Along with solutions with time-dependent singularities are obtained, also solu-

tions which do not exhibit time-dependent singularities were obtained.

Key words: group invariant solution; Lie symmetries; nonlinear elasticity equations; partial differen-

tial equations; ordinary differential equations
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