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Banach空间中关于相对非扩张映射和
逆强单调映射的强收敛定理
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摘要:  在 Banach 空间引进一迭代序列来逼近两个集合的公共点, 这两个集合分别是相对非扩张

映射的不动点集和关于逆强单调映射的变分不等式的解集1 表明这一迭代序列强收敛到这两个

集合的公共点1 
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引   言

设 E 是一实 Banach空间, +#+表示其范数, E
* 表示 E 的对偶空间, 3x , f 4表示 f I E

*

在 x I E的值 1 假定 C 是E 的非空闭凸子集, A : C y E
* 是一单调算子,我们研究下面的变

分不等式问题[ 1]
:求一点 u I C 使得

  3v - u, Au4 \ 0,   Pv I C1 

我们用VI( C, A ) 表示上述变分不等式的解集 1 称算子 A : C y E
*
为 A-逆强单调

[ 2- 3]
的,如

果存在一正数 A使得

  3x - y , Ax - Ay4 \ A+Ax - Ay +2
,   Px , y I C 1 

显然,如果 A 是 A-逆强单调的,那么它是(1/ A)-Lipschitz连续的1 
称映射 S : C y E 为非扩张的,如果

  +Sx - Sy + [ +x - y + ,   Px , y I C 1 

在2005年, Iiduka和Takahashi[ 4]在Hilbert空间为得到非扩张映射的不动点集与关于逆强

单调映射的变分不等式的解集的公共点, 建立了一迭代序列,并得到了强收敛定理1 同一年,

Matsushita和Takahashi[ 5]用杂交方法在 Banach空间得到一关于相对非扩张映射的强收敛定理1 

近来, Iiduka和 Takahashi[ 3]在 2-一致凸的 Banach空间,为得到关于算子 A 的变分不等式的解,

证明了一弱收敛定理,其中 A 满足:

(A1) A 是 A-逆强单调的;

(A2) VI( C , A) X ª;
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(A3) +Ay + [ +Ay - Au +对所有的 y I C 和u I VI( C, A )1 

最近, Iiduka和 Takahashi[ 2]在 2-一致凸的 Banach空间又用杂交方法证明了一个关于算子

A 的变分不等式的解的强收敛定理, 其中 A 满足( A1) ~ (A3) 1 
受以上事实的启发, 这篇论文的主要目的是在 Banach 空间, 为得到相对非扩张映射的不

动点集和关于逆强单调映射的变分不等式的解集的公共点,用杂交方法建立一迭代序列,并证

明这一序列强收敛到这两个集合的公共点1 我们的结果包括Matsushita 和Takahashi
[ 5]
和 Iiduka

和Takahashi
[ 2]
作为特殊的例子1 

1  预 备知 识

在这篇文章中, 我们总是用 N和 R分别表示正整数集和实数集 1 用 x n y x 和xn _ x 分

别表示 x n 强收敛和弱收敛到x 1 

称具有定义域 D( T) = z I E : Tz X ª 和值域R (T ) = G Tz I E
*
: z I D (T) 的多

值算子 T: E y 2
E
*

为单调的,如果3x 1- x 2, y 1- y 24 \0对每一个 x i I D(T ) 和 y i I Txi成

立, i = 1, 21 称一单调算子 T 是极大单调的, 如果它的图 G (T) = ( x , y ) : y I Tx 不是其

他任何单调算子的图的真子集1 
定义如下函数 D: [ 0, 2] y [ 0, 1] :

  D( : ) = inf 1 - + x + y
2

+ : x , y I U, +x - y + \ : ,

称其为 E 的凸性模,其中 U = x I E: +x + = 1 1 那么 E 是一致凸的充要条件为D( : ) >

0对所有的 : I ( 0, 2] 成立 1 设 p \ 2为一固定实数,那么称 Banach空间 E 是p- 一致凸的,

如果存在一常数 c > 0使得 D( : ) \ c :
p
对所有的 : I [ 0, 2] 成立1 

引理 1. 1
[ 6]  设 p \2为一固定实数, E是一 Banach空间,那么E 是p- 一致凸的充要条件

为:存在一常数 0 < c [ 1使得

  1
2
( +x + y + p

+ +x - y +p
) \ +x +p

+ c
p +y +p

,   Px , y I E 1 ( 1)

称引理1. 1中的最佳常数1/ c为E 的p- 一致凸常数 1 在式(1) 中, 令 x = ( u + v) / 2和

y = ( u - v ) / 2,容易断定, 对所有的 u, v I E ,

  1
2
( +u + p

+ +v +p
) \ + u + v

2
+p

+ c
p + u - v

2
+p 1 ( 2)

设 p > 1,定义广义对偶映射 Jp : E y 2E
*

为

  Jp ( x ) := v I E
*
:3x , v4 = +x +p

, +v + = +x + p- 1
,   Px I E 1 

特别地,称 J = J 2为正规对偶映射 1 正规对偶映射 J 有如下性质:

( � ) 如果 E 是光滑的,那么 J 是单值的;

( � ) 如果 E 是严格凸的,那么 J 是单射;

( � ) 如果 E 是自反的,那么 J 是满射;

( � ) 如果 E 是一致光滑的,那么 J 在E 的每个有界上是依范数一致连续的1 

引理 1. 2[ 3]  设 p \ 2是一给定实数, E 是p- 一致凸 Banach空间,那么, 对所有的 x , y I

E , jx I Jp x 和jy I Jpy ,

  3x - y , j x - jy4 \ c
p

2
p- 2

p
+x - y +p

,

其中 1/ c 是E 的p- 一致凸常数1 
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称Banach空间 E 有K-K性质,如果 E 中一序列 xn 满足: xn _ x I E 和 +xn + y +x +,

有 x n y x 1 众所周知,如果E 是一致凸的,那么 E有K-K性质1 设 E是一光滑Banach空间 1 
定义泛函 <: E @ E y R为

  <( y , x ) = +y +2
- 23y , Jx4+ +x +2

,   Px , y I E 1 
根据 <的定义,容易知道

  ( +y + - +x +)
2 [ <( y , x ) [ ( +y ++ +x +)

2
,   Px , y I E 1 ( 3)

注 1. 1 我们很容易知道如果 E 是严格凸和光滑的 Banach空间, 那么对 x , y I E, <( y , x ) = 0的充要条

件是 x = y1 

引理 1. 3[ 5]  设 E 是一致凸和光滑的Banach空间,设 y n , zn 是E 中的两个序列 1 如

果 <( yn , z n) y 0, y n 或 z n 有界, 那么 y n - zn y 01 
设 C 是E 的非空闭凸子集 1 假定 E 是自反、严格凸和光滑的 Banach空间,那么,对任意

的 x I E ,存在唯一的 x 0 I C 使得

  <( x 0, x ) = min
y I C

<( y , x ) 1 

定义映射 0C: E y C 为 0C x = x0, 称它为广义投影
[ 3, 5, 7] 1 

引理 1. 4[ 3, 5, 7]  设 C 是光滑Banach空间E 的非空闭凸子集, x I E, 那么 x 0= 0Cx 的充

要条件是

  3 x 0- y , Jx - Jx 04 \ 0,   Py I C 1 

引理 1. 5[ 3, 5, 7]  设 E 是自反、严格凸、光滑的 Banach空间, 设 C 是E 的非空闭凸子集和 x

I E , 那么

  <( y , 0C x ) + <( 0C x , x ) [ <( y , x ) ,   Py I C1 
设 T: C y C 是一映射, 我们用 F (T) 表示 T 的不动点集 1 称点 p I C 是T 的渐近不动

点,如果存在 xn < C 弱收敛到p 和 l imn y ] +x n- Txn + = 01 我们用F( T)
) )

表示 T 的渐近

不动点集1 根据Matsushita和Takahashi
[ 5]
,称映射 T: C y C 为相对非扩张的,如果满足下面

的条件:

( � ) F(T ) X ª;
( � ) <( u, Tx ) [ <( u, x ) , Pu I F (T ) , x I C;

( � ) F(T )
) )

= F (T )1 

引理 1. 6
[ 5]  设 E 是严格凸和光滑的 Banach空间,设 C 是E 的闭凸子集,设 T: C y C 是

一相对非扩张映射, 那么 F( T) 是闭凸集1 

设 E 是自反、严格凸、光滑的Banach空间, 设 J : E y E
* 是对偶映射,那么 J

- 1也是单值、

单射和满射,它是从 E
* 到 E 的对偶映射 1 我们需要下面的映射 V:

  V( x , x
*
) = +x +2

- 23x , x * 4+ +x
* +2

,   Px I E, x
* I E

* 1 ( 4)

引理 1. 7[ 3]  设 E 是自反、严格凸、光滑的 Banach空间, 那么

  V( x , x
*
) + 23J- 1

( x
*
) - x , y

* 4 [
    V( x , x

*
+ y

*
) ,   Px I E , x

*
, y

* I E
* 1 

我们用NC ( v ) 表示 C 在点 v I C 的正规锥,即

  NC( v) = x
* I E

*
: 3 v - y , x

* 4 \ 0对所有的 y I C 1 

引理 1. 8[ 8]  设 C是E 的非空、闭凸子集, A : C y E
* 是单调、hemi- 连续算子, T < E @

867Banach 空间中关于相对非扩张映射和逆强单调映射的强收敛定理



E
* 是一如下定义的算子:

  Tv =
Av + NC( v) ,   v I C,

ª,   v ² C 1 

那么 T 是极大单调的,而且 T
- 10 = VI( C, A )1 

引理 1. 9[ 3]  设 C 是E 的非空、闭凸子集, A : C y E
* 是单调、hem-i连续算子,那么

  VI( C , A) = u I C: 3v - u , Av4 \ 0, Pv I C 1 
很明显, VI( C, A) 是 C 的闭凸子集1 

2  主 要结 果

定理 2. 1  设 E是一致光滑、2-一致凸的Banach空间, C是E的非空、闭凸子集1 假定A :

C y E
* 满足条件(A1) ~ ( A3) 1 设 T: C y C是一相对非扩张映射,使得 F = F (T) HVI( C ,

A) X ª1 序列 x n 定义为

  

x0 I C,   任意,

w n = J
- 1
( Bn Jxn + (1- Bn) J 0C( J

- 1
( Jx n - KnAx n) ) ) ,

zn = 0Cwn ,

yn = J
- 1
( An Jx n + (1 - An ) JTz n) ,

Cn = v I C : <( v , yn ) [ <( v, xn ) ,

Qn = v I C: 3 x n - v, Jx 0- Jxn4 \ 0 ,

xn+ 1 = 0C
n

HQ
n
x 01 

( 5)

其中 An , Bn 满足: 0 [ An < 1, lim sup
ny ]

An < 1; 0 [ Bn < 1和lim sup
ny ]

Bn < 11 如果选择

Kn 使得Kn I [ a, b] 对某两个数 a, b满足0 < a < b < c
2A/ 2,那么 x n 强收敛到 0F x 0,其

中1/ c是E 的 2-一致凸常数1 
证明  首先表明 Cn和Qn 是闭凸集( n = 0, 1, 2, ,) 1 根据 Cn和Qn的定义,很明显, Cn是

闭的, Qn 是闭、凸的 1 下面表明 Cn 是凸的 1 既然 <( v , y n) [ <( v , x n) 等价于

  23v, Jx n- Jyn4+ +yn +2
- +x n +2 [ 0,

这意味着 Cn是凸的 1 下一步,我们表明 F < Cn H Qn 对所有的n I N G 0 成立 1 令 un

= J
- 1
( Jxn - KnAxn )1 设 p I F, 由引理 1. 5和引理 1. 7,我们有

  <( p , 0C un) [ <( p , un) = V( p , Jx n - Kn Ax n) [

    V( p , ( Jxn - KnAxn ) + KnAxn ) - 23J - 1
( Jx n - KnAx n) - p , KnAxn4 =

    V( p , Jxn) - 2Kn3un- p , Ax n4=

    <( p , x n) - 2Kn3xn - p , Ax n4+ 23un - xn , - KnAxn4, ( 6)

对每一个 n I N G 0 成立 1 根据条件(A1) 和 p I VI( C, A ) , 我们有

  - 2Kn3x n- p , Axn4= - 2Kn3xn - p , Ax n - Ap4- 2Kn3 xn - p , Ap4 [

    - 2KnA+Axn - Ap +2
, ( 7)

对每一个 n I N G 0 成立1 根据引理 1. 2和条件( A3) ,我们有

  23un- x n, - KnAx n4= 23J - 1
( Jx n - KnAx n) - J

- 1
Jx n, - KnAxn4 [

    2+J
- 1
( Jxn - KnAxn ) - J

- 1
( Jx n) + +KnAx n + [

    4

c
2 +Jxn - KnAxn - Jx n + +KnAx n + =
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    4

c
2 K

2
n +Ax n +2 [ 4

c
2 K

2
n +Ax n- Ap +21 ( 8)

因此,由式( 7)、( 8)和式( 6) ,我们有

  <( p , 0C un) [ <( p , xn ) + 2a
2

c
2 b- A +Ax n - Ap +21 ( 9)

那么,根据 +#+2的凸性和引理 1. 5,我们有

  <( p , zn ) [ <( p , wn ) =

    +p +2
- 23p , Bn Jxn + (1- Bn) J 0C( J

- 1
( Jx n- KnAx n) )4+

    +Bn Jx n + ( 1- Bn ) J 0Cun +2 [

    +p +2
- 2Bn3p , Jxn4- 2(1- Bn)3p , J 0Cun4+ Bn +xn +2

+

    ( 1- Bn ) + 0Cun +2
=

    Bn<( p , x n) + (1- Bn ) <( p , 0Cun) [

    <( p , x n) + (1 - Bn )2a
2
c
2 b - A +Axn - Ap +2

, ( 10)

因此

  <( p , yn ) = +p +2
- 23p , An Jx n+ (1 - An ) JTz n4+

    +An Jxn + (1- An) JTzn +2 [

    +p +2
- 2An3p , Jx n4- 2(1 - An )3p , JTz n4+

    An +x n +2
+ (1 - An) +Tz n +2

=

    An<( p , xn) + (1- An) <( p , Tzn ) [

    An<( p , xn) + (1- An) <( p , z n) [

    <( p , x n) + (1 - An ) (1 - Bn)2a
2

c
2 b - A +Axn - Ap +2 [

    <( p , x n) 1 ( 11)

这样,我们有 p I Cn1 用与文献[ 6] 的定理 3. 1相同的证明,我们有 F < Cn H Qn 对每一个

n I N G 0 成立 1 这意味着 xn 是有意义的 1 根据 Qn的定义和引理1. 4,有 xn = 0Q
n
x 01 

用 xn = 0Q
n
x 0和引理 1. 5, 我们有

  <( x n, x 0) [ <( p , x 0) - <( p , xn) [ <( p , x 0) ,

对每一个 p I F < Qn 和每一个n I N G 0 成立 1 因此, <( xn , x 0) 有界 1 而且,从式(3) ,

我们有 x n 有界1 
既然 xn+ 1 = 0C

n
HQ

n
x 0 I Qn 和x n = 0Q

n
x 0, 我们有 <( x n, x 0) [ <( x n+ 1, x 0) 对每一个 n I

N G 0 成立 1 因此, <( xn , x 0) 的极限存在1 从引理 1. 5,我们有

  <( x n+ 1, xn ) [ <( xn+ 1, x 0) - <( x n, x 0) ,

对每一个 n I N G 0 成立1 这意味着 limn y ] <( x n+ 1, xn ) = 01 既然 x n+ 1= 0C
n

H Q
n
x0 I Cn ,

从 Cn 的定义, 我们有

  <( x n+ 1, yn ) [ <( xn+ 1, x n) ,

对每一个 n I N G 0 成立 1 令 n y ] ,我们有 limn y ] <( xn+ 1, y n) = 01 用引理1. 3,我们

得到

  l im
ny ]

+xn+ 1- y n + = lim
ny ]

+xn+ 1- x n + = 01 ( 12)

从 +x n - yn + [ +x n - xn+ 1 + + +x n+ 1 - yn + , 我们有
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  +xn - y n + y 0   ( n y ] ) 1 ( 13)

既然 J 在有界集上依范数一致连续,我们有

  l im
ny ]

+Jx n+ 1- Jy n + = lim
ny ]

+Jx n+ 1- Jxn + = lim
ny ]

+Jxn - Jyn + = 01 ( 14)

因此,对每一个 p I F , 我们有

  <( p , xn ) - <( p , yn ) = 23p , Jy n- Jxn4+ +xn +2
- +y n +2 [

    2+p + +Jyn - Jxn ++ ( +x n + - +y n +) ( +xn ++ +yn +) y 01 ( 15)

另一方面,对每一个 n I N G 0 , 我们有

  +Jx n+ 1- Jyn + = +An( Jx n+ 1- Jx n) + (1- An) ( Jx n+ 1- JTz n) + \
    ( 1- An) +Jx n+ 1- JTz n + - An +Jx n- Jxn+ 1 + ,

因此

  +Jx n+ 1- JTz n + [ 1
1 - An

( +Jxn+ 1- Jyn ++ +Jx n - Jx n+ 1+)1 

从式( 14)和 lim sup
ny ]

An < 1, 我们得到

  +Jx n+ 1- JTz n + y 0   ( n y ] ) 1 

既然 J
- 1
在有界集上也是依范数一致连续,我们有

  limn y ] +xn+ 1- Tzn + = 01 
从

  +xn - Tzn + [ +x n - xn+ 1 + + +x n+ 1 - Tz n +,

我们有

  l im
ny ]

+xn - Tz n + = 01 ( 16)

从式( 11) ,我们有

  - (1- An) (1 - Bn )2a
2

c
2 b - A +Axn - Ap +2 [ <( p , x n) - <( p , y n) 1 

根据式( 15)和 l im sup
n y ]

An < 1, l im sup
n y ]

Bn < 1, 我们有

  +Ax n - Ap + y 0,   当 n y ] 1 ( 17)

从引理1. 5、引理 1. 7和式( 8) , 对每一个 n I N G 0 , 我们有

  <( x n, 0Cun) [ <( x n, un) =

    <( xn, J
- 1
( Jxn - KnAxn ) ) = V( xn , Jxn - Kn Ax n) [

    V( x n, Jx n - KnAx n+ KnAx n) - 23J - 1
( Jx n - Kn Ax n) - xn , KnAxn4 =

    <( xn, xn ) + 23un - x n, - KnAx n4=

    23un - xn, - KnAxn4 [ 4

c
2Kn

2 +Ax n- Ap +21 

根据式( 17) ,我们得到

  <( x n, 0Cun) y 0,   当 n y ] 1 ( 18)

应用引理 1. 3,从式( 18)得到

  +xn - 0Cun + y 0,   当 n y ] 1 ( 19)

既然 J 在有界集上依范数一致连续,我们有

  +J 0Cun - Jx n + y 0,   当 n y ] 1 ( 20)

从式( 5)和式( 20) ,我们有

  +Jw n- Jxn + = (1- Bn) +J 0Cun - Jx n + y 0,   当 n y ] 1 
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既然 J
- 1在有界集上也是依范数一致连续,我们有 lim n y ] +wn - x n + = 01 既然

  <( x n, z n) [ <( x n, wn) = 3xn, Jx n - Jwn4+ 3w n- x n, Jwn4 [
    +x n + +Jxn - Jw n + + +wn - x n + +wn + y 0,   当 n y ] ,

从引理1. 3,我们有

  l im
ny ]

+xn - zn + = 01 ( 21)

从式( 21)和式( 16) ,我们有

  +zn - Tzn + [ +z n- x n + + +xn - Tz n + y 0,   当 n y ] 1 ( 22)

因为 xn 有界,那么存在子列 x n
i
以至于x n

i
_ x

^ I C 1 从式(21) ,有 z n
i
_ x^ 1 从式(22)

和T 的定义,我们有 x
^

I F (T )1 下一步证明 x
^

I VI( C, A) 1 从式(19) , 我们有 0Cun
i
_ x

^
1 设

S < E @ E
* 如下定义:

  Sv =
Av + NC( v ) ,   v I C ,

ª ,   v ² C1 

根据引理 1. 8, S 是极大单调的,而且 S
- 1
0 = VI( C , A) 1 设( v , w ) I G( S) 1 既然w I Sv =

Av + NC( v) , 我们有 w - Av I NC( v)1 从 0Cun I C, 我们得到

  3v - 0Cun, w - Av4 \ 01 ( 23)

另一方面,从引理 1. 4,我们有3v - 0Cun, J0Cun- Jun4 \ 0, 因此

  3v - 0Cun,
Jx n - J 0Cun

Kn
- Ax n 4 [ 01 ( 24)

那么从式( 23)和( 24) , 我们有

  3v - 0Cun, w4 \ 3v - 0Cun , Av4 \

    3v - 0Cun , Av4+ 3v - 0Cun,
Jxn - J0Cun

Kn
- Ax n 4=

    3v - 0Cun , Av - Ax n4+ 3v - 0Cun,
Jx n - J 0Cun

Kn 4=

    3v - 0Cun , Av - A 0Cun4+ 3v - 0Cun , A 0Cun - Ax n4+

    3v - 0Cun ,
Jxn - J 0Cun

Kn 4 \

    - +v - 0Cun +
+ 0Cun- x n +

A - +v - 0Cun +
+J0Cun- Jx n +

a
\

    - M
+ 0Cun - xn +

A
+

+J0Cun- Jxn +
a

,

对每一个 n I N G 0 成立,其中M = sup +v - 0Cun + : n I N G 0 1 令 n = ni ,从式

(19) 和(20) , 我们有3v - x
^
, w4 \0当 i y ] 1 根据 S 的极大单调性,我们得到 x

^
I S

- 10,即

x
^

I VI( C, A )1 因此, x
^

I F 1 
最后,表明 xn y 0F x01 设�x = 0F x 01 对任意的 n I N,从 xn+ 1 = 0C

n
HQ

n
x 0和�x I F <

Cn H Qn, 我们有

  <( x n+ 1, x 0) [ <(�x , x 0)1 
另一方面,根据范数的弱下半连续性,我们有

  <( x
^
, x 0) = +x

^
+2

- 23x
^
, Jx 04+ +x 0+2 [

    lim inf
i y ]

( +xn
i
+2

- 23xn
i
, Jx 04+ +x 0 +2

) = lim inf
i y ]

<( xn
i
, x0) [

    lim sup
i y ]

<( x n
i
, x 0) [ <(�x , x 0) 1 
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根据 0F x 0 的定义,我们得到 x
^
= �x , 因此,

  limiy ] <( xn
i
, x 0) = <( x

^
, x 0)1 

因此,我们有

  limiy ] +x n
i
+ = +x

^
+1 

用 E 的 K-K性质,我们得到 xn
i

y 0F x 01 因此, xn 强收敛到 0F x 01 
注 2. 1 在定理 2. 1中, 令 A = 0, 我们可以得到文献[ 5]中的定理 3. 11 

注2. 2  在定理 2. 1 中,令 An = 0 , Bn = 0 和 T = I , Kn < [ a, c2A/ 2] ,其中 a 满足 0 < a [

c2A/ 2, 那么我们可以得到文献[ 2]中的注3. 41 

注 2. 3 在定理 2. 1中, 取 C = E, An = 0 , Bn = 0 和 T = I , Kn < [ a, c2A/ 2] , 其中 a 满

足 0 < a [ c2A/ 2, 那么我们可以得到文献[ 2]中的定理 3. 31 
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Strong Convergence Theorems for Relatively Nonexpansive

Mappings and Inverse-Strongly-Monotone

Mappings in a Banach Space

LIU Ying
( College of Mathemat ics an d Com puter , Hebei Univer sity , Baodin g , Hebei 071002, P . R . China )

Abstract: An iterative sequence is introduced for finding a common element of the set of fixed points

of a relatively nonexpansive mapping and the set of solutions of the variational inequality for an in-

verse-strongly-monotone mapping in a Banach space. Then it is shown that the sequence converges

strongly to a common element of two sets. Results improve and extend the corresponding results an-

nounced by many others.

Key words: relatively nonexpansive mapping; generalized projection; inverse-strongly-monotone; var-i

ational inequality; p-uniformly convex
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