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一类拟线性抛物型方程组的
爆破率和爆破模式
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摘要:  研究了一类非局部退化拟线性抛物型方程组, 在齐次 Dirichlet边界条件下的正解, 在参数

和初始数据满足一定的条件下,得到了解的爆破率和爆破模式1 
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引   言

设 8 是R
N 中的有界区域具有光滑边界 5 8, 下述带有非局部源的退化抛物型方程组

  

u1S = $um1 + u
p
1
1

+v1 + p
2
A
,   x I 8 , S> 0,

v1S = $vn1+ v
q
1
1 +u1 +q

2
B ,   x I 8, S > 0,

u1( x , S) = v 1( x , S) = 0,   x I 5 8, S > 0,

u1( x , 0) = u10( x ) , v1( x , 0) = v10( x ) ,   x I 8

( 1)

解的整体存在性和有限时刻爆破已经被广泛研究过[ 1-5] , 其中 m, n > 1, A, B \ 1, p 1, q 1 \ 0,

p 2, q2 > 01 与文献[ 5]中的方法类似,我们可以得到下面3个定理,其详细证明将在我们今后

文章中给出:

定理 A  设 u10, v10 \0, u10, v10 I L
]
( 8) ,则存在某个T

*
= T

*
( u10, v10) > 0,使得对每

个 T < T
*
,问题(1) 存在一个非负弱解( u1( x , t ) , v1( x , t ) )1 进一步,或者 T

*
= ] , 或者

  lim sup
t yT*

( + u1(#, t ) + ] + +v1(#, t ) + ] ) = ] 1 

定理 B  假设下列条件之一成立,方程( 1)的任一非负解都是整体存在的1 
( � ) m > p 1, n > q 1, p 2 q2 < ( m - p 1) ( n - q1) ;

( � ) m > p 1, n > q 1, p 2 q2 = ( m - p 1) ( n - q1) , 且区域 8 充分小;

( � ) m [ p 1,或 n [ q1,抑或 m > p 1, n > q1, p 2q2 > ( m- p 1) ( n - q 1) ,且初值 u10, v10
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充分小1 

定理 C  假设下列条件之一成立,方程( 1)的任一非负解在有限时刻爆破1 
( � ) m > p 1, n > q 1, p 2 q2 > ( m - p 1) ( n - q1) , 且初值 u10, v10 充分大;

( � ) m > p 1, n > q1, p 2 q2= ( m- p 1) ( n- q1) ,且区域充分大, 即它包含了一个充分大的

球,初值 u10, v10 为 8 内的正连续函数;

( � ) m [ p 1,或 n [ q1,且初值 u10, v10 充分大1 
带有非局部源或者局部化源的非线性抛物型方程组的爆破解的爆破率和爆破模式已经有

许多结果[ 3-4, 7-9] 1 这方面最早的工作是文献[ 8] 1 关于问题( 1)的爆破解的爆破率和爆破模

式, 文献[ 3-4]对于 A= p 2, B= q 2的特殊情况得到了若干结果1 受文献[ 3-4]的启发,本文讨论

问题( 1)的爆破解的爆破率和爆破模式,其中参数满足

  q2 > p 1- 1, p 2 > q1- 1, p 2q 2 > ( p 1 - 1) ( q 1- 1) 1 ( 2)

我们将推广和改进文献[ 3-4]中的结果,并且给出临界情形时的爆破模式1 首先,对问题( 1)的

变量作一些变换,设

  u
m
1 ( x , S) = u( x , t ) , v

n
1( x , S) = v( x , t ) ( m / n)

o/ ( n- 1)
,   S = t / m,

则问题( 1)变为

  

u t = u
r
1 ($u + au

Q
1 +v +

Q
2
L ) ,   x I 8 , t > 0,

vt = v
r
2( $v + bv

R
1 + u +

R
2
M) ,   x I 8, t > 0,

u( x , t ) = v ( x , t ) = 0,   x I 5 8, t > 0,

u( x , 0) = u0( x ) , v( x , 0) = v0( x ) ,   x I 8,

( 3)

这里

  r1 = ( m- 1) / m, Q1 = p 1/ m , Q2 = p 2/ n, L= A/ n, a = ( m / n)
p
2
/ ( n- 1)

,

  u0( x ) = u
m
10, r 2 = ( n - 1) / n, R1 = q1/ n, R2 = q2/ m , M= B/ m,

  b = ( m / n)
( q

1
- n)/ ( n- 1)

, v0( x ) = v
n
10( n/ m )

n/ ( n- 1) 1 

这样,条件( 2)等价于

R2+ 1 - r1 - Q1 > 0, Q2 + 1 - r2- R1 > 0, R2Q2 > (1- r 1- Q1) (1- r 2- R1)1 ( 4)

下面,我们仅讨论问题( 3) 1 方便起见,记

+1 = 1 - r 1- Q1, B1 = R2+ +1, +2 = 1- r2- R1, B2 = Q2+ + 2, d = R2Q2- +1 + 21 

由条件( 4)知 B1, B2, d > 01 
本文中,我们总假设

(H1) 存在某个 �A I (0, 1) , u0, v0 I C
2+ �A

( 8 ) H C
1
( �8 ) , 在 8 内, u0, v0 > 0,在 5 8 上u0

= v0 = 0,5 u0/5G< 0, 5v0/ 5G< 0,这里 G是5 8 上的外法线方向;

(H2) 存在常数 D \ max D0, ak
- 1
2 | 8 | Q2/ L, bk- 1

1 | 8 | R2/ M , 使得 $u0 + au
Q
1
0 +v0 +Q

2
L -

Duk 1+ 1- r
1

0 \ 0, $v0+ bv
R
1
0 +u0 +R

2
M - Dvk 2+ 1- r

2
0 \ 0, 这里 k1 = d / B2, k2 = d / B1,

D0 = max
ak2
r1

k1+ 1- Q1
k2+ Q2

Q
2
/ k

2
+ 1

| 8 | Q2/ L,
bk 1
r 2

k 2+ 1 - R1
k1 + R2

R
2
/ k

1
+ 1

| 8 | R2/ M 1 

注 1 由条件( 4)容易推出 k 1+ 1 - Q1 > r 1 > 0, k2+ 1 - R1 > r 2 > 01 因此, D0 > 01 

本文的主要结果为如下的两个定理1 
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定理 1  假设问题( 3)的解 ( u, v) 在有限时刻 T * 爆破 1 则 u和v 同时爆破,且下列估计

成立:

  
c
1/ B

11 [ max
x I �8

u ( x , t ) ( T * - t)
1/ k

1 [ ( k 1D)
- 1/ k

1,

c
1/ B

22 [ max
x I �8

v( x , t ) ( T * - t)
1/ k

2 [ ( k 2D)
- 1/ k

2,
( 5)

这里 c1, c2 如( 16)式定义1 
定理 2  在定理 1的条件下, 假设 +1 \0, +2 \ 0, (1- Q1) +2 < Q2( R2- r 1) , (1- R1) +1

< R2( Q2- r 2) ,且在 �8 上有 $u0 [ 0, $v0 [ 01 则在 8 的任意紧子集上一致地有

  lim
t yT

*

( T * - t)
1/ k

1u( x , t ) = lim
t yT

*

( T * - t)
1/ k

1 + u(#, t ) + ] =

    | 8 | H1d- 1/ k
1
B2
a

+
2
/ d

B1
b

Q
2
/ d

,   若 + 1 > 0,

  lim
t yT

*

( T * - t)
1/ k

2 v( x , t ) = lim
t y T

*

( T * - t)
1/ k

2 +v (#, t ) + ] =

    | 8 | H2d- 1/ k
2
B1
b

+
1
/ d B2

a

R
2
/ d

,   若 + 2 > 0,

  lim
t yT

*

lnu( x , t )
| ln( T * - t) |

= lim
t yT

*

+lnu (#, t ) + ]

| ln( T * - t) |
=

B2
R2Q2

,   若 +1 = 0,

  lim
t yT

*

lnv( x , t )
| ln( T * - t) |

= lim
t yT

*

+lnv(#, t ) + ]

| ln( T * - t) |
=

B1
R2Q2

,   若 +2 = 0,

其中

  H1 = -
Q2
L
+

Q2
B2

R2
M
-
Q2
L

1
k1
, H2 = -

R2
M
+

R2
B1

Q2
L
-
R2
M

1
k2
1 

注 2 我们把定理 1和定理 2 中的参数变回到原问题( 1)中的参数,可以发现本文要求参数满足的条件弱

于文献[ 3-4]中的要求1 

1  定理 1的证明

下面两节,我们假设问题( 3)的解 ( u, v ) 在有限时刻 T * 爆破,且用 C 或c 表示一般常数,

它们仅依赖于问题(3) 的固有参数,与其解无关, 在同一个式子中, C 或 c 有可能不一样1 
记

  U( t) = max
x I �8

u( x , t ) , V ( t ) = max
x I �8

v ( x , t ) , ( 6)

则 U( t) , V( t ) Lipschitz连续[ 1] 1 

引理 1  对于由下面的( 9)式确定的常数 c0 > 0, 成立

  U
B
1 + V

B
2 \ c0( T * - t)

- B
1
B
2
/ d1 ( 7)

证明  由问题( 3)可知, U( t) , V( t ) 满足

  Ut [ a | 8 | Q2/ LU r
1
+ Q

1V
Q
2, Vt [ b | 8 | R2/MV r

2
+ R

1U
R
2,   a. e. t I ( 0, T * )1 ( 8)

由于 B1, B2, d > 0, R2/ B1+ Q2/ B2 > 11 由Young不等式,我们有

  ( U
B
1 + V

B
2) t [ ( aB1 | 8 |

Q
2
/ L
+ bB2 | 8 |

R
2
/ M
) ( U

B
1)
R
2
/ B

1( V
B
2 )
Q
2
/B

2 [

    K ( UB
1+ V

B
2)
R
2
/ B

1
+ Q

2
/ B

2,

这里 K = ( aB1 | 8 |
Q
2
/ L
+ bB2 | 8 |

R
2
/ M
) ( R2/ B1+ Q2/ B2)

- 1
max R2/ B1, Q2/ B2 1 将上面不等式

在( t , T * ) 积分可得( 7)式,这里
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  c0 =
dK
B1B2

- B
1
B
2
/ d

1 ( 9) t

引理 2  假设 k 1, k 2, D由条件( H2)定义,则

  ut - Duk 1+ 1 \ 0, v t - Dv k2+ 1 \0,   ( x , t ) I 8 @ (0, T * )1 ( 10)

证明  设 J 1( x , t ) = u t - Duk1+ 1
, J 2( x , t ) = v t - Dvk 2+ 11 通过一系列计算可得

  utt = r1u
- 1
( J

2
1+ 2Duk1+ 1

J 1+ D2u2k 1+ 2
) + u

r
1$J 1+ D( k1 + 1) k 1u

k
1
- 1+ r

1 | ¨u | 2 +

    D( k1+ 1) uk1+ r1$u + aQ1u
Q
1
- 1+ r

1J 1 +v +
Q
2
L + aQ1Du

Q
1
+ k

1
+ r

1 +v +
Q
2
L +

    aQ2uQ1+ r1 +v +
Q
2
- L

L Q8
v
L- 1
( J 2+ Dvk 2+ 1

)dx =

    ur1$J 1+ (2r 1Du
k
1+ aQ1u

Q
1
- 1+ r

1 +v +
Q
2
L + D( k1+ 1) uk1) J 1+

    r 1u- 1
J
2
1+ Dk 1( k 1+ 1) uk 1- 1+ r1 | ü |

2
+ ( r1D

2
+ ( k1 + 1) D2) u2k 1+ 1 +

    ( Q1- k 1- 1) aDuQ1+ k
1
+ r

1 +v +
Q
2
L + aQ2u

Q
1
+ r

1 +v +
Q
2
- L

L Q8
v
L- 1
J 2dx +

    aQ2DuQ1+ r1 +v +
Q
2
- L

L +v +
L+ k

2
L+ k

2
,

  J 1t = utt - D( k1+ 1) uk 1ut 1 
由于 k1- Q1+ 1 > r 1 > 0, 因此

  J 1t - u
r
1$J 1- (2r1Du

k
1 + a1Q1u

Q
1
- 1+ r

1 +v +
Q
2
L ) J 1-

    aQ2uQ1+ r1 +v +
Q
2
- L

L Q8
v
L- 1
J 2dx \

    r 1D2u2k1+ 1
+ aDQ2u

Q
1
+ r

1 +v +
Q
2
- L

L +v +
L+ k

2
L+ k

2
-

    aD( k1 - Q1 + 1) u
Q
1
+ r

1
+ k

1 +v +
Q
2
L =

    aD( k1 - Q1 + 1) uQ1+ r1
r 1D

a( k 1- Q1+ 1)
u
2k

1
+ +

1 +

    
Q2

k1- Q1+ 1
+v +

Q
2
- L

L +v +
L+ k

2
L+ k

2
- u

k
1 +v +

Q
2
L 1 ( 11)

由HÊ lder 不等式,对任何 0 < H< 1, 有

  +v +
Q
2
L = +v +

( Q
2
- L)H

L +v +
Q
2
- ( Q

2
- L) H

L [

    +v +
( Q

2
- L) H

L +v +Q
2
- ( Q

2
- L) H

L+ k
2

| 8 | ( k 2(Q2- ( Q2- L) H)) / ( L( L+ k
2
)) 1 

进一步,由 Young 不等式, 对任何 E> 0以及满足 1/ l 1+ 1/ l2 = 1的 l 1, l 2 > 1, 我们有

  u
k
1 +v +

Q
2
L [ | 8 | ( k2( Q2- ( Q2- L)H) ) / ( L( L+ k

2
) )
u
k
1 +v +

( Q
2
- L) H

L +v +Q
2
- ( Q

2
- L) H

L+ k
2

[

    | 8 | ( k2( Q2- ( Q2- L)H) ) / ( L( L+ k
2
) ) ( Euk1) l1

l 1
+

    1
l 2

1
E

+v +( Q
2
- L)H

L +v +Q
2
- ( Q

2
- L) H

L+ k
2

l
2

1 ( 12)

取

  l 1 =
k 2+ Q2
k2

, l 2 =
k2+ Q2
Q2

, H=
Q2

k2+ Q2
,

  E=
k1 - Q1+ 1

k2+ Q2
| 8 | k 2Q2/ ( L( Q2+ k

2
) )

Q
2
/ ( k

2
+ Q

2
)

,
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由于

  D>
ak2
r 1

k 1+ 1- Q1
k 2+ Q2

Q
2
/ k

2
+ 1

| 8 | Q2/ L,

我们也有

  
r1D

a( k1- Q1+ 1)
\ El 1
l 1
| 8 | ( k2( Q2- ( Q2- L)H) ) / ( L( L+ k

2
) ) 1 

因此由( 11)式和( 12)式可得

  J 1t - u
r
1$J 1- (2r1Du

k
1 + aQ1u

Q
1
- 1+ r

1 +v +
Q
2
L ) J 1-

    aQ2uQ1+ r1 +v +
Q
2
- L

L Q8
v
L- 1
J 2dx \

    r 1D( D- D1) u
2k

1
+ 1 \ 0,

其中 D1 = ( ak2/ r1) ( k1+ 1- Q1) / ( k 2+ Q2)
Q
2
/ k

2
+ 1
| 8 | Q2/ L1 与上面相似的方法可得

  J 2t - v
r
2$J 2- (2r2Dv

k
2 + bR1v

R
1
- 1+ r

2 +u +R
2M) J 2-

    bR2vR1+ r
2 +u +R

2
- M

M Q8
u
M- 1
J 1dx \

    r 2D( D- D2) v
2k

2
+ 1 \ 0,

其中 D2 = ( bk 1/ r 2) ( k2 + 1 - R1) / ( k 1+ R2)
R
2
/ k

1
+ 1
| 8 | R2/M1 进一步,由(H2)可得

  lim
x y5 8

J 1( x , t ) = lim
x y5 8

J 2( x , t ) \ 0,   J 1( x , 0) , J 2( x , 0) \ 0, x I 8 1 

由比较原理(见文献[ 3]的引理 1)可得 J 1, J 2 \ 01 t

定理 1的证明  由( 10)式可得

  Ut \ DU
k
1
+ 1
, Vt \ DV

k
2
+ 1
,   t I (0, T * ) 1 ( 13)

根据( 8)式和( 13)式有

  
DU k

1
+ 1 [ Ut [ a | 8 | Q2/ LU r

1
+ Q

1V
Q
2,

DV
k
2
+ 1 [ Vt [ b | 8 |

R
2
/ M
V
r
2
+ R

1 U
R
2 ,

  a. e. t I (0, T * ) ,

此即表明

  U
k
1
+ +

1 [ a
D
| 8 | Q2/ LVQ2, V k 2+ +

2 [ b
D
| 8 | R2/ LUR

2,   a. e. t I (0, T * ) 1 ( 14)

通过直接计算可得 k1+ + 1 = Q2B1/ B2, k2+ + 2 = R2B2/ B11 故由( 14)式得

  U
B
1 ( t ) [ a

D

B
2
/ Q

2

| 8 | B2/ LV B
2 ( t ) , V

B
2 ( t ) [ b

D

B
1
/ R

2

| 8 | B1/ LUB
1 ( t )1 ( 15)

上式表示 u 和v 同时爆破1 结合( 15)式和( 7)式得

  U( t) \ c
1/B

11 ( T * - t)
- 1/ k

1 , V ( t ) \ c
1/ B

22 ( T * - t)
- 1/ k

2 ,

这里

  c1 = 1 +
b
D

B
1
/ R

2

| 8 | B1/ L
- 1

c0, c2 = 1+
a
D

B
2
/ Q

2

| 8 | B2/ L
- 1

c01 ( 16)

再将( 13)式在 (0, T * ) 积分就完成了本定理的证明1 t

2  定理 2的证明

为了证明定理 2,首先证明几个引理1 

引理 3  假设在 �8 上 $ u0 [ 0, $ v0 [ 0, 则在 8 的任意紧子集上有 $u [ 0, $v [ 01 
证明  本引理的证明类似于文献[ 4]的引理5. 1的证明,略去1 
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记

  g1( t ) = a +v +
Q
2
L , G1( t ) = Q

t

0
g1( s )ds,

  g2( t ) = b+u +
R
2
M , G 2( t ) = Q

t

0
g2( s )ds1 

引理 4  若 + 1, +2 \0, 则

  lim
t yT

*

g i ( t ) = ] , lim
t y T

*

Gi ( t ) = ]   ( i = 1, 2)1 

证明  记 U( t) , V( t ) 如( 6)式定义,则

  Uc( t ) [ U
Q
1
+ r

1( t ) g1( t ) ,   a. e. t I [ 0, T * )1 ( 17)

对任何 t 0 I [ 0, T * ) ,将(17) 式在( t0, t ) 积分可得

  U
+
1( t ) [ +1G1( t ) + U

+
1 ( t 0) ,   若 Q1 + r1 < 1, ( 18)

  lnU( t) [ G 1( t ) + lnU( t0) ,    若 Q1+ r 1 = 11 ( 19)

注意到 limt y T
*
U( t) = ] ,因此,如果 + 1 \0,则 lim ty T

*
G 1( t ) = limt y T

*
supg1( t ) = ] 1 又

由于 vt \ 0, 因此 g1( t ) 单调不减, 故 limty T
*
g1( t ) = ] 1 类似地, limt y T

*
G2( t ) =

limt y T
*
g2( t ) = ] 1 本引理得证1 t

注 3 回到问题( 1) , + 1 \ 0, + 2 \ 0 等价于 p 1 [ 1, q 1 [ 11 

引理 5  如果 (1- Q1) +2 < Q2( R2- r 1) , (1- R1) +1 < R2( Q2- r 2) ,且在 �8 上 $ u0 [ 0,

$ v0 [ 01 则在 8 的任意紧子集上, 一致地有

  

lim
t yT

*

u
+
1( x , t )

+1G1( t )
= lim

t yT
*

+ u(#, t ) +
+
1

]

+1G1( t )
= 1,   若 +1 > 0,

lim
t yT

*

ln u( x , t )
G1( t )

= l im
t yT

*

+ lnu (#, t ) + ]

G1( t )
= 1,   若 +1 = 0,

lim
t yT

*

v
+
2( x , t )

+2G2( t )
= lim

t yT
*

+v (#, t ) +
+
2

]

+2G2( t )
= 1,   若 +2 > 0,

lim
t yT

*

lnv ( x , t )
G2( t )

= lim
t yT

*

+lnv(#, t ) + ]

G2( t )
= 1,   若 +2 = 01 

( 20)

证明

情形 1  + 1, +2 > 01 证明方法类似于文献[ 3]的引理 15,证明细节略去1 
情形 2  + 1 = 0, +2 > 01 记 K1, U( x ) 为特征值问题

  - $U( x ) = KU( x ) ,   x I 8 ; U( x ) = 0,   x I 5 8

的第一特征值和相应的特征函数, 则 K1 > 01 将 U( x ) 标准化,使得 U| 8 > 0,Q8
U( x )dx =

11 定义

  z ( x , t ) = G1( t ) - lnu( x , t ) , K( t ) = Q8
z ( y , t ) U( y )dy 1 

直接计算可得

  Kc( t ) = Q8
( g 1( t ) - u

- 1
( y , t ) u t ( y , t ) ) U( y )dy =

    - Q8
( u

r
1
- 1
( y , t )$u( y , t ) U( y ) )dy [
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    -
1
r1Q8

U( y )$u
r
1( y , t )dy =

K1
r1Q8

u
r
1( y , t ) U( y )dy =

    CQ8
exp r1[ G1( t ) - z ( y , t ) ] U( y ) dy 1 

利用( 19)式得

  z ( x , t ) \- �M ,   ( x , t ) I 8 @ [ 0, T * )1 ( 21)

因此

  Kc( t ) [ CQ8
exp r1G1( t ) U( y ) dy = Cexp r1G1( t ) 1 

上式从0到 t 积分可得

  K( t ) [ K(0) + CQ
t

0
exp r 1G1( s ) ds [ C 1 + Q

t

0
exp r1G1( s) ds 1 

同于情形 1的证明,可得

  Q8
| z ( y , t ) | U( y )dy [ C 1+ Q

t

0
exp r 1G 1( s ) ds 1 ( 22)

任给 F> 0,定义 8F= y I 8 : dist( y ,5 8) \ F 1 由引理 3得- $z [ 01 注意到( 22)式,

再次利用文献[ 8]的引理 4. 5可得

  max
�8
F

z ( x , t ) [ C

F
N+ 1 1+ Q

t

0
exp r1G1( s) ds 1 ( 23)

由( 21)式和( 23)式,当 x I �8 F, t I (0, T * ) 时,

  -
�M

G1( t )
[ z ( x , t )

G1( t )
= 1- lnu( x , t )

G 1( t )
[ C
FN+ 1

G 1( t )
1+ Q

t

0
exp r1G1( s) ds 1 ( 24)

不失一般性,可以假设 T * > 11 由定理 1可得

  G1( t ) = Q
t

0
g1( s )ds [ aQ

t

0
+V( s) +Q

2Lds [ a
k 2D

| 8 | Q2/ LQ
t

0
( T * - s)

- 1ds [

    ln( T * - t)
- 1
+ lnT * 1 ( 25)

根据( 19)式以及( 5)式中的第 1个不等式,当 t 趋近于T * 时, 存在某个常数 0 < E1 < 1, 使得

G1( t ) \ E1 | ln ( T * - t) | 1 再结合(25) 式和(24) 式可知,当 x I �8 F, t I (0, T * ) 时,

  -
�M

G1( t )
[ 1-

lnu ( x , t )
G1( t )

[ C

FN+ 1
| ln( T * - t) |

1 + T
r
1
*Q

t

0
( T * - s)

- r
1ds 1 ( 26)

由于 1- r1 > 0, 容易得到

  lim
t yT

*

1
| ln( T * - t) |Q

t

0
( T * - s)

- r
1ds = 01 

注意到 t y T * 时, G1( t ) y ] , 由( 26)式得

  lim
t yT

*

lnu ( x , t )
G1( t )

= 1

在 �8F上一致成立1 与情形1类似地可证

  lim
t yT

*

+ lnu(#, t ) + ]

G1( t )
= 11 

同理可以证明, 在 �8F上一致地成立

  lim
t yT

*

v
+
2 ( x , t )

+ 2G2( t )
= l im

t yT
*

+v(#, t ) +
+
2

]

+2G2( t )
= 11 
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用上面类似的方法可证情形 3: +1 > 0, +2 = 0和情形 4: +1 = 0, +2 = 0时的结论1 t

定理 2的证明  ( � ) 若 +1, +2 > 0,由引理 5可得,当 t y T * 时,

  G
c
1( t ) = a +v +

Q
2
L ~ a | 8 | Q2/ L( +2G2( t ) )

Q
2
/ +

2,

  G
c
2( t ) = b+u +

R
2
M ~ b | 8 | R2/ M( +1G1( t ) )

R
2
/ +

1 ,

这里 u ~ v 表示 lim ty T
*
u( t ) / v( t ) = 11 因此

  
dG1

dG2
~

a
b
| 8 | Q2/ L- R

2
/ M+

Q
2
/ +

2
2 +- R

2
/ +

11 G
- R

2
/ +

1
1 G

Q
2
/ +

2
2 1 

通过一系列计算可得

  G1( t ) ~ +- 1
1 | 8 | H1 + 1d

- +
1
B
2
/ d B2

a

+
1
+
2
/ d

B1
b

+
1
Q
2
/ d

( T * - t)
- +

1
B
2
/ d
,

  G2( t ) ~ +
- 1
2 | 8 |

H
1
+
1d
- +

2
B
1
/ d B1

b

+
1
+
2
/ d B2

a

+
2
R
2
/ d

( T * - t)
- +

2
B
1
/ d1 

结合引理 5可得结论1 
( � ) 若 + 1 = 0, +2 > 01 则 B1 = R2, d = R2Q2, k2 = Q2, H2 = - 1/ L1 任给 E: 0 < E n

Q2/ ( B2+ +2) , 选取 8E < < 8,使得 | 8 \ 8E | < E1 由引理 5,存在 0 < t 0 < T * 使得

  
lnu( x , t ) \ (1 - E) G1( t ) ,

v
+
2 ( x , t ) \ (1 - E) +2G2( t ) ,

  x I �8E, t I [ t 0, T * ) ,

  
lnu( x , t ) [ + ln u(#, t ) + ] [ (1 + E) G1( t ) ,    x I 8, t I [ t 0, T * ) ,

v
+
2 ( x , t ) [ +v +2(#, t ) + ] [ (1+ E) +2G2( t ) ,   x I 8, t I [ t 0, T * )1 

因此

  b | 8E |
R
2
/ Mexp R2(1 - E) G1( t ) [ G

c
2( t ) [

    b | 8 | R2/Mexp R2(1+ E) G1( t ) , ( 27)

  a | 8E |
Q
2
/ L
[ (1- E) +2G2( t ) ]

Q
2
/ +

2 [ G
c
1( t ) [

    a | 8 | Q2/ L[ (1 + E) +2G 2( t ) ]
Q
2
/ +

2,   t I [ t0, T * ) 1 
从而

  
a | 8E |

Q
2
/ L

b | 8 | R2/ M
[ (1- E) + 2G2( t ) ]

Q
2
/ +

2

exp R2(1 + E) G1( t )
[

dG1( t )

dG2( t )
[

    a | 8 | Q2/ L

b | 8E |
R
2
/ M
[ (1+ E) +2G2( t ) ]

Q
2
/ +

2

exp R2(1 - E) G1( t )
,   t I [ t 0, T * ) 1 ( 28)

根据( 28)式右端可得

  exp R2(1 - E) G1( t ) dG 1( t ) [

    a | 8 | Q2/ L

b | 8E |
R
2
/ M[ (1+ E) +2 G 2( t ) ]

Q
2
/ +

2dG2( t ) ,   t I [ t 0, T * ) 1 

将上式从 t 0到 t 积分得

  1
R2(1 - E)

exp R2(1 - E) G1( t ) |
t
t
0

[

    a | 8 | Q2/ L

b | 8E |
R
2
/ M(1 + E) Q2/ +2

1
B2
( + 2G2( t ) )

B
2
/ +

2 |
t
t
0

[

    a | 8 | Q2/ L

b | 8E |
R
2
/ M(1 + E) Q2/ +2

1
B2
( +2G2( t ) )

B
2
/ +

21 ( 29)
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根据 limty T
*
G1( t ) = ] ,存在 t 1: t 0 [ t 1 < T * 使得

  1
R2(1 - E) exp

R2(1 - E) G1( t 0) [

    E
R2(1 - E)

exp R2(1 - E) G1( t ) ,   t I [ t 1, T * ) 1 

因此,由( 29)式得

  exp R2(1 - E) G1( t ) [

    a | 8 | Q2/ L

b | 8E |
R
2
/ M(1 + E)

Q
2
/ +

2
R2
B2
[ + 2G2( t ) ]

B
2
/ +

2,   t I [ t 1, T * )1 ( 30)

同理,存在 t 2: t 0 [ t 2 < T * 使得

  exp R2(1 + E) G1( t ) \

    
a | 8E |

Q
2
/ L

b | 8 |
R
2
/ M( 1+ E) (1- E)

Q
2
/ +

2
R2
B2
[ +2 G2( t ) ]

B
2
/ +

2,   t I [ t 2, T * )1 ( 31)

设�t = max t 1, t 2 , ( 30)、( 31)式和( 27)式相结合,得

  m( E) [ +2G2( t ) ]
;
1
( E) [ G

c
2( t ) [ M ( E) [ + 2G2( t ) ]

;
2
(E)
,   t I [�t , T * ) , ( 32)

其中

  m( E) = b | 8E |
R
2
/ M a | 8E |

Q
2
/ L

b | 8 | R2/ M
(1+ E) (1 - E) Q2/ +2

R2
B2

(1- E) / (1+ E)

,

  ; 1( E) =
B2
+2

1- E
1+ E

,

  M ( E) = b | 8 | R2/ M
a | 8 | Q2/ L

b | 8E |
R
2
/ M( 1+ E) Q2/ +2

R2
B2

(1+ E) / (1- E)

,

  ; 2( E) =
B2
+2

1+ E
1- E

1 

对 t I [�t , T * ) ,从 t 到T * 分别积分(32) 式的两个不等式并令 E y 0, 我们有

  +2 lim
t yT

*

G2( t ) ( T * - t)
+
2
/ Q

2 = | 8 | - +
2
/ L B2

aR2Q2

+
2
/Q

2

1 ( 33)

根据( 20)式的第 3个等式可得,在 8 的任意紧子集上一致成立

lim
t yT

*

v ( x , t ) ( T * - t)
1/ Q

2 = lim
t yT

*

+v ( x , t ) + ] ( T * - t)
1/ Q

2 = | 8 | - 1/ L B2
aR2Q2

1/ Q
2

1 

由( 32)式和( 27)式可得,存在 t
^

I (�t , T * ) 使得对任意 t I ( t̂ , T * ) ,

R2(1 - E) G1( t ) [ C1( E) + ; 2( E) lnG2( t ) [ C 2( E) + ; 2( E)
+2
Q2
| ln ( T * - t) | ,

R2(1 + E) G1( t ) \ C3( E) + ; 1( E) lnG2( t ) \ C 4( E) + ; 1( E)
+2
Q2
| ln ( T * - t) | ,

这里 Ci ( E) 是关于 0 < E n 1的有界函数1 由( 33)式可得

  
; 1( E) +2

(1- E) R2Q2
[ lim

t yT
*

G 1( t )

| ln( T * - t) |
[

; 2( E) +2
(1 + E) R2Q2

1 

令 Ey 0
+
有

  lim
t yT

*

G1( t )

| ln( T * - t) |
=

B2
R2Q2

1 

此式结合( 20)式的第 2个等式可得,在 8 的任意紧子集上一致地成立
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  lim
t yT

*

lnu( x , t )
| ln( T * - t) |

= lim
t yT

*

+lnu (#, t ) + ]

| ln( T * - t) |
=

B2
R2Q2

1 

同样的方法可以证明结论( � )和结论( � ) 1 
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Blow-up Rate and Profile for a Class of

Quasilinear Parabolic System

CHEN Yu-juan,  ZHU Yue-ping

( School of Scien ce , Nanton g Un iver sity , Nanton g , Jian gsu 226007, P . R . China )

Abstract: The positive solutions to a class of nonlocal and degenerate quasilinear parabolic system

with null Dirichlet boundary conditions are dealt with. The blow- up rate and blow- up profile were

gained if the parameters and the initial data satisfy some conditions.

Key words: degenerate parabolic system; nonlocal sources; blow- up rate; blow-up profile
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