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摘要:  研究半无限通道中, 时变粘性流体 Stokes流动时的空间衰减限和衰减率1 得到了一个近乎

最优的衰减率,且与 Reynolds 数无关1 修正了 Lin和 Song 的分析,选用更佳的任意常数得到衰减率

为 1. 328,明显地改进了 Lin 得到结果 0. 911 
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引   言

在文献[ 1]中, Lin建立了半无限通道中平面Stokes流动问题解的能量衰减估计,端部仅满

足非零的边界条件1 这样的估计产生了一个以离端部轴向距离为参数的指数型能量衰减,它

以微分不等式技术为基础,是 Knowles [ 2] ,Horgan和 Knowles[ 3]在经典弹性理论 Sain-t Venant原理

研究中发展起来的1 有关 Sain-t Venant型空间衰减结果的调查,见文献[ 3-5] ; 其他类型的衰减

结果, 稳定的平面入口流动和管道入口流动, 满足 Navier-Stokes方程,见文献[ 6-7] 1 最近, 发表

了许多关于时变 Stokes流动和时变Navier-Stokes流动衰减结果的研究,例如, Ames等
[ 8]

, Lin 和

Payne[ 9- 10] 1 
本文就半无限通道中,平面 Stokes流动衰减结果进行再研究1 目标是得到与 Reynolds数

无关的数值上更大的衰减率1 我们相信,除了包括数值计算的非平凡最优化外,研究中获得的

最佳衰减率无庸置疑是有价值的1 正如文献[ 2-3, 11]所评论的, 在弹性理论和不可压缩入口

层流问题的各个领域中, 都希望开展Sain-t Venant原理的定量应用, 他们预测,由于过分保守的

衰减率估计,基于微分不等式技术的能量衰减不等式的论据是不充分的1 我们给出了文献[ 1,

12]的修正分析,以及选择更佳任意常数,改良文献[ 1, 12]中给出的衰减率1 

在第 1节中, 我们将采用公式表示作为分析基础的初边界值问题1 第 2节致力于派生的

能量限分析1 最后一节, 得出一个与Reynolds数无关的改良的衰减率1 
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1  初边界值问题

令 R 为半无限通道,通道中 0 < x 1 < ] , - 1 < x 2 < 1的生成元平行于 x 1 轴 1 通道的
端面 x 1 = 0用 L 0表示, R 的边界用5R 表示1 令

  Rz = ( x 1, x 2) | - 1 < x 2 < 1, x 1 > z ,

  L z = ( x 1, x 2) | - 1 < x 2 < 1, x 1 = z ,

其中 z \ 0为到 x 1 = 0的无量纲距离1 
设 W( x 1, x2, t ) 为 Stokes流动的一个无量纲流函数1 W( x 1, x 2, t ) 是依赖于时间的双调和

方程:

  Re
- 1$2 W- $W, t = 0,   在 R @ 0 < t < T 中 1 ( 1)

满足初始条件和边界条件

  

W( x 1, x 2, 0) = 0,

W( x 1, - 1, t ) = W( x 1, 1, t ) = 0,

W, 2( x 1, - 1, t ) = W, 2( x 1, 1, t ) = 0,

W(0, x 2, t ) = f ( x 2, t ) ,

W, 1( 0, x 2, t ) = g ( x 2, t ) ,

  

x 1 \ 0, - 1 < x 2 < 1,

x 1 \ 0, 0 [ t [ T,

x 1 \ 0, 0 [ t [ T,

- 1 < x 2 < 1, 0 [ t [ T,

- 1 < x 2 < 1, 0 [ t [ T

( 2)

( 3)

( 4)

( 5)

( 6)

的解这是我们所关心的问题,其中 $为 Laplace算子, Re为Reynolds数(基于半宽通道) , f 和g

为指定函数,满足

  f (- 1, t ) = f ( 1, t ) = f , 2(- 1, t ) = f , 2(1, t ) = g(- 1, t ) = g (1, t ) = 01 ( 7)

本文约定:下角中的逗号表示微分,希腊字母 A和B取值范围为 1和 2,重复的下角意味着从 1

到2作和1 
在开始探索改良的衰减率之前,我们首先介绍一些不等式, 它们在以后的分析中起着关键

作用1 我们先回顾众所周知的Wirtinger不等式( 8)和( 9) ,以及 Knowles不等式( 10) , w ( x 2) 是

定义在长度为 2的区间( - 1, 1)中充分光滑的函数1 

如果 w ( x 2) I C
1
(- 1, 1) 和 w (- 1) = 0, w (1) = 0, 则

  Q
1

- 1
w

2dx 2 [ 22

P2Q
1

- 1
w

2
, 2dx 21 ( 8)

如果 w ( x 2) I C
2
(- 1, 1) 和 w (- 1) = 0, w , 2(- 1) = 0, w (1) = 0, w , 2(1) = 0, 则

  Q
1

- 1
w

2dx 2 [ 1

+4Q
1

- 1
w

2
, 22dx 2,   + = 2. 3651 ( 9)

如果 w ( x 2) I C
2
0(- 1, 1) 且对于任意实数 B \ 0, 则

  Q
1

- 1
( w

2
, 2+ Bw 2

) dx 2 [ 1
K( B)Q

1

- 1
w

2
, 22dx 2, ( 10)

其中

  K( B) =
r
4
( B)

B+ r
2
( B)

( 11)

且 r ( B) 为如下方程的最小的正根:

  tanr = -
B

B+ r
2 tanh r

B
B+ r

2 ,   B \ 01 ( 12)

不等式( 8) ~ ( 10)右边出现的常数为最佳,并且可以由联合变化特性的最小特征值给出1 不等
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式( 8)和( 9)的证明在文献[ 6]给出, 不等式( 10)的证明在文献[ 2] 798给出1 

2  能 量限

在这一节中,对公式( 1) ~ ( 6)的解建立改良的衰减估计,定义能量表达式为

  E( z , t ) := Q
t

0 QR
z

W, ABW, ABdAdG+ RReQ
t

0 QR
z

W, AG W, AGdAdG, ( 13)

其中 R为正的耦合参数, 随后加以确定, 且 dA = dx 2dx 11 分析中重复使用分部积分,得到关

键的恒等式:

  Q
t

0 QR
z

W, ABW, ABdA dG= -
5
5zQ

t

0 QL
z

( W, AW, A- WW, 11)dx 2dG-

    ReQ
t

0 QL
z

WW, 1Gdx 2dG-
Re
2QR

z

W, AW, AdA | G= t , ( 14)

  Q
t

0 QR
z

W, AG W, AGdAdG= -
1
2

5
5zQ

t

0 QL
z

( W2, G - 2Re- 1 W, G W, 11)dx 2dG-

    2
ReQ

t

0 QL
z

W, 1AW, AGdx 2dG-
1

2ReQR
z

W, ABW, ABdA | G= t1 ( 15)

注意到

  5E
5z = - Q

t

0 QL
z

W, ABW, ABdx2dG- RReQ
t

0 QL
z

W, AG W, AGdx 2dG1 ( 16)

利用式( 13) ~ ( 16) ,得

  5E
5z + kQ

]

z
E ( N, t )dN [ - I 1+ I 2+ I 3+ I 4+ I 5, ( 17)

其中 k 为待定正常数,且

  I 1 = Q
t

0 QL
z

W, ABW, ABdx 2dG+ RReQ
t

0 QL
z

W, AGW, AGdx 2dG, ( 18)

  I 2 = kQ
t

0 QL
z

( W, AW, A- WW, 11)dx 2dG, ( 19)

  I 3 =
kRRe
2 Q

t

0 QL
z

( W2, G - 2Re- 1 W, G W, 11)dx2dG, ( 20)

  I 4 = - kReQ
t

0 QR
z

WW, 1GdA dG, ( 21)

  I 5 = - 2kRQ
t

0 QR
z

W, 1AW, AGdAdG, ( 22)

式( 17)中右边已经忽略 2个负项1 现在开始估计 I n( n = 2, 3, 4, 5) 1 
对于 I 2,利用不等式(8)、加权算法几何平均不等式、及不等式(10) ,对任意正常数 :1, 有

  I 2 [ k
4
P2Q

t

0 QL
z

W2, 12dx 2dG+ Q
t

0 QL
z

( W2, 2+ : 1W
2
)dx 2dG+

1
4: 1Q

t

0 QL
z

W2, 11dx 2dG [

    k
4

P2Q
t

0 QL
z

W2, 12dx 2dG+
1

K( : 1)Q
t

0 QL
z

W2, 22dx 2dG+
1
4: 1Q

t

0 QL
z

W2, 11dx 2dG 1 ( 23)

利用不等式( 8)及加权算法几何平均不等式,对任意正常数 : 2, 得到 I3 的限

  I 3 [ kRRe
2

4

P2Q
t

0 QL
z

W2, G2dx 2dG+
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    kR
: 2
4Q

t

0 QL
z

W
2
, 11dx 2dG+

4

: 2P
2Q

t

0 QL
z

W
2
, G2dx 2dG 1 ( 24)

联合 I 1, I 2 和 I 3得到不等式

  - I 1+ I 2+ I 3 [ - 1-
k
4: 1

-
kR
4
: 2 Q

t

0 QL
z

W
2
, 11dx2dG-

    2 -
4k

P
2 Q

t

0 QL
z

W2, 12dx 2dG- 1 - k
K( : 1) Q

t

0 QL
z

W2, 22dx 2dG-

    RRe 1-
2k

P2
-

4k

P2:2Re Q
t

0 QL
z

W2, 2Gdx 2dG- RReQ
t

0 QL
z

W2, 1Gdx 2dG1 ( 25)

如果选择参数 k , R和常数: 1, : 2, 满足结果- I 1+ I2+ I 3 [ 0, 则式( 25)中的各个积分式的系数

非负1 

  1-
k
4: 1

-
kR
4 : 2 \ 0, ( 26)

  2-
4k

P2
\ 0, ( 27)

  1-
k

K( :1)
\ 0, ( 28)

  1-
2k

P
2 -

4k

P
2
:2Re

\ 01 ( 29)

对于 I 4, 由不等式( 9)和 Cauchy-Schwarz不等式,以及加权算法几何平均不等式,对于任意

正常数 D1, 得到

  I 4 [ k

+
2 Q

t

0 QR
z

W
2
, 22dA dGRe

2Q
t

0 QR
z

W
2
, 1GdAdG

1/ 2

[

    k

+2
D1
2Q

t

0 QR
z

W
2
, 22dA dG+

Re
2RD1

RReQ
t

0 QR
z

W
2
, 1GdA dG 1 ( 30)

最后, 对于 I 5, 利用 Cauchy-Schwarz不等式和加权算法几何平均不等式,对于任意正常数

D2和 D3, 得到

  I 5 [ 2k Q
t

0 QR
z

W, 1AW, 1AdAdGR
2Q

t

0 QR
z

W, AG W, AGdA dG
1/ 2

[

    k D2Q
t

0 QR
z

W2, 11dA dG+
R

ReD2
RReQ

t

0 QR
z

W2, 1GdAdG+

    D3Q
t

0 QR
z

W
2
, 12dAdG+

R
ReD3

RReQ
t

0 QR
z

W
2
, 2GdAdG 1 ( 31)

联立得到 I 4 和 I 5的限

  I 4+ I 5 [ k D2Q
t

0 QR
z

W2, 11dA dG+
D3
2
2Q

t

0 QR
z

W2, 12dA dG+

    
D1
2 +2Q

t

0 QR
z

W2, 22dAdG+
Re

2R+2D1
+

R
ReD2

RReQ
t

0 QR
z

W2, 1GdA dG+

    
R

ReD3
RReQ

t

0 QR
z

W2, 2GdA dG [ kME ( z , t ) , ( 32)

其中

  M = max D2,
D3
2
,
D1
2 +2

,
Re

2R+2D1
+

R
ReD2

,
R

ReD3
1 ( 33)
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由条件( 26) ~ ( 29) 可得- I 1+ I2+ I 3 [ 0, 略去- I1+ I 2+ I 3并利用式( 32) ,式( 17)可以

写为

  5E
5z + kQ

]

z
E ( N, t )dN [ kME( z , t ) 1 ( 34)

对于不等式( 34) ,我们参考了文献[ 7] 103和[ 13] 13,其中后者通过比较法表示,式( 34)成为

  E( z , t ) [ E (0, t ) e
- Cz

,   z \ 0, ( 35)

其中

  C=
k
2
M

2
+ 4k - kM
2 1 ( 36)

3  衰 减率

本节介绍如何对式( 36)中 C获得不依赖于 Reynolds 数的可能最好的衰减率估计1 注意
到, C是 k 的递增函数,即 5C/5 k > 0; C是M 的递减函数,即5 C/ 5M < 01 因此,我们不仅必

须确定,当 R, : 1和 : 2 为正值时 k 最大,还要确定 R, D1, D2和 D3 为正值时 M 最小,这样才可以

得到 C可能的最优值 1 我们首先确定 k 可能的最大值,为此改写条件( 26)和( 29)如下:

  k [ 1
1/ (4: 1) + R: 2/ 4

, ( 37)

  k [ 1

2/ P2+ 4/ (P2: 2Re)
1 ( 38)

由式( 27)和( 28)可知 k [ P
2
/ 2, k [ K( : 1) ,选择任意常数 R, : 1和 : 2,从而得到接近最优值的 C,

还希望选择的 M 最小(或 C最大) ,如下选择:

  D2 =
D3
2

=
D1
2 +2

,
Re

2R+2D1
+

R
ReD2

=
R

ReD3
= D21 ( 39)

但是,不是所有这些条件都能够满足的1 一个接近最优的选择是

  M = D2 =
Re

4 +4R
+

R
Re

1 ( 40)

当前的任务是通过数值计算确定这些正常数 R, : 1, : 2, D1, D2和 D31 如果令
  : 2 = x / Re, R = yRe, ( 41)

则由式( 37)和( 38) ,一个可能的选择是满足如下关系:

  1
4: 1

+
xy
4 U 2

P
2 +

4

P
2
x
1 ( 42)

记住 y ,确保基本参数在 k的最大值和M的最小值之间的平衡1 由式(40)和(41) 可知, 取 y =

1/ (2 +
2
) U 0. 089时, 有M = 2y U 0. 4211 那么由式(42) 计算得到, x U 8. 746, : 1 U 4. 655,

不但由式(11) 和(12) 得到 K(4. 655) 的最小特征值 4. 029, 而且由式(37) 或(38) 得到 k 的可能

值4. 0161 式(36) 中相应的 C值为

  CU 1. 3281 ( 43)

该衰减率的估计独立于Reynolds数,对文献[ 1]中值 0. 91有着明显的改进1 为了构造明
确的指数型衰减不等式( 35) ,我们要求总能量 E (0, t ) 数值有限,其限在文献[ 1]中给出1 
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Improved Spatial Decay Bounds in the Plane Stokes Flow

J. C. Song

( Depar tm ent of Applied Mathem atics , Han yan g Univer sity , Ansan ,

Gyeonggido 426-791, Korea )

Abstract: Spatial decay bounds and a decay rate for the time- dependent Stokes flow of a viscous fluid

was investigated in a sem-i infinite channel. It is shown how to obtain a near optimal decay rate that is

independent of the Reynolds number. It is also shown that amodification of the analysis given by Lin-

Song and a somewhat better choice of arbitrary constants yield the decay rate 1. 328 which clearly im-

proves upon that 0. 91 obtained by Lin.

Key words: spatial decay bound; differential inequality; decay rate
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