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托卡马克中低模态到高模态转迁
模型的混沌运动
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摘要 :  利用Melnikov 方法详细研究了在托卡马克( Tokamaks)中, 等离子区边缘附近低模态到高模

态转迁方程的混沌动力学1 该转迁方程是一个含外激励和参数激励的系统1 对含周期外激励和

线性参数激励、三次参数激励的系统分别绘出了用来划分混沌区和非混沌区的临界曲线1 得到的

结果表明,含有线性或三次参数激励的系统存在不可控区域,在该区域中异宿轨分岔总是导致混

沌发生1 特别地,三次参数激励系统存在一个/ 可控频率0, 施以该频率的激励,不论激励的振幅多

大,同宿轨分岔总是不会导致混沌发生1 得到了这类系统的一些复杂的动力学行为1 
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引   言

托卡马克( Tokamaks)是利用外部磁场控制并通过电阻对填充气体加热产生等离子体的环

形系统1 在过去的 20年中, 对托卡马克中低模态到高模态转迁模型有了很多研究1 Wagher

等[ 1]首先在ASDEX托卡马克中发现了高模态, Shaing和Cruhe[ 2]研究了一类低模态到高模态转

迁模型的分岔, Itoh等
[ 3]
提出了在托卡马克中等离子体低模态到高模态的转迁模型并讨论了

突变现象1 Itoh等[ 4]研究了在托卡马克中 ELMS-H 模态的极限环1 Wang[ 5]分析了文献[ 4]中

模型的稳定性和突变1 Zhang
[ 6]
研究了在托卡马克中一维梁的非线性动力学1 Colchin等

[ 7]
研

究了在DIII-D托卡马克中慢低模态到高模态转迁的物理行为, 发现在瞬态模态中, 能量和粒子

限制增加低模态值1 Guzdar等[ 8]通过实验数据给出了在 DIII-D托卡马克中低限制模态到高限

制模态转迁的理论比较1 在文献[ 9]中,利用多尺度方法, Zhang和 Cao 研究了在托卡马克中等

离子区边缘附近低模态到高模态Ginzburg-Laudau类型转迁方程的局部分岔, 得到了 Hopf分岔

和极限环振动1 
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近年来在托卡马克中的混沌运动得到了广泛的研究1 Silvia等[ 10]利用频闪映射研究了等

离子体边缘全场线混沌的产生过程和磁轴的Hamilton分岔1 Portela等
[ 11]
研究了带有遍历限制

器托卡马克磁场的辛映射,用它可描述在内壁边缘产生混沌的扰动磁场1 他们利用数值方法
研究了由于邻近磁场的相互作用而产生的混沌、混沌区域, 并研究了由于和托卡马克壁碰撞而

产生的反常扩散和场的消失1 Koretz等[ 12]数值研究了等离子边缘 Lagrange 混沌对托卡马克中

限制于磁场的等离子体的影响1 Viana[ 13]利用 Hamilton描述和数值方法研究了带有共振螺旋

圈的托卡马克中磁场的混沌1 Ullmann和 Caldas[ 14]提出了描述托卡马克中磁场轨道的二维辛

映射模型1 利用 Liapunov 指数、Poincar�映射和旋转变换研究了系统的分岔和通向混沌的途

径1 
据我们所知,目前大多数托卡马克中的混沌运动都是用数值方法来研究的1 本文利用

Melnikov方法解析地研究了托卡马克中等离子区边缘附近低模态到高模态转迁模型的混沌动

力学,该模型含有外激励和参数激励,绘出了划分混沌区和非混沌区的临界曲线1 得到的结果
表明,对含外激励和线性参数激励、三次参数激励的系统存在不可控区域, 在该区域中,异宿轨

分岔总是会导致混沌发生1 特别地,三次参数激励系统存在 1个/可控频率0,施以该频率的激

励,不论激励的振幅多大,同宿轨分岔总是不会导致混沌发生1 得到了这类系统的一些复杂的
动力学行为1 

1  问 题描 述

用来描述托卡马克中等离子区边缘附近等离子体密度和径向电场强度的一维 Ginzburg-

Laudau扩散方程可写为[ 9]

  5 n
5 t

=
5
5x

D( Er )
5n
5x

+ f 1cos 8 1t , ( 1)

  C
5Er

5t
= - N (Er , g ) + L1

52Er

5 t
2 + f 2cos 82 t , ( 2)

其中 n和Er分别是等离子区边缘粒子的密度和归一化径向电场强度, D( Er ) 和 L1是密度和径

向电场强度的扩散系数, N ( Er , g) 是电流总作用, f 1, 8 1, f 2和 82 分别是粒子扰动和径向电场

控制的振幅和频率 1 D( Er ) , N ( Er , g) 和 C分别满足下面的方程:

  

D( Er ) =
Dmax + Dmin

2
+

Dmax - Dmin

2
tanhEr ,

N ( Er , g) = g - g0+ ( BE3
r - AEr ) ,

g( n ) =
3

n
2
dn
dx

,

C= 1 +
v
2
A

c
2

B
2
P

B
2 ,

( 3)

其中 Dmax和 Dmin 分别表示高模态和低模态的扩散系数, 参数 vA, c , BP, B , A, B和g0 是常数,

vA, c , BP和 B 分别为阿尔芬(Alfven)速度、光速、平行于托卡马克极向的磁场强度和特征磁场

强度1 
应用如下变换

  n =
1
V

, Er = U, V = V0+ A( x ) v( t ) , U = G ( x ) u( t ) , ( 4)

将方程( 3)和( 4)代入到方程( 1)和( 2)中并消去 v 和Ûv , 截取到主要阶,得
[ 9]
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  &u - E( L+ B2Ûu + B3u + B4uÛu + B5u
2
+ B6Ûu 2

) Ûu +

    C1u + C2u
2
+ C3u

3
+ C4u

4
+ C5u

5
+ E( D1cos 81 t + D2cos 82t ) u +

    E( D3cos 81 t + D4cos 8 2t ) u
2
+ E( D5cos 81 t + D6cos 82 t ) u

3
=

    EF1cos 8 1t + EF2cos( 82 t + U2) + E2a0, ( 5)

其中变量 u 表示托卡马克中等离子区边缘附近归一化径向电场强度的变化,0 < E n 1, 81和 82

分别表示粒子扰动和径向电场控制的频率,方程( 5)中的系数可见文献[ 9] ,这里予以省略1 
方程( 5)表示 1个含有外激励和参数激励的复杂系统1 这里我们考虑一种特殊而重要的

情形 C2 = C4 = 01 在 C 2 = C4 = 0情形下,当 E= 0时,未扰系统为

  &u + C1u + C3u
3
+ C5u

5
= 01 ( 6)

考虑三势阱情形,即 C1 > 0, C3 < 0, C5 > 0且 C
2
3- 4C1C5 > 01 未扰系统( 6)有如下 5个平

衡点:

  - u1, - u2, 0, u1, u2,

其中

  u1 =
- C3- C

2
3- 4C 1C5

2C5
, u2 =

- C3+ C
2
3- 4C1C5

2C5
1 

该系统存在两类不同的轨道: 连接两个鞍点 ( ? u1, 0) 的异宿轨,表达式如下:

  ( u
?
het , Ûu?

het ) = ?
2u1sinh( T 1 t / 2)

- N+ cosh( T 1t )
, ?

2(1 - N) T 1u1cosh( T 1t / 2)

2(- N+ cosh( T 1 t ) )
3/ 2 ( 7)

和连接每个不稳定鞍点到其自身的同宿轨,表达式如下:

  ( u
?
hom , Ûu ?

hom) = ?
2u1cosh( T 1t / 2)

N+ cosh( T 1 t )
, º

2(1- N) T 1u1sinh( T 1 t / 2)

2( N+ cosh( T 1t ) )
3/ 2 , ( 8)

图 1  系统(6)的相图描述

见图 11 其中

  T 1 = u
2
1 2C5( Q

2
- 1) , N=

5 - 3Q2

3Q2 - 1
,

  Q2 =
- C3+ C

2
3- 4C1C5

- C3- C
2
3- 4C1C5

1 

略去高阶项 E2a0, 并取 C2 = C4 = 0, 系统( 5)可

化为

  &u - E( L+ B2Ûu + B3u + B4uÛu + B5u
2
+

    B6Ûu2
) Ûu + C1u + C3u

3
+ C5u

5
+

    E( D1cos 81 t + D2cos 8 2t ) u +

    E( D3cos 81 t + D4cos 8 2t ) u
2
+

    E( D5cos 81 t + D6cos 8 2t ) u
3

=

    EF1cos 8 1t + EF2cos( 82 t + U2)1 ( 9)

2  混沌行为的Melnikov分析

本节使用经典Melnikov方法[ 15- 16]来分析系统( 9)的混沌动力学1 考虑 1B1共振即 81 =
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82 = X情形,作变量代换 t y t + t 0, 经过整理,系统( 9)的Melnikov函数分别为

同宿轨

  M ( t 0) = LI 1+ B3I 2+ B5I 3+ B6I 4+ ( D1+ D2) sin Xt0I 5+

    ( D3+ D4) sinX t 0I 6+ ( D5 + D6) sin Xt 0I 7-

    [ ( F 1+ F2cosU2) sin Xt 0+ F2sin U2cosXt 0] I 8; ( 10)

异宿轨

  M ( t 0) = LJ 1+ B2J 2+ B5J 3+ B6J 4+ ( D1+ D2) sinXt 0J 5-

    ( D3+ D4) cosX t 0J 6+ ( D5 + D6) sin Xt 0J 7+

    [ ( F 1+ F2cosU2) cos Xt 0- F2sinU2sinXt 0] J 8, ( 11)

其中积分 I i和 Ji ( i = 1, 2, ,, 8) 的表达式和结果见附录1 
下面分析线性参数激励和三次参数激励两种情形1 
情形 1  周期外激励和线性参数激励

在这种情形下, 取 D1 = D2 = D, D3 = D4 = D5 = D6 = 0, 则Melnikov函数分别如下:

同宿轨

  M ( t 0) = LI 1+ B3I 2+ B5I 3+ B6I 4+ 2DI 5sin Xt 0-

    ( F1sinXt 0+ F 2cosU2sin Xt 0+ F2sin U2cosXt 0) I 8; ( 12)

异宿轨

  M ( t 0) = LJ 1+ B2J 2+ B5J 3+ B6J 4+ 2DJ 5sinXt 0+

    ( F1cosXt 0+ F 2cosU2cos Xt 0- F2sinU2sinXt 0) J 81 ( 13)

详细分析得到轨道横截相交从而存在混沌的条件如下:

同宿轨

  1
D

<
2 | I 5 |

| I
2
- ( F2I 6sinU2)

2
+ ( F1+ F2cosU2) I 6 |

; ( 14)

异宿轨

  4J
2
5D

2
- 4J 5F2sinU2J 6D+ F

2
2sin

2
U2J

2
6+ ( F1J 6+ F 2cosU2J 6)

2
- J

2 \ 0, ( 15)

其中

  I = LI 1+ B3I 2+ B5 I3+ B6I 4, J = LJ 1 + B2J 2+ B5J 3+ B6J 41 
情形 2  周期外激励和三次参数激励情形

在这类情形下, 取 D1 = D2 = D5 = D6 = D, D3 = D4 = 0, 则Melnikov函数分别如下:

同宿轨

  M ( t 0) = LI 1+ B3I 2+ B5I 3+ B6I 4+ 2( I5+ I 7) DsinXt0 -

    ( F1sinXt 0+ F 2cosU2sin Xt 0+ F2sin U2cosXt 0) I 8; ( 16)

异宿轨

  M ( t 0) = LJ 1+ B2J 2+ B5J 3+ B6J 4+ 2D( J 5+ J 7) sinXt 0+

    ( F1cosXt 0+ F 2cosU2cos Xt 0- F2sinU2sinXt 0) J 81 ( 17)

通过详细的Melnikov分析,我们可得到横截相交条件如下:

同宿轨

  1
D

<
2 | ( I 5+ I 7) |

| I
2
- ( F2I 6sinU2)

2
+ ( F1+ F2cosU2) I 6 |

; ( 18)
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( a) U2 = - P/ 2 ( b) U2 = 0

( c) U2 = P/ 4 ( d) U2 = P/ 2

图 2  周期外激励和线性参数激励系统的临界曲线

( a) U2 = - P/ 2 ( b) U2 = - P/ 3
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( c) U2 = P/ 4 ( d) U2 = P/ 2

图 3  周期外激励和三次参数激励系统的临界曲线

图 4  每个区域的不同相图描述

异宿轨

  4( J 2
5+ J

2
8) D

2
- 4( J 5+ J 8) F2sinU2J 6D+

    F
2
2sin

2
U2J

2
6+ [ ( F1+ F 2cosU2) J 6]

2
- J

2 \ 01 ( 19)

取参数 L= Bi = 1, F 1= 1, F2 = 2+ X
2
, 我们得到如图2和图 3所示的临界曲线1 由

图2和图 3我们可得到如下结论:

1) 当 (1/ D, X) 位于区域A 中时,系统不会发生混沌;当(1/ D, X) 位于区域B中时,同宿轨

分岔导致系统混沌发生而异宿轨分岔不导致混沌发生;当(1/ D, X) 位于区域 C中时,情况正好

相反;当(1/ D, X) 位于区域 D 中时,同宿轨分岔、异宿轨分岔均导致系统混沌发生1 
2) 对于周期外激励和线性参数激励系统,近似地有,当- 17P/ 48 [ U2 < P/ 4时存在不可

控区域,在此区域中异宿轨分岔总是会导致混沌发生 1 U2越靠近0,不可控区域越大,当 U2=
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0时不可控区域达到最大 1 当P/ 4 [ U2 < P/ 2,频率 X较小时,较小或较大的参数激励振幅 D

会使异宿轨分岔导致混沌发生 1 当 U2 = ? P/ 2时,同、异宿轨的临界曲线都具有典型的钟形

结构1 对 U2 = - P/ 2情形,当 X靠近 0时,随着激励振幅 D的增加, 异宿轨分岔首先导致混沌

发生, 接着同宿轨分岔和异宿轨分岔均导致系统混沌发生 1 这表明在这个范围下, 混沌首先

从相空间的中间发生,然后向外扩散1 当 X增加到临界值时,情况正好相反,即混沌首先在相

空间的外部发生,然后向中心聚拢,直至达到全部混沌 1 当 X较大时, 系统将不会发生混沌,

见图41 当 U2 = P/ 2时, 异宿轨的临界曲线总是在同宿轨的下方,这表明随着激励振幅 D的增

加,同宿轨分岔首先导致系统发生混沌,接着同宿轨分岔、异宿轨分岔均导致系统发生混沌1 

3) 对周期外激励和三次参数激励系统, 近似地有,当 U2 I [- 17P/ 48, - P/ 3) G (- P/ 6,

P/ 4) 时存在小不可控区域,当 U2 I [- P/ 3, - P/ 6]时存在大不可控区域 1 当 U2 I [P/ 4,P/ 2)

时,对很小或很大的激励振幅, 异宿轨分岔会导致混沌发生1 另外同宿轨存在 1个/可控频

率0, 施以该频率的激励, 不论激励振幅多大, 同宿轨分岔总不会导致混沌发生1 

3  结   论

利用Melnikov方法研究了托卡马克中等离子区边缘附近低模态到高模态转迁模型的混沌

运动1 该模型是一个含外激励和参数激励的系统1 线性参数激励和三次参数激励系统存在不

可控区域,在此区域中异宿轨分岔总是会导致混沌发生1 三次参数激励系统存在/可控频率0,

施以该频率的激励, 不论激励振幅多大,同宿轨分岔总不会导致混沌发生1 该系统表现出复杂

的混沌动力学行为1 所得结果为该系统的动力学分析与设计提供一定的指导1 例如在设计这
类系统时,可适当选取系统参数,如激励频率选取/可控频率0,从而系统不发生混沌运动1 

附录: Melnikov 积分
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+ ]
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Ûu2
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-
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2(1- N)

2

10(1 + N)
+

1- N
2
(3N+ 7) (1 - N)

3/2
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96 1- N(1+ N)
3/ 2

,

  J 3 = Q
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u2
het( t) Ûu 2

het( t) dt =
T 1u

4
1

12 ( 1- N2) ( N2 + 2) + 6ar ctan
1+ N
1- N

,

  I 4 = Q
+ ]

- ]
Ûu4

hom( t )dt =
T 3
1 u4

1

320 1- N2 (1+ N) 3(N- 1)
1 - N2(2N4- 20N3 - 119N2- 130N- 48) -

    30arctan
1 - N
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  J 4 = Q
+ ]

- ]
Ûu 4

het( t) dt =
T 3

1 u4
1

320 1 - N2( N- 1)
1- N2 (2N4 - 20N3- 119N2 - 130N- 48) -

    10arctan
1 + N
1 - N

( 12N3+ 20N2 + 21N+ 6) ,

  I 5 = Q
+ ]

- ]
uhom( t )Ûuhom( t) sinXtdt = u2

1
1 - N
1 + N

X
T 1

sinh( X/ T1ar ccosN)
sinh( X/ T 1P)

,

  J 5 = Q
+ ]

- ]
uhet( t) Ûu het( t) sinXt dt = u2

1
1 - N
1 + N

X
T 1

sinh( X/ T 1arccos(- N) )

sinh( X/ T 1P)
,

  I 7 = Q
+ ]

- ]
u3
hom( t )Ûu3

hom( t) sinXtdt = 2u4
1( N- 1) I * ,

其中

  I * =
P

1 - e- 2XPRe[ W
d
1( z 1) + Wd

1 ( z 2 ) ] ,

  Wd
1( z ) = hd

1( z ) g1( z ) + 2hc
1( z ) gc

1 ( z ) + h1( z ) gd
1( z ) ,

  lim
z y z

k

hc
1( z ) = -

4coshzk
3sinhz k

, lim
z yz

k

hd
1( z ) =

2cosh2 zk

sinh5z k

, lim
z yz

k

h1( z ) =
1

sinh3 zk
  ( k = 1, 2) ,

  h1 ( z ) = ( z - z k)
3, g1 ( z ) = sinhz ( coshz + 1)ei Xz , z 1 = i arccos(- N) ,

  z 2 = i(2P- arccos(- N) ) , J 7 = Q
+ ]

- ]
u3
het( t )Ûu3

het( t) sinXtdt =
1
2

u4
1(1 - N) J * ,

其中

  J
*

=
P

1 - e- 2XPRe[ W
d
2( z 1) + W

d
2 ( z 2 ) ] , W

d
2( z ) = h

d
2( z ) g2( z ) + 2h

c
2 ( z ) g

c
2( z ) + h2( z ) g

d
2( z ) ,

  lim
z y z

k

hc
2( z ) = -

4coshzk
3sinhz k

, lim
z yz

k

hd
2( z ) =

2cosh2 zk

sinh5z k

, lim
z yz

k

h1( z ) =
1

sinh3 zk
  ( k = 3, 4) ,

  z 3 = i arccosN, z 4 = i(2P- arccosN) ,

  I 6 = Q
+ ]

- ]
u2
hom( t )Ûuhom( t) sinXtdt , J 6 = Q

+ ]

- ]
u2
het( t )Ûuhet( t )cosXtdt,

  I 8 = Q
+ ]

- ]
Ûuhom( t ) sinXtdt , J 8 = Q

+ ]

- ]
Ûuhet( t )cosX tdt

由数值方法算得1 
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Chaotic Motions for the Model of the L-Mode to

H-Mode in Tokamak

CHEN Fang-qi
1, 3
,  ZHOU Liang-qiang2, 3,  WANG Xia1,  CHEN Yu- shu2, 3

( 1. Depar tm en t of Ma them atics , Nanjing Un iver sity of Aeronaut ics an d Astr onautics ,

Nanjing 210016, P . R . China ;

2. Depar tment of Mechanics , T ianjin Un iver sity , Tianjin 300072, P . R . China ;

3. T ianjin Key Labor ator y of Nonlinea r Dynam ics and Chao s Contr ol ,

T ianjin 300072, P . R . China )

Abstract: The chaotic dynamics of the transport equation for the L-mode to H-mode near plasma in

Tokamak is studied in detail with Melnilov method. The transport equations represent a system with

external and parametric excitation. The critical curves separating the chaotic regions and non-chaotic

regions were presented for the system with periodically external excitation and linear parametric exc-i

tation, or cubic parametric excitation, respectively. The results obtained here show that there exist

uncontrollable regions in which chaos always takes place via heteroclinic bifurcation for the system

with linear or cubic parametric excitation. Especially, there exists a / controllable frequency0 excited

at which chaos doesn. t occur via homoclinic bifurcation no matter how large the excitation amplitude

is for the system with cubic parametric excitation. Some complicated dynamical behaviors were ob-

tained for this class of systems.

Key words: transitions in Tokamak; chaos; Melnikov method; uncontrollable regions; controllable

frequency
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