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摘要 :  对基于两重网格的非定常对流扩散方程的局部和并行有限元算法进行了研究1 算法的理

论依据是两重网格的思想,解的低频分量可以用一个整体的粗网格空间来逼近, 高频分量可以用

局部和并行的细网格空间来逼近1 因此,这种局部和并行算法仅仅涉及一个粗网格上的整体逼近

和细网格上的局部校正1 得到了算法的误差估计, 一些数值例子验证了算法的有效性1 
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引   言

并行有限元算法在科学和工程中的应用已经引起了人们的广泛兴趣1 Xu和 Zhou [ 1-3]对于

一类线性和非线性椭圆边值问题首先提出一种新的局部并行有限元算法1 随后 He等[ 4- 5]和

马逸尘等[ 6]将这种算法应用到定常的 Stokes和 Navier-Stokes方程1 算法的理论基础是解的全

局行为主要由低频分量决定, 局部行为主要由高频分量来决定1 算法的主要思想是用一个全
局粗网格去逼近低频分量然后用在局部细网格上并行地得到高频分量1 这种算法来源于许进

超提出的两重网格算法[ 7-8] 1 
本文将上面提到的局部并行算法来解决非定常对流扩散问题1 它可以认为是 Xu 和

Zhou[ 1- 3] ,He等[ 4-5]和马逸尘等[ 6]工作的进一步发展1 具我们所知, 几乎还没有文献将这种局

部和并行有限元算法用于求解时间相关的方程1 由于非定常问题涉及时间步进,因此,将并行

算法用于非定常的方程在提高计算效率方面更具有意义1 本文结构: 第 1节给出了一些符号

和假设;第 2节提出局部和并行算法及其误差估计;第 3节给出了一些数值例子来验证第 2节

的理论分析1 

1  预 备知 识

我们考虑非定常对流扩散方程
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u t - $u + b# ü = f ,

u( x , 0) = u0,

u = 0,

  
P( x , t ) I 8 @ [ 0, T ] ,

Px I 8 ,

P( x , t ) I 5 8 @ [ 0, T ] 1 
( 1)

其中 8 是R
d
( d = 2, 3) 中的有界区域, 具有 Lipschitz连续的边界 5 8 , u( x , t ) 是一个标量函

数, b I L
]
(0, T ; L

]
( 8) d

) , f 是体积力, T 代表一个有限时间1 

本文中记 X = H
1
0( 8 ) = v I H

1
( 8 ) , v | 5 8 = 0 1 X被赋予内积( ( u, v) ) = ( ü# v̈ )

和范数 +u + = ( ( u, u) )
1/ 2

,其中 P u, v I X 且(#, #) 表示通常的 L
2内积1 

设 h是一个正实数, T h是区域 8 的一个正规三角剖分K 或者正规矩形剖分K 1 X
h < X 是

由这样的剖分生成的有限元空间1 设Ph : X y X
h
代表L

2
正交投影满足( Phv , vh ) = ( v , vh) 其

中 Pv I X , vh I X
h1 本文用 +# +A代表H

A
( 8 ) 范数,其中 PA I R ,用 c来代表一个与剖

分无关的常数, 尽管在不同的地方这个常数可能表示的内容不同1 
设 k 是时间离散长度, 并且 N = [ T / k] 1 那么解决对流扩散方程( 1)的全离散的标准

Galerkin算法为: u
h, 0

= Phu0, 对所有的 1 [ n [ N ,求 u
h, n I X

h 使得

  ( u
h, n

, v) + ka( u
h, n

, v ) = ( u
h, n- 1

- v) + k (f
n
, v) ,   Pv I X

h
, ( 2)

其中

  

a( u, v) = a0( u, v) + N ( u, v) ,

a0( u, v ) = ( ü , v̈ ) ,

N ( u, v) = ( b# ü, v) ,

  Pu, v I X 1 

假设对 P t I [ 0, T ] , f ( t ) I Xc = H
- 1
( 8 ) 和 u ( t ) I H

2
( 8 ) , 则有

  +u ( tn) - u
h, n +0, 8 [ c( k + h

2
) ,   1 [ n [ N 1 ( 3)

定义一个 Laplace算子的离散形式 A h: A h = - Ph$h, (- $huh, vh) = ( uh , vh ) , Puh, vh I X
h1 

其中 Ah 在X
h 上的限制是可逆的, 它的逆 A

- 1
h 是自伴正定的 1 定义 X

h 中的任意 r 阶范数

+vh +r = +A
r / 2
h vh +L

2, Pvh I X
h1 这个离散范数与它的连续情形有类似的性质1 特别地

  +vh +0 = +vh +L
2 , +vh +1 = +vh +H

1

0
, +vh +2 = +A hvh +L

2,   Pvh I X
h1 

网格尺度函数 h( x ) 表示包含 x 点的有限元 S的直径hS1 对网格的基本假设是剖分不能局部

太细,也就是说

A. 0.  存在 C\ 1满足

  h
C
8 [ h( x ) ,   Px I 8, h8 = max

x I 8
h( x )1 

不失一般性,我们去掉 h8 中的下标, 在后面的叙述中将网格尺度简记为 h 1 

给定一个网格剖分 T h ( 8 ) ,设X
h
( 8) < H

1
( 8 ) 是 8 中的一个有限元子空间1 记 X

h
0( 8 )

= X
h
( 8 ) H H

1
0( 8) 1 给定 80 < 8 ,我们定义 X

h
( 8 0) 和 Th ( 8 0) 分别是在 X

h
( 8 ) 和T h( 8 )

在 80 上的限制,并且 X
h
0( 80) = v I X

h
( 8) , suppv < < 80 1 

我们对有限元空间有如下基本的假设:

A. 1.逼近性质  存在 r \ 1使得对 Pw I H
1
0( 8) 满足

  inf
v I X

h

0
( 8)

( +w - v +0, 8 + h +w - v +1, 8 ) [ ch
s+ 1 +w +1+ s, 8 ,   0 [ s [ r1 

A. 2.反估计  对 Pv I X
h
( 8 0) 满足

  +v +1, 80 [ ch
- 1 +v +0, 8 0, +v +0, 8 0 [ ch

- 1 +v +- 1, 801 
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A. 3.超收敛性质  对 G < < 8,设 X I C
]
0 ( 8 ) 并且 suppX < < G ,那么对任意的 w I

X
h
( G ) ,存在 v I X

h
0( G) 使得

  + Xw - v +1, G [ ch +w +1, G1 

2  局部和并行算法

本节将首先提出对非定常流扩散方程的一个局部算法,然后得到局部算法的误差估计1 
最后在这个局部算法的基础上构造并行算法并且给出了并行算法的误差估计1 

设两个网格剖分尺度 H , h 满足 0 [ h [ H [ 11 局部算法可以描述为:

2. 1  局部算法

( � ) 求全局粗网格的解 u
n
H I X

H
0 ( 8 ) 使得

  ( u
n
H , v) + ka( u

n
H , v) = ( u

n- 1
H , v) + k ( f

n
, v ) ,   Pv I X

H
0 ( 8) ; ( 4)

( � ) 求局部细网格的校正 e
n
h I X

h
0( 80) 使得

  ( e
n
h , v) + ka( e

n
h , v ) = ( e

n- 1
h , v ) + k (f

n
, v) -

    ( ( u
n
H - u

n- 1
H ) , v) - ka( u

n
H , v) ,   Pv I X

h
0( 80) ; ( 5)

( � ) 最终的逼近解

  u
n
h | D = u

n
H + e

n
h ,

其中 1 [ n [ N , D < < 8 0 (参见图 1) 1 
首先,我们给出一个离散的Gronwall引理(见文献[ 9] ) 1 
引理 2. 1  设 n \ 1是非负整数, k , B, an, bn, cn, dn 满足

  am + k 6
m

n= 1
bn [ k 6

m

n= 1
dnan + k 6

m

n= 1
cn + B ,   Pm \ 11 

假设对任意的 n 有 kdn < 1, 并且有 Cn = (1 - kdn )
- 1
, 那么

  am + k 6
m

n= 1
bn [ exp k 6

m

n= 1
Cndn k 6

m

n= 1
cn + B ,   Pm \ 11 

给出局部误差估计之前, 我们需要 Xu和 Zhou在文献[ 1]中给出的一个结论1 

引理 2. 2  设 D < < 80和 X I C
]
0 ( 8 ) 满足 suppX < < 80, 则有

  a0( Xw , Xw ) [ 2a(w , X2
w ) + c +w +2

0, 80 ,   Pv I H
1
0( 8 )1 ( 6)

引理 2. 3  假设 f I L
]
(0, T ; Xc) 和 D < < 80 < < 8, 并且假设 A. 1~ A. 3成立以及 k

[ ch
2
8

0
和 w I X

h
( 8 0) 满足

  ( w , v) + ka( w , v ) = (f , v ) ,   Pv I X
h
0( 80) , ( 7)

那么

  +w +0, D + k
1/ 2 +w +1, D [ c( +w +- 1, 80

+ +f +- 1, 8 0
) , ( 8)

其中   +f +- 1, 80
= +f +L

]
(0, T ; Xc) 1 

证明  设 p 是一个整数满足p \ 2C- 1, 并且 8j ( j = 1, 2, ,, p ) 满足

  D < < 8p < < 8p- 1 < < , < < 8 1 < < 801 

因此我们可以选择一个子区域 D1 < < 8 满足D < < D1 < < 8p ,选择一个函数 X I C
]
0 ( 8 )

满足在 D1上 X S 1并且 suppX < < 8p 1 那么,由假设 A. 3知,存在 v I X
h
0( 8p ) 使得

  + X2
w - v +1, 8p [ ch8 0 +w +1, 8p,

由上式得到
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  a(w , X2
w - v ) [ ch 80

+w +2
1, 8p

和

  | ( f , v) | [ +f | - 1, 80 +v +1, 8p [ c +f +- 1, 80( h8 0 +w +1, 8p + + Xw +1, 8p )1 

由于 v I X
h
0( 8p ) < X

h
0( 8 0) , 由( 7)式得

  ( w , X2
w ) + ka (w , X2

w ) = (w , X2
w - v) + ka(w , X2

w - v ) + ( f , v) 1 
结合( 6)式和上式有

  + Xw +2
0, 8 + k +Xw +2

1, 8 [ ch80 +w +2
0, 8p + ckh 80 +w +2

1, 8p + ck +w +2
0, 80 +

    c +f +- 1, 8p ( h80
+w +1, 8p + +Xw +1, 8p )

或者

  +w +0, D + k
1/ 2 +w +1, D [ ch

1/ 2
80 +w +2

0, 8p + ck
1/ 2

h
1/ 2
80 +w +1, 8p +

    ck
1/ 2 +w +0, 80 + c +f +- 1, 801 ( 9)

对于 +w +0, 8p + k
1/ 2 +w +1, 8p 重复上述讨论,得

  +w +0, 8 j + k
1/ 2 +w +1, 8j [ ch

1/ 2
80 +w +0, 8j - 1 + ck

1/ 2
h

1/ 2
80 +w +1, 8j - 1 +

    ck
1/ 2 +w +0, 80 + c +f +- 1, 80 ,   j = 1, 2, ,, p1 ( 10)

注意到( 9)式和( 10)式,假设A. 2和引理中 k 满足的条件, 则有

  +w +0, D + k
1/ 2 +w +1, D [ ch

( p+ 1) / 2

80
+w +0, 80 + ck

1/ 2
h
(p+ 1) / 2

80
+w +1, 8 0+

    ck
1/ 2 +w +0, 80 + c +f +- 1, 80 [ c( +w +- 1, 80 + +f +- 1, 8 0)1 

定理证毕1 
与文献[ 7-8]中的经典的两重网格法类似的证明,我们有

引理 2. 4  假设 u
h, n 分别u

n
H 分别由( 2)式和( 4)式得到,我们有

  +u
h, m

- u
m
H +2

- 1, 8 + k 6
m

i= 1

+ u
h, n

- u
n
H +2

0, 8 +

    k 6
m

i= 1
+dt ( u

h, n
- u

n
H ) +2

- 2, 8 [ cH
6
,   1 [ m [ N ,

其中   dt ( u
h, n

- u
n
H ) =

u
h, n

- u
n
H - ( u

h, n- 1
- u

n- 1
H )

k
1 

定理 2. 1  在引理 2. 3的假设下, 若 u
n
h I X

h
( 80) 是由局部算法( 4)和( 5)得到,则有

  +u
h, n

- u
n
h +0, D [ cH

3
,   1 [ n [ N 1 ( 11)

证明  首先,由( 2)式和局部算法( 4)和( 5)得到

  ( u
h, n

- u
n
h , v ) + ka( u

h, n
- u

n
h, v) = ( u

h, n- 1
- u

n- 1
h , v ) ,   Pv I X

h
( 80)1 

由引理2. 3,有

  +u
h, n

- u
n
h +0, D + k

1/ 2 +u
h, n

- u
n
h +1, D [

    c( +u
h, n

- u
n
h +- 1, 80 + +u

h, n- 1
- u

n- 1
h +- 1, 80) [

    c( +u
h, n

- u
n
H +- 1, 80 + +u

h, n- 1
- u

n- 1
H +- 1, 80 +

    + e
n
h +- 1, 80

+ +e
n- 1
h +- 1, 80

) 1 ( 12)

接下来的工作就是估计 +e
n
h +- 1, 80,其中 1 [ n [ N 1 

在( 5)式中取 v = 2A- 1
h e

n
h , 得

  +e
n
h +2

- 1, 80
+ + e

n
h - e

n- 1
h +2

- 1, 80
- +e

n- 1
h +2

- 1, 8 0
+ 2k + e

n
h +2

0, 80
=
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    - 2kN ( e
n
h, A

- 1
h e

n
h) + 2( ( uh, n - u

n
H ) - ( u

h, n- 1
- u

n- 1
H ) , A

- 1
h e

n
h ) +

    2ka( uh, n - u
n
H , A

- 1
h e

n
h )1 ( 13)

利用Holder不等式,有

  2k | N( e
n
h, A

- 1
h e

n
h) | [ ck +e

n
h +0, 80

+e
n
h +- 1, 8 0

[

    k
3 +e

n
h +2

0, 80 + ck +e
n
h +2

- 1, 8 0,

  2 | ( ( u
h, n

- u
n
H ) - ( u

h, n- 1
- u

n- 1
H ) , A

- 1
h e

n
h) | [

    2k +d t ( u
h, n

- u
n
H ) +- 2, 80

+e
n
h +0, 80

[

    k
3

+e
n
h +2

0, 80 + ck +d t ( u
h, n

- u
n
H ) +2

- 2, 8 0,

  2k | a( u
h, n

- u
n
H , A

- 1
h e

n
h ) | [ 2 +u

h, n
- u

n
H +0, 80

+e
n
h +0, 80

[

    k
3

+e
n
h +2

0, 80
+ ck +u

h, n
- u

n
H +2

0, 8 0
1 

结合( 13)式和上述估计,得

  +e
n
h +2

- 1, 80 + k +e
n
h +2

0, 80 [ + e
n- 1
h +2

- 1, 8 0+ ck + e
n
h +2

- 1, 80 +

    ck +d t ( u
h, n

- u
n
H ) +2

- 2, 80
+ ck +u

h, n
- u

n
H +2

0, 8 0
1 ( 14)

对( 14)式从 n = 1到 n = m 相加, 其中 1 [ m [ N , 有

  +e
m
h +2

- 1, 80 + k 6
m

n= 1
+e

n
h +2

0, 80 [

    ck 6
m

n= 1

( +eh +2
- 1, 8 0

+ +d t ( u
h, n

- u
n
H ) +2

- 2, 8 0
+ +u

h, n
- u

n
H +2

0, 8 0
)1 

对上式应用引理 2. 1,又注意到( 12)式和引理 2. 4可以得到( 11)式1 t

2. 2  并行算法

并行算法的基本思想是: 将局部算法( 4)和( 5)并行地应用到每个子区域 8j 上, 其中 j =

1, 2, ,, J1 基于这个思想,我们可以构造如下并行算法:

( � ) 求全局粗网格解 u
n
H I X

H
0 ( 8) 满足

  ( u
n
H , v) + ka( u

n
H , v) = ( u

n- 1
H , v) + k ( f

n
, v ) ,   Pv I X

H
0 ( 8) ; ( 15)

( � ) 求局部细网格校正 e
n
h, j I X

h
0( 8 j ) 满足

  ( e
n
h, j , v) + ka( e

n
h, j , v) = ( e

n- 1
h, j , v) + k (f

n
, v ) -

    ( ( u
n
H - u

n- 1
H ) , v) - ka( u

n
H , v) ,   Pv I X

h
0( 8j ) ; ( 16)

( � ) 最终的逼近解

  u
n
h | D

j
= u

n
H + e

n
h, j

其中 1 [ n [ N , Dj < < 8 j < < 8 , j = 1, 2, ,, J , G Dj = 8, Di H Dj = ª, i X j 1 

定理 2. 2  在定理 2. 1的假设下,若 u
n
h I X

h
( 8 ) 是由并行算法( 15)和( 16)得到, 则对任

意的 1 [ n [ N 有

  +u
h, n

- u
n
h +0, 8 [ cH

3
, ( 17)

  +u ( tn) - u
n
h +0, 8 [ c( k + h

2
+ H

3
)1 ( 18)

证明  由定理 2. 1,得

  +u
h, n

- u
n
h +0, D

j
[ cH

3
,   j = 1, 2, ,, J ,
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上式得到( 17)式1 结合( 3)式和( 17)式得到不等式( 18) 1 

3  数 值试 验

本节将给出一些数值例子来验证第 2节的理论分析1 我们将区域 8 = [ 0, 1] 2 剖分为三

角形(参见图2) 1 数值例子都利用线性有限元来实现(即 P 1元) 1 我们选择时间离散长度 k

= 0. 001足够小使得当 k 变小时,整个误差不再增加1 我们将整个区域分解为 4个小区域(参

见图 1) 1 
  D1 = (0, 1/ 2) @ ( 0, 1/ 2) , D2 = ( 1/ 2, 1) @ (0, 1/ 2) ,

  D3 = (1/ 2, 1) @ ( 1/ 2, 1) , D4 = ( 0, 1/ 2) @ (1/ 2, 1)

和

  81 = (0, 5/ 8) @ (0, 5/ 8) , 82 = (3/ 8, 1) @ (0, 5/ 8) ,

  83 = (3/ 8, 1) @ (3/ 8, 1) , 84 = (0, 5/ 8) @ (3/ 8, 1) 1 

这里我们只是想以最简单的方式来验证局部和并行算法对非定常对流扩散方程的有效性1 
因此,我们仅仅在单机上独立地在 4个子区域 8 i ( i = 1, 2, 3, 4) 上进行运算1 当这种局部和并
行算法应用于一些复杂的且涉及大规模计算的方程比如 Navier-Stokes方程时, 我们真正有必

要在并行机上实现这种局部和并行算法1 将这种局部和并行算法应用于非定常的 Navier-

Stokes方程将是我们下一阶段考虑的问题1 而且为简单起见,我们选择一个真解,然后由这个真

解得到右端项 f 1 我们选择的真解为 u( x , t ) = t
2
cos( x 1x

2
2) ,其中 x = ( x 1, x 2) , b = (2, - 1) ,

8 = (0, 1) 2
, T = 11 在下面的表格中, 误差 + eh + 代表相对误差 1 即 +eh +0, D =

maxn= 1, 2, ,, N ( +u ( tn) - u
n
h +0, D) / ( +u ( tn) +0, D )1 

图 1  区域分解 图 2 网格剖分

表 1 局部和并行算法的相对误差和收敛阶

H h + eh +0, 8 收敛阶 +¨eh + 0, 8 收敛阶

1/ 2 1/ 4 0. 034 603  0. 207 558

1/ 4 1/ 8 0. 006 582 2. 39 0. 091 588 1. 18

1/ 8 1/ 16 0. 001 507 2. 13 0. 043 097 1. 09

1/ 16 1/ 32 0. 000 378 2. 00 0. 020 903 1. 04
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表 2 计算时间对比

H h 两重网格法( t / s) 局部并行算法( t / s)

1/ 2 1/4 14. 23 4. 12

1/ 4 1/8 26. 29 10. 99

1/ 8 1/ 16 77. 45 39. 42

1/ 16 1/ 32 265. 41 137. 25

  表 3 不同区域上的误差

H h + e h + 0, D +¨eh + 0, D
+ eh + 0, 8

1
\ D + ë h +0, 8

1
\ D

1/ 2 1/ 4 0. 011 091 0. 115 844 0. 031 049 0. 164 929

1/ 4 1/ 8 0. 000 355 0. 007 277 0. 002 701 0. 063 243

1/ 8 1/ 16 0. 000 277 0. 003 278 0. 000 482 0. 012 866

1/ 16 1/ 32 9. 799 8E-05 0. 001 570 0. 000 161 0. 006 124

  表 1给出了局部和并行算法( 15)和( 16)取不同的粗细网格尺度 H 和h所得的相对误差和

关于 h 的收敛阶1 从表 1可以看出局部和并行算法的收敛阶跟定理 2. 2中的理论分析一致1 
由于局部和并行算法只是在局部细网格上并行地进行校正,而通常的两重网格算法是在整个

细网格上校正1 因此,与通常的两重网格相比,局部和并行算法可以节省大量的计算时间1 表

2给出了通常的两重网格算法和局部并行算法的计算时间对比1 表 2中给出的计算时间取的

是4个子区域中计算时间最大的一个1 表 3表明在 81 \ D 中的相对误差比D 中的相对误差

大很多,这就是我们舍弃 81 \ D 上的逼近解来提高精度的原因1 
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Local and Parallel Finite Element Algorithms for the

Time-Dependent Convection-Diffusion Equations

LIU Qing-fang,  HOU Yan-ren

( School of Science , Xi . an Jia oton g Univer sity , Xi . an 710049, P . R . China )

Abstract: Local and parallel finite element algorithms based on two-grid discretization for the time-

dependent convection- diffusion equations are presented. These algorithms are motivated by the obser-

vation that for a solution to the convection- diffusion problems, low frequency components can be ap-

proximated well by a relatively coarse grid and high frequency components can be computed on a fine

grid by some local and parallel procedure. Hence, these local and parallel algorithms only involve one

small original problem on coarse mesh and some correction problems on local fine grid. One technical

tool for the analysis is some local a priori estimates that are also obtained. Finally, some numerical

examples are given to support our theoretical analysis.

Key words: local and parallel algorithm; finite element method; convection- diffusion equation
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