
文章编号: 1000-0887(2009) 06-0677-13 Z 应用数学和力学编委会, ISSN 1000-0887

一类强交错扩散的捕食模型
弱解的整体存在性
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摘要 :  考虑一类带有强交错扩散项的捕食模型解的整体存在性1 借助于有限差分方法和熵不等

式的相关性质及结论,证明了在高维空间上, 该问题有整体存在的弱解1 此外,还说明了所得的这

个弱解是非负解1 
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1  背景介绍与主要结论

本文讨论如下带有齐次Neumann边界条件的抛物型方程组弱解的整体存在性:

  

5 tui - divJ i = f i ( u1, u2) ,

J i#C= 0,

u i ( x , 0) = u i0( x ) ,

  

( x , t ) I 8 @ (0, ] ) ,

( x , t ) I 5 8 @ (0, ] ) ,

x I 8 ,

( 1)

其中 J i = (̈ ciu i + aiu
2
i + u1u2) + d iu i ¨U, f i ( u1, u2) = ( R i + (- 1) iBi1u1- Bi2u2) ui , i =

1, 21 这里的区域 8 < R
N

( N [ 3) 有界光滑, C表示边界5 8 上的单位外法向量1 问题( 1)被

称为是带有交错扩散项的 Lotka-Volterra 型捕食模型1 u1和 u2分别代表被捕食者和捕食者的

密度, 对应的流量为 J i ( x , t ) 1 函数 U = U( x , t ) 表示环境的舒适度,与之对应的扩散可以反

映出物种所处的环境是否利于物种的生存:当某处的环境位势比较低(即环境比较舒适)时,将

会有更多的物种迁移到该处;反之, 物种将会逃离该处1 参见文献[ 1-2] 1 扩散系数 ci 和ai 为

非负常数, d i I R( i = 1, 2)1 R i \ 0表示物种 i 自身固有的增长率,常数 Bii > 0为物种 i自

身内部的竞争, B12 \0和 B21 \0分别表示由物种间的相互作用所引起的线性衰减率和线性增

长率1 这样一类种群模型是 Shigesada等[ 2]在研究群居现象时提出的1 

在上述问题中, 捕食者的流量为 J = - (̈ c2u2+ a2u
2
2+ u1u2) = - u2 ü1- ( c2+ 2a2u2

+ u1) ü2,其中, - u2¨u1指向u1的密度减少的方向,这说明被捕食者聚合成群(尤其是巨大
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的群)可以帮助自身抵御捕食者的捕猎1 这种现象在种群动力学中被称为群居防御效应1 当

同一物种的个数足够多进而形成群时, 这个群中的每一个个体抵御被捕猎的能力也相应增强,

因此,捕食者很难捕到,甚至于不能捕到这个群里的任何个体1 更为详细的物理学和生物学背
景请参阅文献[ 3-4]及其参考文献1 

文献[ 5-6]中的抽象结果已经说明问题( 1)存在局部古典解 ( u1, u2)1 然而, 不论对初值

加什么样的光滑性条件, 都很难说明这个局部解是整体存在的 1 这是因为, 为了证明这个局

部解是整体存在的, 即说明这个局部解的极大存在时间 T = ] , 就必须证明存在 p >

max 2, N , 使得

  sup
0 [ t< T

+ ui (#, t ) +W
1

p
( 8) < ] ,   i = 1, 21 ( 2)

但是, 由于强交错扩散的出现, 再者当 c1 = c2 = 0时,问题(1) 所对应的扩散矩阵是非对称的

退化矩阵, 因此对问题(1) 来说,不仅最大值原理不成立,而且偏微分方程中的经典理论( L
p 理

论、Schauder 理论)和先验估计也不成立1 所以,很难得到上述估计式( 2) 1 到目前为止, 人们
只对几个非常特殊的问题(绝大多数是竞争模型) ,在很强的参数关系下得到了古典解的整体

存在性,可以参阅文献[ 7-12]及其参考文献1 鉴于此, 人们把目标转向于探讨这类问题弱解的

整体存在性1 最近,受到文献[ 13]的启发, Chen和 J�gel[ 14]论证了在高维空间 ( N [ 3) 上,带强

交错扩散项的竞争问题( 1)有整体存在的非负弱解1 

本文的主要目的是说明问题( 1)有整体存在的弱解1 本文的主要结论如下1 
定理 1. 1  设 T > 0, QT = 8 @ (0, T )1 假定以下条件成立:

( � ) 区域 8 < R
N

( N [ 3) 有界,且边界 5 8 I C
0, 1

;

( � ) 系数 c i \ 0, a i > 0, R i \ 0, Bij \ 0 ( i , j = 1, 2) 满足

  4B11B
3
21+ B221B

2
12 [ 27B211B

2
32+ 4B312B22+ 18B11B12B21B22, ( 3)

  B21 [ B12 或 B12 [ B21 [ B12+ 2 B11B22 ; ( 4)

( � ) ¨U I ( L
2
( QT ) )

N
,初值 u i0 I L 7 ( 8 ) 且在 8 上ui0 \ 0 ( i = 1, 2) 1 

则问题( 1)存在弱解 ( u1, u2) ,满足:在 QT 上u i \ 0, 并且

  ui I L
2
(0, T ; H

1
( 8 ) ) H L

]
(0, T ; L 7 ( 8 ) ) H W

1, r
(0, T ; ( W

1, rc
( 8 ) )c) ,

  i = 1, 21 

上式是指,对任意的 Ui I L
rc

(0, T ; W
1, rc

( 8) ) ,下述积分等式对 i = 1, 2总成立:

  Q
T

0
35 tu i , Ui4dt + QQ

T

( ci ¨ui + 2aiu i üi + (̈ u1u2) + d iui ¨U)#¨Uidxdt =

    QQ
T

f i ( u1, u2) Uidx dt ,

其中 r = (2N + 2) / (2N + 1) , rc = r / ( r - 1) = 2N + 2,记号3#, #4表示空间 W
1, rc

( 8) 与其

对偶空间( W
1, rc

( 8) )c之间的对偶积1 
在这里, L 7 ( 8) 表示由函数 7 ( s) = (1+ s ) ln(1+ s) - s( s \0) 所生成的Orlicz空间1 

文献[ 13]已经将Orlicz空间的技巧成功地应用于研究抛物型方程(组) 1 至于 Orlicz空间的定

义及性质,有兴趣的读者可以参阅文献[ 14]及其参考文献1 

注 1. 1 1)对任意固定的 B21, 如果 B11, B12 和 B22这 3个数中有 1个比较大,而其它两个为固定的正数(当

然,我们要求 B12 \ B21) , 那么定理 1. 1中的( 3)式以及( 4)式中的第 1 个不等式都成立1 
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2) 选取 B11 = B12 = 1, B21 = 5, B22 = 4, 则 B21 = B12 + 2 B11B22 , 且

  4B11B
3
21+ B221B

2
12 = 525 < 808 = 27B211B

2
22+ 4B312B22+ 18B11B12B21B221 

于是,定理 1. 1中的( 3)式以及( 4)式中的第 2 个不等式都成立1 

借助于有限差分方法和熵不等式的有关结论,我们导出了定理 1. 1的结论1 虽然所用的

主要方法同于文献[ 14] ,但是, 本文讨论的是 f i ( u1, u2) = ( R i + (- 1) iBi1u1- Bi2u2) ui ( i = 1,

2) 的情况, 此时问题(1) 是一捕食问题, 而文献[ 14] 所讨论的是 f i ( u1, u2) = ( R i - Bi1u1 -

Bi 2u2) ui ( i = 1, 2) 的情况,此时问题( 1)是一竞争问题1 从表达式来看, 捕食问题( 1)和竞争问

题( 1)只有唯一的差别: B21前的系数不同, 除此之外,几乎没有任何差别1 但是, 我们在这里
需要指出的是:

注 1. 2 1) B21前的系数由-+ 1. 改为-- 1. ,正是这一变化, 给后面一系列关键性的先验估计的建立带来

了技术上的困难1 我们通过给出两个辅助性结论(命题 2. 1 和命题 2. 2) , 解决了这一问题1 

2) 文献[ 14]始终要求 B12 = B21 \ 01 但是, 在推导本文的主要结论时, 我们发现,利用本文的方法, 我们

可以去掉这一限制条件1 事实上, 当 B21前的系数是-+ 1. 时, 利用本文的论证方法不难证明,本文的命题2. 1和

命题 2. 2 中的结论对所有 Bij \ 0( i , j = 1, 2) 均成立,从而,本文的引理 2. 1 和引理 2. 2 中的结论对所有 Bij \ 0

( i , j = 1, 2) 都成立1 注意到本文的这两个引理中的结论分别对应于文献的引理 2. 1 和引理 2. 5 中的结论1 在

文献[ 14]中,这是两个关键性引理, 由此就可以推出文献[ 14]的定理 1. 1 中的结论1 但文献 [ 14]在推导这两

个引理,尤其在推导引理 2. 5的结论时, 用到了 B12 = B21 这一条件1 因此,利用本文的讨论方法, 我们可以说

明,文献[ 14]的定理 1. 1 中的结论对所有 Bij \ 0 ( i, j = 1, 2) 都成立1 换而言之, 我们能够证明, 只要 Bij \ 0

( i, j = 1, 2) ,即使 B12 X B21 , 此时文献[ 14]的定理 1. 1 中的结论也成立1 

目前, 已有很多研究工作者在关注捕食模型的平衡态问题,比如文献[ 15-20] 1 但是, 在这
里我们必须指出的是,不论是对平衡态问题还是对与时间有关的问题, 相较于捕食模型, 在竞

争模型上的研究进展更为顺利,取得的研究成果更多, 有兴趣的读者可以参阅文献[ 7-8, 12]和

[ 21-22]及其参考文献1 

2  定理 1. 1的证明

本文的证明方法是受到文献[ 14]的启发1 大致来说,证明的基本思路为: 首先对问题( 1)
进行两次逼近, 然后说明逼近问题存在解,最后说明逼近解序列的极限就是问题( 1)的解1 我
们仅详细叙述与文献[ 14]不同的证明过程1 但为了使全文更为完整, 对于用类似于文献[ 14]
的方法易导出的一些结论,我们仅列出主要结论, 不再证明1 

2. 1  辅助命题
为了说明逼近问题存在解,我们首先建立两个重要的结论1 

命题 2. 1  设 Bij \ 0( i , j = 1, 2) 满足(3) 式 1 此外, 当 B11 = B12 = 0时,进一步假设

  B21 = 01 ( 5)

则函数

  f ( s ) = B11s
3

+ B12 s
2
- B21 s + B22

满足   f ( s ) \ 0, Ps I [ 0, ] )1 
证明  注意到,当条件( 3)和( 5)成立时, f ( s) S B22 \01 因此,接下来只需说明在(3) 式

成立且 B11+ B12 X 0时, f ( s ) \ 01 

由 f ( s) 的表达式易知,对 s > 0,有 f
c
( s) = 3B11 s

2
+ 2B12 s - B21和 f

d
( s) = 6B11 s + 2B12

679一类强交错扩散的捕食模型弱解的整体存在性



> 01 因此 f ( s ) 在区间(0, ] ) 上仅有唯一的极小值点, 记为 s01 由于 f (0) = B22 \ 0且

lims y ] f ( s) \0,因此要证f ( s) \0对任意的 s \ 0成立, 只需说明 f ( s 0) \ 01 当 B11 = 0时,

易证 f ( s0) \ 01 下面只需讨论 B11 > 0的情况 1 由 f
c
( s0) = 0和 s 0 \ 0知

  s0 =
- B12+ B212 + 3B11B21

3B11
1 

由 f
c
( s0) = 3B11 s

2
0+ 2B12s0 - B21 = 0,推出 f ( s0) = B11s

3
0 + B12 s

2
0- B21 s0+ B22 = [ ( B12B21 +

9B11B22) - 2( B212+ 3B11B21) s 0] / (9B11)1 因此 f ( s0) \ 0等价于

  2( B212+ 3B11B21)
3/ 2 [ 9B11B12B21+ 27B211B22+ 2B3121 ( 6)

不难验证:由( 3)式可导出( 6)式1 故,命题成立1 t

注 2. 1 若( 4)式成立, 则由 B11 = B12 = 0知, B21 = 01 

命题 2. 2  设 Bij \ 0, i , j = 1, 21 令

  I ( x , y ) = - B11x
2lnx - B22y

2lny - B12xy lnx + B21xy lny ,   x , y > 01 

则在( 4)式成立的条件下,有

  I ( x , y ) [ 1
2

( B11+ B22) x
2
+
1
2

( B12 + 2B21+ B22) y
2

+
1
2

( B11+ B12+ B22) ,

  Px , y > 01 
证明  由于映射 x | y- lnx 是凸映射,因此

  x ( lnx - lny ) \ x - y ,   Px , y > 01 ( 7)

情况( � ) : B21 [ B121 由( 7)式得

  I ( x , y ) = B21xy ( lny - lnx ) + ( B21- B12) xy lnx - B11x
2lnx - B22y

2lny [

    B21y ( y - x ) - ( B12- B21) ( x - 1) y - B11x ( x - 1) - B22y ( y - 1) [

    1
2 B11x

2
+
1
2 ( B12+ 2B21+ B22) y

2
+
1
2 ( B11+ B12+ B22) ,   Px , y > 01 

情况( � ) : B21 \ B121 若 0 < x [ 1,则由(7) 式知,对任意 y > 0有

  I ( x , y ) [ B21y ( y - x ) - B11x ( x - 1) - B22y ( y - 1) [

    1
2 B11x

2
+
1
2 (2B21+ B22) y

2
+
1
2 ( B11+ B22)1 

若 x > 1, 则由( 7)式和( 4)式得

  I ( x , y ) [ B21y ( y - x + x lnx ) - B12xy lnx - B11x
2
lnx - B22y ( y - x + y lnx ) [

    1
2
B22x

2
+
1
2

(2B21+ B22) y
2
- [ B11x

2
- ( B21- B12) xy + B22y

2
] lnx [

    1
2
B22x

2
+
1
2

(2B21+ B22) y
2
,   Py > 01 

综上,我们完成命题 2. 2的证明1 t

2. 2  逼近问题

对于任意给定的 0 < G< 1, 定义 �s = ( s )+ / [ 1 + G( s)+ ] , m( s ) = ( s)++ G, 其中( s)+ :=

max 0, s 1 K 等分时间区间(0, T ] = G K
k= 1( ( k - 1) S, kS] ,其中 S = T/ K > 01 设 h > 0,并记

Vh 为区域 x I 8 | dist( x ,5 8) > h 上的特征函数1 用有限差分D
- h

[ Vhu1u2D
h ln( u1u2) ] 离

散扩散项 $( u1u2) ,则对任给的 u
k- 1
1 , u

k- 1
2 I L

2
( 8) , 我们得到逼近问题
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u
k
i - u

k- 1
i

S
- div[ ci ü

k
i + 2aim( u

k
i ) ü

k
i + d i ( u

k
i )+ ¨U] =

  D
- h

[ Vh u
k
1 u

k
2D

h
ln( m( u

k
1) m( u

k
2) ) ] + f i ( m( u

k
1) , m ( u

k
2) ) ,   x I 8,

( c i ¨u
k
i + 2aim ( u

k
i ) ü

k
i + di ( u

k
i )+ ¨U) #C= 0,   x I 5 8, i = 1, 21 

( 8)

在这里, D
h 是对梯度项的逼近, D

- h 是对散度项的逼近,即 D
h
f = ( D

h
1f , ,, D

h
N f ) ,

  D
h
j f ( x , t ) =

f ( x + hej , t ) - f ( x , t )

h
,

  D
- h

F ( x , t ) = 6
N

j= 1

Fj ( x - hej , t ) - Fj ( x , t )

- h
,

其中 ej 表示空间R
N 上的第j 个单位向量, j = 1, ,, N 1 

考虑到扩散系数 2aim ( u
k
i ) 不一定有界, 因此不能直接运用 Lax-Milgram 引理来证明问题

(8)存在解1 所以用有界的扩散系数来代替系数 2a im ( u
k
i ) ,于是得到第 2个逼近问题: 对任给

的 u
k- 1
1 , u

k- 1
2 I L

2
( 8 ) ,考虑问题(其中 M> 0)

  

u
k
i - u

k- 1
i

S
- div ci ü

k
i + 2ai

m( u
k
i )

1+ Mm( u
k
i )

ü
k
i + d i ( u

k
i )+ ¨U =

  D
- h

[ Vh u
k
1 u

k
2D

hln( m( u
k
1) m( u

k
2) ) ] + f i ( m( u

k
1) , m ( u

k
2) ) ,   x I 8,

c i ¨u
k
i + 2ai

m( u
k
i )

1 + Mm( u
k
i )

ü
k
i + di ( u

k
i )+ Ü #C= 0,

  x I 5 8, i = 1, 21 

( 9)

为了使本文的证明更为简洁, 我们分别用 u i0 I L
2
( 8) 和 Ü I ( L

]
( QT ) )

N 来代替较弱

的条件 u i0 I L 7 ( 8 ) 和¨U I ( L
2
( QT ) )

N 1 进一步,假定¨U I ( L
]

( 8 ) )
N

, 系数 c1 和 c2为

正常数 1 至于更为一般的情况以及 c1= 0或 c2 = 0的情况,可以采用与文献[ 14]类似的方法

来处理1 在这里,我们略去细节1 在下面的推导中, C 和C (#, #, #) 总表示各步推导中出现

的正数,它们的取值可以有所不同,但它们的值只与括号中出现的量有关1 简记
  +f + p := +f +L

p
( 8) , +f + p , T := +f +L

p
( Q

T
) 1 

2. 2. 1逼近问题( 8)和( 9)解的存在性

步骤 1  问题( 9)解的存在性

引理 2. 1  设命题 2. 1的条件成立1 若时间半差分参数 S> 0满足

  1
8S

\max
i= 1,2
i+ j= 3

d
2
i

2c i
+¨U +2

] + 2( R i + Bi 1+ Bi 2+ Bji ) ( 10)

以及

  32S [ h
2G21 ( 11)

则问题( 9)存在解 ( u1, u2) I (H
1
( 8) )

2
, 且有

  Q8 6
2

i= 1

ci

2
| ¨ui |

2
+

u
2
i

4S
+ 2a i

m ( ui )

1+ Mm ( ui )
| ¨ui |

2 dx [ C( S) , ( 12)

其中常数 C( S) > 0只与 S有关,而与 M无关1 
证明  设映射

  #:  ( R, v1, v2) I [ 0, 1] @ ( L
4
( 8 ) )

2 y ( L
4
( 8 ) )

2

是下述线性问题的解算子:
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- div( ci üi ) +
ui

S - Rdiv 2a i
m ( v i )

1 + Mm ( v i )
ü i - Rdiv( d i ( v i )+ ¨U) =

  RF i ( u
k- 1
i ; v1, v2) ,   x I 8 ,

c i ¨ui + 2Ra i
m ( v i )

1+ Mm ( v i )
¨ui + Rd i ( vi ) + ¨U #C= 0,

  x I 5 8, i = 1, 2,

( 13)

其中

  v1, v2 I L
4
( 8) ,

  Fi ( u
k- 1
i ; v1, v2) = ( u

k- 1
i ) / S+ D

- h
[ V

h
�v1�v 2D

h ln( m( v1) m ( v 2) ) ] +

    f i ( m ( v1) , m( v2) )1 

易证

  +F i ( u
k- 1
i ; v1, v2) +2 [ S- 1 +u

k- 1
i +2 + C(1 + +v 1+2

4+ +v2 +2
4) ,   i = 1, 21 

由于问题( 13)中的扩散系数有界,因此由Lax-Milgram定理知,问题( 13)存在唯一解1 从而映射 #

是适定的 1 此外,不难验证映射 #的连续性1 进一步,由N [ 3知,嵌入H
1
( 8) <yL

4
( 8 )是紧

的 1 因此对每一个 R I [ 0, 1] ,映射 #都是紧映射 1 当 R= 0时, 由 #(0, u1, u2) = ( u1, u2)

解出,在 8 上u1 = u2 = 01 
现在对映射 # 的每一个不动点建立一致估计 1 注意到映射 # 的每一个不动点( u1, u2)

都满足带有齐次 Neumann边界条件的方程

  - div( c i ¨ui ) +
ui

S
- Rdiv 2ai

m( u i )

1 + Mm( u i )
ü i - Rdiv( d i ( u i )+ ¨U) =

    RF i ( u
k- 1
i ; u1, u2) ,   x I 8, ( 14)

其中 i = 1, 21 用 ui I H
1
( 8) 同乘以( 14)式的两端并积分,然后将所得的两个积分式相加,推

出

  6
2

i= 1
Q8

c i | ü i |
2

+
u
2
i

S
+ 2Rai

m( u i )

1 + Mm( u i )
| ü i |

2 dx =

    I 1+ I2 + I3 + Q8
J ( u1, u2)dx , ( 15)

其中

  I 1 = - 6
2

i= 1
Q8

Rd i ( u i )+ ¨U# üidx , I 2 =
R
S 6

2

i= 1
Q8

uiu
k- 1
i dx ,

  I 3 = 6
2

i= 1
Q8

RD
- h

[ Vh�u1�u 2D
h
ln( m( u1) m( u2) ) ] u idx ,

  J = 6
2

i= 1
R[ R i + (- 1)

i
Bi1m( u1) - Bi2m( u2) ] m( u i ) ui 1 

由Young不等式得

  I 1+ I 2 [ 1
2 6

2

i= 1Q8
ci | üi |

2dx + 6
2

i= 1

d
2
i

2ci
+ Ü +2

]Q8
u
2
idx +

    1
S 6

2

i= 1
Q8

( u
k- 1
i )

2dx +
1
4S 6

2

i= 1
Q8

u
2
idx1 ( 16)

注意到 | �u i | [ 1/ G,并且对任意的 x \0以及 0 < G< 1有 | ln( x + G) | [ x + | lnG | , 所以

由Young不等式得
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  I 3 [ 1
4S 6

2

i= 1
Q8

u
2
idx +

128S
G4h4 6

2

i= 1
Q8

u
2
idx +

256S
G4h

4 | lnG |
2

| 8 | 1 ( 17)

下面估计( 15)式中的 J ( u1, u2)1 当 u1u2 [ 0或者当 u1 [ 0且 u2 [ 0时,易得

  J ( u1, u2) [ 1
2 6

2

i= 1
( R i + Bi 1+ Bi 2) +

    1
2 [ ( B11+ 2B12+ 3R 1) u

2
1+ (3R2+ B12+ 3B21+ B22) u

2
2] 1 ( 18)

当 u1, u2 > 0时,由于 0 [ R [ 1和 0 < G< 1, 所以由引理的假设条件和命题 2. 1知

  J ( u1, u2) [

    1
2

( R 1+ R2+ B21) +
1
2

(3R 1+ B21) u
2
1 +

1
2

(3R 2+ 4B21) u
2
2- Ru32 f

u1

u2
[

    1
2

( R 1+ R2+ B21) +
1
2

[ (3R1+ B21) u
2
1+ (3R2 + 4B21) u

2
2] , ( 19)

其中函数 f ( s ) 由命题 2. 1定义1 所以联立( 15) ~ ( 19)式可知,对 Pu1, u2 I H
1
( 8 ) , 总有

  6
2

i= 1
Q8

ci

2
| ¨ui |

2
+

u
2
i

4S
+ 2Rai

m( u i )

1 + Mm( u i )
| ü i |

2 dx [

    1
S 6

2

i= 1
Q8

( u
k- 1
i )

2
dx +

1
2 | 8 | 6

2

i= 1
( R i + Bi 1+ Bi 2) +

256S
h
4
G
4 | lnG |

2
| 8 | +

    6
2

i= 1
j+ i= 3

Q8
u
2
i -

1
4S

+
d
2
i

2ci
+¨U +2

] +
128S
h
4G4

+ 2( R i + Bi1+ Bi 2+ Bji ) dx , ( 20)

这里的记号 | 8 | 表示区域 8 的测度1 选取 S充分小,使得(10) 式和(11) 式成立 1 特别地,

由(11) 式知, 128S/ ( h
4
G
4
) [ 1/ (8S)1 于是

  6
2

i= 1Q8

ci

2
| ¨ui |

2
+

u
2
i

4S
+ 2Rai

m( u i )

1 + Mm( u i )
| ü i |

2 dx [

    1
S 6

2

i= 1
Q8

( u
k- 1
i )

2dx + �C ( S) [ C ( S) 1 ( 21)

此外,由( 20)式知, 常数 �C( S) 和 C ( S) 仅依赖于 S,而与 M无关1 
由Leray-Schauder定理知, #( 1, #) 有一个不动点1 因此, 问题( 9)存在弱解1 在( 21)式中

取 R = 1, 即得不等式( 12) 1 证毕1 t

注 2. 2 从上面的证明过程不难看出,若 Bij = 0( i, j = 1, 2) , 则映射 # 定义在[ 0, 1] @ ( L 2( 8 ) ) 2上1 此

时,以上推导不再依赖于空间维数 N1 换而言之, 引理 2. 1 的结论对任意维数的空间都成立1 从而定理 1. 1

的结论对任意维数的空间也成立(参见注 2. 3) 1 

步骤 2  问题( 8)解的存在性

引理 2. 1给出了问题( 9)的弱解关于 M的一致估计, 因此在问题(9) 中取极限My 0+ , 即得

问题( 8)解的存在性1 

结论 A  设引理 2. 1的条件成立1 则问题( 8)存在弱解 ( u1, u2) I ( H
1
( 8) )

2
, 满足: 对任

意的 Ui I W
1, 2#2* / (2

*
- 2)

( 8) , 有

  Q8

ui - u
k- 1
i

S
Uidx + Q8

( ci ¨ui + 2aim ( ui ) ü i + d i ( u i )+ ¨U) #¨Uidx +

    Q8
[ Vh�u1�u 2D

h ln( m( u1) m( u2) ) ] D
hUidx =
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    Q8
f i ( m( u1) , m( u2) ) Uidx ,   i = 1, 2, ( 22)

其中,当 N = 1时, 2* = ] ;当N = 2时, 2* 可以为任意实数; 当N \3时, 2* = 2N/ ( N - 2) 1 

2. 2. 2  问题( 8)的解关于 S和h 的一致估计

在问题( 8)中取极限 S, h, G y 0+ , 可得问题( 1)解的存在性1 为此, 必须给出问题( 8)的弱
解关于参数的先验估计1 

引理 2. 2  在引理 2. 1的条件下,若 ( u1, u2) I (H
1
( 8) )

2是问题( 8)的解且( 4)式成立,则

有

  Q8
6
2

i = 1
ci

| (̈ u i )+ |
2

m ( ui )
+ ai | (̈ u i )+ |

2
+ Vh�u1�u2 | D

hln( m( u1) m( u2) ) |
2 dx +

    1
S 6

2

i= 1
Q8

[ m( ui ) ( lnm( u i ) - 1) + ( u i )- lnG] dx [

    1
S 6

2

i= 1Q8
[ m( u

k- 1
i ) ( lnm ( u

k- 1
i ) - 1) + ( u

k- 1
i )- lnG] dx +

    C 6
2

i= 1
Q8

( u
k- 1
i )

2dx + C( S, R i , Bij , | 8 | ) , ( 23)

  6
2

i= 1
Q8

ci

2
| (̈ ui ) - |

2
+ 2aiG | (̈ u i )- |

2 dx +
1
2S 6

2

i= 1
Q8

| ( ui ) - |
2dx [

    1
2S 6

2

i= 1Q8
| ( u

k- 1
i )- |

2
dx + GC 6

2

i = 1Q8
( | ( u i )+ |

2
+ | ( ui )- |

2
)dx +

    
C ( c1, c2)

G Q8
Vh�u 1�u2 | D

h ln( m( u1) m( u2) ) |
2dx + C, ( 24)

其中,常数 C > 0只与 R i , Bij ( i , j = 1, 2) , | 8 | 和 + Ü +2有关, 常数 C( S, R i , Bij , | 8 | ) 与

S成正比,记号( s )- := min 0, s 1 

证明  设 ( u1, u2) 是问题(8) 的解, 即 u i I H
1
( 8) 满足(22) 式 1 选取光滑函数序列

v
E

,使得在 H
1
( 8) 上 v

E y ( u1)+ , 且在 8 上v
E \01 在(22) 式中取 U1 = ln( v

E
+ G) , 得

  Q8

u1 - u
k- 1
1

S
ln( v

E
+ G) dx +

    Q8
( c1 ü1+ 2a1m( u1) ü1+ d1( u1) + ¨U)# l̈n( v

E
+ G)dx +

    Q8
Vh�u1�u 2D

h ln( m( u1) m( u2) ) D
h ln( v

E
+ G)dx =

    Q8
[ R1- B11m ( u1) - B12m ( u2) ] m( u1) ln( v

E
+ G)dx1 ( 25)

注意到, 在 L
2#2* / (2+ 2

*
)
( 8) 上有 m( u1) l̈n( v

E
+ G) _ m( u1) l̈nm( u1) = (̈ u1)+ 和

+m( u1) l̈n( v
E

+ G) +2 [ +m ( u1) / ( v
E
+ G) + ] + v̈

E+2 [ C,其中常数 C > 0与 E无关,

记号/ _0表示弱收敛1 因此在L
2
( 8) 上, m( u1) l̈n( v

E
+ G) _ m( u1) l̈n m( u1) = (̈ u1)+ 1 

由 ü1 I L
2
( 8) 知,当 Ey 0时,有

  Q8
m ( u1) ü1# l̈n( v

E
+ G) dx yQ8

| (̈ u1)+ |
2dx1 

由于在H
1
( 8 ) 上 ln( v

E
+ G) y lnm( u1) ,因此在(25) 式中令 E y 0, 可得

684 李    慧    玲



  Q8
c1

| (̈ u1)+ |
2

m ( u1)
+ 2a1 | (̈ u1)+ |

2
+

    Vh�u 1�u2D
hln( m( u1) m( u2) ) D

h lnm( u1) dx +

    Q8

u1- u
k- 1
1

S
lnm( u1)dx - Q8

| d1 Ü# (̈ u1)+ | dx [

    Q8
[ R1- B11m ( u1) - B12m ( u2) ] m( u1) lnm( u1)dx 1 ( 26)

类似地,通过选取光滑函数序列 w
E

, 使得在H
1
( 8) 上 w

E y ( u2)+ , 并且在区域 8 上w
E

\0,也可以推出Q8
m ( u2) ¨u2# l̈n( w

E
+ G)dx yQ8

| (̈ u2) + |
2dx 以及

  Q8
c2

| (̈ u2)+ |
2

m ( u2)
+ 2a2 | (̈ u2)+ |

2
+

    Vh �u1�u 2D
h ln( m( u1) m( u2) ) D

h lnm ( u2) dx +

    Q8

u2- u
k- 1
2

S lnm( u2)dx - Q8
| d2 Ü# (̈ u2)+ | dx [

    Q8
[ R2+ B21m ( u1) - B22m ( u2) ] m( u2) lnm( u2)dx 1 ( 27)

于是由( 26)式和( 27)式得

  Q8
6
2

i = 1
ci

| (̈ u i )+ |
2

m ( ui )
+ 2ai | (̈ ui ) + |

2
+

    Vh�u 1�u2 | D
h ln( m( u1) m( u2) ) |

2
dx +

    6
2

i= 1
Q8

ui - u
k- 1
i

S
lnm ( ui )dx - 6

2

i= 1
Q8

| d i Ü# (̈ u i )+ | dx [

    6
2

i= 1
Q8

[ R i + (- 1) iBi 1 m( u1) - Bi2m( u2) ] m( u i ) lnm( u i )dx 1 ( 28)

接下来,估计式( 28)中的各项1 由于 x ( lnx - lny ) \ x - y 对任意的x , y > 0成立,因此

  Q8

ui - u
k- 1
i

S
lnm( u i )dx =

    1
SQ8

m( u i ) lnm( u i ) - m( u
k- 1
i ) lnm ( u

k- 1
i ) +

    m( u
k- 1
i ) [ lnm( u

k- 1
i ) - lnm ( ui ) ] dx +

    1
SQ8

[ ( u i )-- ( u
k- 1
i )- ] lnm( u i )dx \

    1
SQ8

m( u i ) [ lnm( u i ) - 1] + ( ui )- lnG dx -

    1
SQ8

m( u
k- 1
i ) [ lnm ( u

k- 1
i ) - 1] + ( u

k- 1
i ) - lnG dx 1 ( 29)

对( 28)式的左端最后一项运用Young不等式,得

  6
2

i= 1
Q8

| d i ¨U# (̈ u i )+ | dx [

    6
2

i= 1
Q8

a i | (̈ ui )+ |
2dx + C ( a1, a2, d1, d 2, +¨U +2)1 ( 30)
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由于条件( 4)成立,因此由命题 2. 2得

  6
2

i= 1
Q8

[ R i + (- 1)
i
Bi1m( u1) - Bi2m( u2) ] m( u i ) lnm( u i )dx =

    6
2

i= 1
Q8

R im( ui ) lnm( ui )dx + Q8
I ( m( u1) , m( u2) ) dx [

    3 | 8 | 6
2

i= 1
( Ri + Bi 1+ Bi2) + (2R1 + B11 + B22)Q8

| ( u1)+ |
2dx +

    ( 2R2+ B12+ 2B21+ B22)Q8
| ( u2)+ |

2dx , ( 31)

其中 I ( x , y ) 由命题2. 2确定 1 因为引理 2. 1的条件成立, 所以可以将对 ui 的讨论运用到

( ui )+ 上,从而还能推出

  6
2

i= 1Q8

ci

2
| (̈ ui ) + |

2
+

( ui )
2
+

4S
+

2a im( ui )

1+ Mm ( ui )
| (̈ ui ) + |

2 dx [

    1
S 6

2

i= 1
Q8

( u
k- 1
i )

2dx + �C ( S) ,

这里的常数 �C ( S) 仅依赖于 S1 因此

  6
2

i= 1Q8
| ( ui ) + |

2
dx [ 6

2

i= 1Q8
4( u

k- 1
i )

2
dx + C( S) , ( 32)

其中 C( S) = 4S�C ( S)1 由( 31)式和( 32)式知

  6
2

i= 1Q8
[ R i + (- 1)

i
Bi1m( u1) - Bi2m( u2) ] m( u i ) lnm( u i )dx [

    C ( S, R i , Bij , | 8 | ) + C 6
2

i= 1
Q8

( u
k- 1
i )

2dx , ( 33)

其中常数 C( S, Ri , Bij , | 8 | ) 与 S成正比1 将( 29) ~ ( 30)式和(33)式代入( 28)式,即得(23)式1 

同上可得估计式( 24) 1 此时,只要在( 22)式中取检验函数 Ui = v
E
i ( i = 1, 2) ,其中, v

E
i 为

光滑函数序列, 并满足:在 H
1
( 8 ) 上 v

E
i y ( u i )- ,且在 ui \ 0 上 v

E
i = 01 t

2. 3  问题( 1)解的存在性

下面说明问题( 8)的解的极限就是问题( 1)的弱解1 我们分 5步进行证明1 

步骤 1  改写问题( 8)

设 ( u
k
1, u

k
2) I ( H

1
( 8) )

2
是问题(8) 的解 1 令 u

( S)
i ( x , t ) = u

k
i ( x ) , P( x , t ) I 8 @ ( ( k

- 1) S, kS] 1 改写逼近问题( 8)为

  

D
S
tu

( S)
i - div[ ci ü

( S)
i + 2aim( u

( S)
i ) ¨u

( S)
i + di ( u

( S)
i ) + ¨U] -

  D
- h Vh u

( S)
1 u

( S)
2 D

h
ln( m( u

( S)
1 ) m( u

( S)
2 ) ) =

  f i ( m ( u
( S)
1 ) , m ( u

( S)
2 ) ) ,   x I 8,

( c i ü
( S)
i + 2a im( u

( S)
i ) ü

( S)
i + di ( u

( S)
i )+ ¨U) #C= 0,

  x I 5 8, i = 1, 2,

( 34)

且问题( 34)与问题( 1)具有相同的初始条件1 其中

  D
S
tv( x , t ) :=

v ( x , t + S) - v( x , S)
S

,   ( x , t ) I 8 @ [ 0, ] )1 

步骤 2  问题( 34)的解关于 S和h 的先验估计
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条件( 3)和( 4)及注 2. 1说明命题 2. 1和命题 2. 2的条件成立1 因此由结论A 和引理 2. 2

知,若对任意固定的 0 < G< 1,参数 S和h满足关系式 32S [ h
2
G
2
, 则问题(8) ,即问题(34)存

在弱解,并且这个解满足引理2. 2的结论1 所以类似于文献[ 14] ,由引理2. 2可导出如下结论1 

结论 B  设 T > 0, 则以下估计对 i = 1, 2成立:

  + (̈ u
( S)
i ) + +2, T + +( u

( S)
i ) + +L

]
(0, T ; L

7
( 8 )) [ C,

  + Vh u
( S)
1 u

( S)
2 D

h
ln( m ( u

( S)
1 ) m ( u

( S)
2 ) ) +2, T [ C,

  + (̈ u
( S)
i ) - +2, T + +( u

( S)
i ) - +L

]
(0, T ; L

2
( 8 )) [ C/ G,

其中常数 C > 0不依赖于 c1, c2, h, S和 G1 此外,还有

  +u
(S)
i +L2(0, T; H 1( 8) ) + +u

( S)
i +p , T [ C ( G) ,

  +D
S
t u

( S)
i +Lr( 0, T ; ( W1, rc( 8) )c) [ C( G) ,

这里的 p = (2N + 2) / N, 常数 r 和 rc由定理 1. 1定义, 常数 C( G) > 0与 S和h 无关1 

在接下来的内容里出现的常数 p , r 以及 rc都是由结论 B确定1 

步骤 3  对固定的 0 < G< 1,取极限 S, h y 0+

结论 C  设对任意固定的0 < G< 1, S和h满足32S [ h
2
G
21 则当 S, h y 0+ 时,存在函

数列( u
G
1, u

G
2) (可能是函数列( u

G
1, u

G
2) 的子列, 但仍记为( u

G
1, u

G
2) ) ,使得对 i = 1, 2, 有

在 ( L
2
( QT ) )

N 上, ü
( S)
i _ ¨u

G
i , 在( L

r
( QT ) )

N 上, m ( u
( S)
i ) ü

( S)
i _ m( u

G
i ) ¨u

G
i ,

在 ( L
2
( QT ) )

N 上, Vh u
( S)
1 u

( S)
2 D

h ln( m( u
( S)
1 ) m( u

( S)
2 ) ) _ u

G
1 u

G
2 l̈n( m ( u

G
1) m( u

G
2) ) ,

在 ( L
r
( QT ) )

N 上, d i ( u
( S)
i )+ ¨U _ d i ( u

G
i )+ Ü ,

在 L
r
(0, T ; ( W

1, rc
( 8) )c) 上, D

S
t u

( S)
i _5 t u

G
i ,

在 ( L
p / 2

( QT ) )
N 上, f i ( m ( u

( S)
1 ) , m( u

( S)
2 ) ) _ f i ( m( u

G
1) , m( u

G
2) ) 1 

在问题( 34)的积分形式中令 S, h y 0
+

(此时仍要求 S和h 满足不等式 32S [ h
2
G
2
) , 可

知, 对任意的 Ui I L
rc

(0, T ; W
1, rc

( 8 ) ) , i = 1, 2, 有

  Q
T

0
35 t u

G
i , Ui4( W

1, rc
( 8 ))c, W

1, rc
( 8) dt + QQ

T

( ci ü
G
i + 2aim( u

G
i ) ü

G
i ) #¨Uidx dt +

    QQ
T

[ u
G
1 u

G
2 l̈n( m( u

G
1) m ( u

G
2) ) + d i ( u

G
i )+ Ü ] #¨Uidxd t =

    QQ
T

f i ( m ( u
G
1) , m( u

G
2) ) Uidxdt1 ( 35)

由结论 B 以及结论 C 还可以推出, 函数 u
G
i ( i = 1, 2) 满足 u

G
i I L

2
(0, T ;H

1
( 8) ) H

L
p
( QT ) , ( u

G
i )+ I L

]
(0, T ; L 7 ( 8 ) ) 和( u

G
i )- I L

]
(0, T ; L

2
( 8) ) 1 

步骤 4  取极限 G y 0+

结论 D(对 G的先验估计)  设T > 0, 则存在不依赖于 c1, c2和 G的常数C > 0,使得对 i

= 1, 2, 有

  + (̈ u
G
i
) + +2, T + +( u

G
i
)+ +L

]
( 0, T ; L

7
( 8 )) [ C,

  + lnG( u
G
i ) - +L

]
(0, T ; L

1
( 8 )) [ C,

  + u
G
1 u

G
2 l̈n( m( u
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1
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G
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结论 E  令 G y 0+ ,则存在函数 u1, u2 \0, 使得以下极限对 i = 1, 2成立(可能是函数列

( u
G
1, u

G
2) 的子列收敛, 但仍记为( u

G
1, u

G
2) ) :

在 ( L
2
( QT ) )

N
上, ci ü

G
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r
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G
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G
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G
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G
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在 ( L
r
( QT ) )

N
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G
i )+ Ü _ diu i ¨U,
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r
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G
i _5 t ui ,
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p / 2

( QT ) )
N
上, f i ( m ( u

G
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G
2) ) _ f i ( u1, u2) ,

步骤 5  完成定理 1. 1的证明

对问题( 35)应用结论E,立即可得定理1. 1的结论1 

注 2. 3 除引理 2. 1以外 ,本文导出的所有先验估计都与空间维数 N 无关1 对空间维数的限制(N [ 3)

仅在证明引理 2. 1时用到1 正如在注2. 2中所阐述的那样, 当 Bij = 0 ( i , j = 1, 2) 时,引理2. 1的结论对任意

维数的空间都成立 1 因此只要 Bij = 0 ( i, j = 1, 2) , 那么定理 1. 1 的结论对任意维数的空间也成立1 
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Global Existence of Weak Solutions to a Prey-Predator

Model With Strong Cross-Diffusion

LI Hu-i ling

( Depar tment of Mathema tics , Southeast Un iver sity , Nanjin g 210018, P . R . China )

Abstract: By using finite differences and entropy inequalities, the global existence of weak solutions

to a multidimensional parabolic strongly coupled prey- predator model is obtained. Furthermore, the

non-negativity of such solution is also given.

Key words: prey-predator model; strong cross- diffusion; entropy functional; existence of weak solu-

tions; Orlicz space
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