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半正定张量半正定方根唯一性的直接证明
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摘要 :  研究半正定张量半正定方根的唯一性问题1 避开了二阶张量特征值的概念和对称二阶张

量谱分解定理,运用简单的预备知识, 直接证明了二阶半正定张量半正定方根的唯一性1 
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引   言

在连续介质力学中进行大变形的几何分析时,通常需要对变形梯度张量进行极分解,变形

梯度张量的左右极分解定理是一个非常重要的定理,对连续介质力学的发展起着至关重要的

作用1 目前, 具有不同功效的新材料发展迅速, 并在工业领域和日常生活中得到了广泛的应

用1 对于某些非传统材料(如生物材料、理想弹塑性材料)而言, 其部分力学和物理特性必须要

借助于半正定张量来描述[ 1- 4] 1 为求解与这些量相关的问题,了解半正定张量的运算性质具有

基本的重要性1 因此,二阶半正定张量半正定方根的唯一性值得深入研究1 另外,由于描述部

分生物材料和塑性变形的变形梯度张量有可能从正则扩展到非正则,而二阶半正定张量的半

正定方根的唯一性为扩展极分解定理提供了理论基础[ 5] 1 因此, 为了更好地通过扩展极分解

定理的表述来研究这些材料的力学行为,我们必须要关注半正定张量的半正定方根的唯一性

问题1 在证明正则的变形梯度张量具有唯一的极分解形式时,一个非常重要的中间定理就是

二阶正定张量正定方根的唯一性定理1 此唯一性定理受到学者们的广泛关注,但是传统的证

明方法过于复杂1 Stephenson[ 6]曾经给出过一个简洁的证明方法1 此后,He[ 7]在不使用二阶张

量特征值和特征向量概念的前提下,给出了一个更加直接的证明方法1 本文借鉴文献[ 7]在证

明二阶正定张量正定方根唯一性定理中使用的方法,避开二阶张量的特征值、特征向量以及二

阶对称张量谱分解定理等涉及复杂线性代数的知识,对 N 维空间上二阶半正定张量的半正定

方根的唯一性给出了直接的证明1 在本文的工作之前,没有见过类似的报道1 
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1  引   理

在证明之前,我们先回顾一下 N 维内积空间V 中半正定二阶张量S 的定义:

( � ) x#S#y = y#S#x ,   Px, y I V;

( � ) x#S#x \ 0,   Px I V \ 0 ;

其中, x, y是N维内积空间V中的任意非零矢量, / #0表示内积运算 1 条件( � ) 保证了二阶张

量 S 的对称性;条件( � ) 保证了二阶张量 S 的半正定性1 
为了证明二阶半正定张量的半正定方根的唯一性,我们还需要运用如下两个引理1 

引理 1  在 N 维内积空间V 中,对于任意矢量 u 和任意二阶对称张量S, 如下定理成立:

  u#S#u = 0 Z S = 0,   P u I V1 
证明

充分性  显然对任意的矢量 u I V, S = 0使得 u#S#u = 0成立,即引理的充分性得证1 
必要性  由于原命题与其逆否命题同真假,证明必要性等价于证明如下命题:当二阶对称

张量 S X 0时, 存在矢量 u I V,使得 u#S#u X 01 接下来我们对 S X 0的情况作如下讨论:

( � ) 当在某组标准正交基 ei 下, S 的矩阵表示中至少存在一个对角线元素不为0时

不妨设 S ii X 0(对 i不求和) ,那么在这组标准正交基 ei 下,取 u = ei , 则有

  u#S#u = ei#S#ei = S ii X 0   (对 i不求和)1 

( � ) 当在某组标准正交基 ei 下, S 的矩阵表示中的所有对角线元素都为 0, 但至少存

在一个非对角元素不为 0时

不妨设 S ij X 0( i X j ) , 那么在标准正交基 ei 下,取 u = ei + ej , 则有

  u#S#u = ei#S#ei + 2ei#S#ej + ej #S#ej = 2S ij X 0   (对 i , j 不求和)1 
综合情况( � )、( � ) , 可以得到如下结论: 当二阶对称张量 S X 0时, 存在矢量 u I V, 使得

u#S#u X 01 从而其逆否命题也成立, 即: 如果对任意矢量 u I V, 二阶对称张量 S 满足 u

#S#u = 0, 那么 S = 01 因此引理的必要性得证1 
至此,引理 1得证1 t

引理 2  对于 N 维内积空间V 中的二阶实对称张量S ,

  S = 0 Z S
2
= 01 

证明  当 S = 0时,显然有 S
2
= 0成立1 下面我们证明如果 S

2
= 0成立,那么 S = 0成

立1 

当 S
2
= 0时, 其在任意一组标准正交基 ei 下的矩阵表示中的各个对角元素都为 0,即

  6
N

j= 1
S ijS ji = 6

N

j = 1
SijSij = 6

N

j= 1
S
2
ij = 0   ( i = 1, 2, ,, N) 1 ( 1)

因为 S 在标准正交基 ei 下的矩阵表示中所有分量都为实数, 所以由(1) 式得到 Sij = 0( i , j

= 1, 2, ,, N ) , 即: S
2
= 0 ] S = 01 

综上, S
2
= 0 Z S = 01 至此, 引理 2得证1 t

2  直 接证 明

下面我们来证明二阶半正定张量半正定方根的唯一性定理1 
二阶半正定张量半正定方根的唯一性定理  对于任意二阶半正定张量 S ,存在唯一的二
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阶半正定张量 U,满足: U
2
= S1 

证明  采用反证法, 我们作如下假设:假设存在另一个二阶半正定张量 V X U,使得 U, V

均满足

  U
2
= V

2
= S , ( 2)

则( 2)式等价于

  2( U2
- V

2
) = ( U+ V)#( U- V) + ( U- V)#( U+ V) = 01 ( 3)

取二阶对称张量 X = U- V, 则由假设出发可以得到如下结果: 存在 X = U- V X 0, 满足

  X : [ ( U+ V)#X + X#( U+ V) ] = 01 ( 4)

引进 xi = X#ei = 6
N

k= 1
Xklek , ei 为在N 维欧氏空间V中任意选定的一组标准正交基,由于

X X 0,故 xi 不全为 0,不难得到
[ 7]

  X : [ ( U+ V)#X + X#( U+ V) ] = 2 6
N

i= 1
x i#( U+ V)#x i = 01 ( 5)

又因为 U, V均为半正定张量, 则由定义得

  xi#U#xi \ 0, x i#V#xi \ 0   (对 i 不求和, i = 1, 2, ,, N) 1 ( 6)

因此,要使得( 5)式成立,只能满足

  xi#U#xi = 0, x i#V#xi = 0   (对 i 不求和, i = 1, 2, ,, N) 1 ( 7)

将 V = U- X代入( 7)式,得

  xi#( U- X)#xi = - xi#X#x i = 0   (对 i 不求和, i = 1, 2, ,, N )1 ( 8)

再将 xi = X#ei = 6
N

k= 1Xkl ek 代入( 8)式,立即得到

  ei#X3#ei = 0   (对 i不求和, i = 1, 2, ,, N ) 1 ( 9)

由于 ei 是N 维欧氏空间V 中任意选定的一组标准正交基,那么当取遍N 维欧氏空间V 中所

有的标准正交基时, 对应的( 9)式也成立, 所以( 9)式可以写为如下的等价形式:

  e#X3#e = 01 ( 10)

其中 e可以取遍V 中的所有单位矢量 1 再取任意实数 K, 当 K取遍实数域时,在( 10)式的基础

上可以进一步得到

  Ke#X3#Ke S 0, ( 11)

其中, Ke 可取遍N 维欧氏空间 V 中所有的矢量1 因此( 11)式可以被等价地写为

  u#X3#u S 0,   P u I V, ( 12)

u 是N 维欧氏空间V 中任意的矢量 1 根据引理1, 由(12) 式得到 X
3
= 0,因此有 X

4
= X

3#X

= X
2#X2

= 0,且 X
2
是二阶实对称张量 1 所以由引理 2,得 X

2
= 0;由于 X是二阶实对称张

量,则再用引理2,进一步得到 X = U- V = 01 这与原先的假设:存在另一个二阶半正定张量

V X U,二者均满足 U
2
= V

2
= S 相矛盾1 所以二阶半正定张量的半正定方根是唯一的1 

t

3  结   论

另外,正如He[ 7]在文章中提到的,这里的直接证法对内积空间 V的维数N 没有任何限制,

并且如果将上述证明过程中的 U, V, S 同时改为半负定二阶对称张量,也不会改变证明的过

程和结果1 因此对于半负定二阶对称张量,也存在同样的半负定方根唯一性定理1 二阶半正
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(负)定张量半正(负)定方根唯一性定理将会对人们运用连续介质力学理论研究新材料的力学

问题提供强有力的理论指导1 
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Direct Proof of the Uniqueness of the Square-Root

of a Positive Semi-Definite Tensor

SHAO Yue,  LB Cun- jing

( Fr actur e Mechan ics Labora tory , Depar tment of En gin eer ing Mechanics ,

School of Aerospace , T sin ghua Univer sity , Beijin g 100084, P . R . China )

Abstract: Understanding the basic properties of the positive sem-i definite tensor is prerequisite for its

wide application in theoretical and practical field, especially for its square-root. The uniqueness of the

square-root of a positive sem-i definite tensor was proven without resorting to the notion of eigenva-l

ues, eigenvectors and the spectral decomposition of the second-order symmetric tensor.

Key words: positive sem-i definite tensor; second-order tensor; uniqueness; decomposition
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