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基于最佳摄动量法反演浅水海湾

水质模型的综合扩散系数
X
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(天津大学 力学系, 天津 300072)

(周恒推荐)

摘要 :  作为浅水海湾水质模型基本参数的综合扩散系数,常通过试算来率定, 耗时、经验性强1 

该文应用渤海湾化学需氧量( COD)的部分监测资料,对污染物的综合扩散系数进行了反演1 由于问

题的非线性,结合正则化方法对求解过程的不适定性进行处理,应用算子识别摄动法进行求解1 利

用反演得到的综合扩散系数对渤海湾化学需氧量( COD)、无机氮( IN)、无机磷 ( IP)的分布进一步模

拟,并与监测数据进行对比, 结果表明反演的综合扩散系数是合理的1 该方法还可用于反演水质

模型中的其他参数1 
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引   言

随着经济的发展,越来越多的废水通过入海河流和污水排放口进入海湾,海洋生态环境承

受着巨大的压力1 治理海洋生态环境的关键问题,是需要充分了解污染物在海域中的分布规

律,用水质模型来预测分析是一个重要手段1 自然界中的污染物输移扩散实质是一个三维问
题,然而对于垂向尺度远小于水平尺度的浅水海域,常用沿水深积分的二维控制方程来描述污

染物的混合输运过程[ 1] 1 在水体中,污染物的运动包括随水流输移、分子扩散和湍动扩散1 而
在将三维方程沿水深积分为二维方程的过程中, 导出了代表流速沿垂向分布不均对污染物的

离散作用1 在二维水质方程的推导中, 常将分子扩散系数、湍动扩散系数和离散系数合称为综

合扩散系数(也称综合混合系数) 1 研究认为从数量级上看,分子扩散系数和湍动扩散系数相

对于离散系数小得多,可略去不计[ 1-2] 1 因此在用二维水质模型预测污染物在浅海中的输移分

布时,综合扩散系数可仅取离散系数,它是二维水质模型的关键参数1 
确定污染物离散系数的研究方法可分为溶剂示踪实验法,包括瞬时点源扩散实验、连续点

源扩散实验等; 解析解法,依据物质输运扩散方程,在给定假设下,推导离散系数的计算公式,

655

 应用数学和力学,第 30 卷 第 6期
 2009 年 6 月 15日出版

                Applied Mathematics andMechanics  
  Vol. 30, No. 6, Jun. 15, 2009

X 收稿日期:  2009-04-01; 修订日期:  2009-04-10

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 10872144) ; 全球环境基金资助项目( TF053183)

作者简介:  聂红涛( 1979- ) ,男, 湖北人,博士生( Tel: + 86-22-27890726; E-mail: nht- sea@126. com) ;

陶建华(联系人. Tel: + 86-22-27404403; E-mail: jhtao@ tju. edu. cn) .



如常用的 Elder[ 2]以及 Fischer[ 3]等建立的离散系数估算公式; 经验关系式法, 应用因次分析确

定某一函数形式,然后根据试验资料确定函数中的待定系数,如 Seo 和 Cheng[ 4] , Kashefipour和

Falconer[ 5]根据大量资料提出的估算公式1 其中,大多数研究成果都是针对河流进行的分析,

并且无论是解析解法,还是经验关系式法,受假设条件或试验资料的限制, 均有各自的局限性,

其结果并不是在全域范围内普适的1 在海域研究中,匡国瑞等
[ 6- 7]
进行了大量的现场实验,根

据Lagrange流与 Euler 流自相关系数的相似关系,利用实测资料推算了海域的水平扩散系数1 

李玉梁等[ 8-9]也做了大量研究工作,利用二维潮汐流动中纵向流速任意分布的离散系数公式,

对流速沿垂向为对数分布的正弦式潮汐流动的负离散特性进行了理论分析和实验验证1 由于
海洋中潮汐流是往复流, 具有非恒定性, 在理论分析和实验技术上尚存在一些困难1 此外,相

关文献显示不同海域综合扩散系数存在很大差异,甚至可达 1~ 2个数量级1 因此必须根据海
域实测资料来率定水质模型中的综合扩散系数1 通过不断试验、逐渐减小误差来确定扩散系
数的传统的试算法耗时、经验性强1 

目前利用反演、数据同化思想对模型参数进行的研究, 在实践中取得较好的应用 1 

Heemink等[ 10]对三维浅水流动的反问题进行了研究,利用伴随算法反演了开边界的调和常数、

随空间变化的摩擦因数和涡粘系数; Dehghan等
[ 11]
利用径向基函数( radial basis function, RBF)

求解源项参数控制反问题; Li等[ 12]利用实验结果对地下水溶质运移数学模型的源项进行了

反演1 数值反演已是确定模型参数的一种有效的方法, 但还未见到海洋污染反问题的相关报

道1 基于此,本文对二维水质模型中的综合扩散系数的反演进行了尝试1 应用 2004年 5月和

8月渤海湾现场化学需氧量( COD)监测资料,通过构造最优化问题使数值模拟值和监测数据偏

差最小,基于最佳摄动量法对渤海湾水质模型的综合扩散系数进行了反演,以期更准确地模拟

污染物的输移, 有效地解决海洋环境污染问题1 

1  水 质模 型

对于浅水大面积海域,可采用水深积分的二维数学模型来计算污染物的输移分布:

  5HC
5t +

5UHC
5x +

5 VHC
5y =

    5
5x HDxx

5C
5x + HDxy

5C
5y +

5
5y HDyx

5C
5x + HDyy

5C
5y - K <HC + S 5 , ( 1)

式中, C为沿水深平均的污染物浓度(mg/ L) ; x , y为水平方向坐标(m) , t表示时间( s) ; U, V分

别为沿水深平均的速度在 x , y 方向的分量(m/ s) , H 为总水深(m) ,可由水动力学模型求得; S 5

表示已知外源(河流) 输入, 由实测资料给出; K <为溶质的(一级) 降解系数(1/ d) , 与溶质性质

有关,由实验资料确定; D =
Dxx Dyx

Dxy Dyy
, Dxx , Dxy , Dyx , Dyy 为x , y 方向水深平均的综合扩

散系数( m
2
/ s) 1 综合扩散系数对于准确模拟、预测污染物在海域中的分布具有重要的意义1 

不同海域扩散系数差别很大, 传统的做法是由实测资料通过试算进行率定,本文通过构建扩散

系数反问题实现扩散系数的自动识别1 
对于大面积海域,选取一致的扩散系数将很大程度上概化海域各处污染物的扩散规律,不

利于准确模拟污染物的输移分布1 故在数值求解过程中, 每个离散网格点上的扩散系数需要

不同取值,这样就造成需反演的未知量较多, 计算量大,而且因为未知量较多,所需要补充的已

知条件也更多, 增加了获取实测数据的难度, 因而需要采取有效的手段对未知量进行简化1 
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Elder[ 2]以实验资料和Taylor 的理论方法为基础,假设流速的垂向分布为对数形式, 最早公开发

表了离散系数的经典公式: D l = ( 0. 404 1/ K 3
+ K / 6)H U* ,其中K 为KÀrmÀn常数, U* 为摩阻

流速1 其后基于大量河、渠实测资料,运用量纲分析和回归分析等多种手段, Fischer
[ 3]
、Seo 和

Cheng
[ 4]
, Kashefipour 和Falconer

[ 5]
均提出了各自的估算公式,虽然系数取值不同,但均可以写为

D l = AHU* 的形式,其中 A为无量纲量1 由于现场实验的困难和实测资料匮乏,海域水体的综

合扩散系数常借用河渠中的这种离散系数表达形式,即

  D =
AHU 0

0 AHV
1 ( 2)

此表达形式在海域污染物模拟中得到广泛应用
[ 13-15]

,其合理性已得到验证1 但是在这些应用
中,公式中的参数 A都是按照经验选取 1 本文利用这种表达形式,简化待反演的未知量,从而
对扩散系数的反演转化为对参数 A的确定1 

2  率定综合扩散系数的反问题

若已知岸边河口和排污口的污染物排放强度,初、边界条件,模型参数如扩散系数等,结合

水动力条件及用数值计算方法来求解方程( 1)中污染物浓度 C ( x , y , t ) , 这就是正问题 1 数学
表述如下:若已知方程(1) 中的 U, V , H , K<, S 5 以及浓度C 的初始分布,对于每个给定的扩散

系数 D( A) , 在任一时刻都存在唯一的 C( x , y , t ) 与之对应,即存在非线性算子 �K使得

  C( D( A) ; x , y , t ) = �K( D( A) )1 ( 3)

若已知岸边河口和排污口的污染物排放强度, 初、边界条件, 并已知污染物浓度 C( x , y ,

T) , 需要结合水动力条件,应用相应方法来反演模型参数如扩散系数,这就是反问题 1 反问题
与正问题是相对应的,数学表述如下:若已知方程(1) 中的 U, V, H , K < 以及S5 ,需要利用污染

物在海域的分布 C ( x , y , T ) 来反演扩散参数,即求解下列非线性算子方程:

  �K( D( A) ) = C( x , y , T) , ( 4)

其中, D( A) 为待确定的扩散系数, C( x , y , T) 为实测获得1 由方程(1)可知,算子�K是非线性
的,所求问题是不适定的,即当测量数据 C( x , y , T) 有微小变化时,所求得的参数 D ( A) 可能

会有大的变化1 而在实际问题中,测量误差是无法避免的,因此直接求解方程( 4)可能导致解

很大的变动,甚至严重偏离问题的真实解[ 16] 1 对于不适定问题, Tikhonov 所提出的正则化理

论[ 17]已得到很好的应用1 结合正则化的思想, 参数识别问题( 4)可转化为下列非线性泛函的

极小值最优化问题:

  J [ D( A) ] = +�K( D( A) ) - C ( x , y , T ) +2+ a8 ( D( A) ) , ( 5)

其中, a 为正则参数(0 < a < 1) ; 8 为稳定泛函1 

3  综合扩散系数反问题的求解方法

本文对综合扩散系数反问题的求解是利用最佳摄动量法来实现的,通过构建参数 A的迭

代寻优过程,实现对参数 A的识别,具体方法如下叙述1 

首先假定参数 A的基函数形式A( x , y ) = 6
]

i = 1 kiUi ( x , y ) ,其中, Ui ( x , y ) 为基函数1 取

有限项逼近,得 A( x , y ) = 6
n

i = 1kiUi ( x , y )1 而对于给定的 Aj ( x , y ) ,就可以应用数值方法
[ 18]

求解溶质输运方程(1) ,即求解正问题得到 C ( Aj ; x , y , t ) = �K( Aj ) 1 

其次,利用算子识别摄动法,建立数值迭代过程:
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  Aj+ 1( x , y ) = Aj ( x , y ) + DAj ( x , y )1 ( 6)

类似地,扰动量可表示为

  DAj ( x , y ) = 6
n

i= 1

Dk ji Ui ( x , y ) = DKT
j U( x , y )1 ( 7)

为了由 Aj ( x , y ) 得到 Aj+ 1( x , y ) ,扰动量DAj ( x , y ) 必须先求出, 其值可由下列目标函数的

局部极小值来确定:

  F[DKj ] = +C( Aj + DAj ; x , y , T) - C ( x , y , T ) +2
+ a8 (DKj ) , ( 8)

对 C ( Aj + DAj ; x , y , T ) 进行Taylor展开并略去高阶小量可得

  C( Aj + DAj ; x , y , T) = C( Aj ; x , y , T) +
5
5Aj

C( Aj ; x , y , T )#DAj + O( +DAj +) =

    C ( Aj ; x , y , T) + ¨T
K
j
C ( Aj ; x , y , T)#DKj + O( +DAj +) ,

其中 ¨T
K
j
= (5/ 5 k1, ,,5/ 5kn )1 将上式代入式( 8)则有

  F[DKj ] = +C( Aj ; x , y , T ) - C( x , y , T) + ¨T
K
j
C( Aj ; x , y , T)#DKj +2

+

    a 8 (DKj )1 ( 9)

取 8 (DKj ) = DK
T
j DKj , 若在计算区域有 M 个确定点浓度值C( xm , ym , T ) 已知,则

  F[DKj ] = 6
M

m= 1

[ C ( Aj ; xm , ym , T ) - C ( xm, ym , T ) +

    ¨T
K
j
C( Aj ; xm, ym , T )#DKj ] 2 + aDKT

j DKj 1 ( 10)

记

  G =

C( Aj ; x 1, y1, T )

s

C( Aj ; xM , yM , T )

, G
*
=

C( x 1, y 1, T )

s

C( xM, yM , T )

,

  B = ( bm, i )M@ n, bm, i =
5
5 kiC ( Aj ; xm , ym , T ) ,

则( 10)式可化简为

  F[DKj ] = DK
T
jB

T
BDKj + 2DK

T
jB

T
( G- G

*
) +

    ( G- G
*
)
T
( G- G

*
) + aDK

T
jDKj , ( 11)

不难求得上式的局部极小值DKj 满足下列线性方程:

  ( B
T
B + aI)DKj = B

T
( G - G

*
)1 ( 12)

求解上述线性方程( 12) ,并将其解DKj 代入式(7) 便可求得扰动量DAj ,取新的猜测值 Aj+ 1如式

( 6)所示1 
最后,重复上述求解过程,直到满足精度要求 +DKj + [ E 为止1 

4  渤海湾水质模型综合扩散系数反演

渤海湾位于渤海西部,面积为 14 700 km
2
, 平均水深约 10 m, 为典型的淤泥质缓坡海湾1 

对于渤海湾水质模型综合扩散系数的反演是利用其5月、8月的水质大面监测资料进行的,如

图1中 n所示1 模拟对象为化学需氧量( COD) , 其降解系数按照文献[ 19]计算1 初始浓度由 5

月的大面积监测数据插值得到,以 8月监测数据为反演附加条件,即方程( 4)、( 5)中已知的浓

度分布 C ( x , y , T )1 模拟区域为东经( 117b30c, 118b45c)与北纬( 37b54c, 39b15c)之间海域, 空间

步长 $x = $y = 0. 005b, 时间步长 $t = 180 s1 水动力开边界条件以实际潮位资料作为边界
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输入1 渤海湾沿岸重要的入海河口和污水排放口众多, 图 1中 p所示的 E1, E2, E3和 E4为渤

海湾沿岸主要的河口和排污口,外源由这些河口和排污口的统计数据输入1 反演得到的扩散

系数将进一步应用于渤海湾无机氮( IN)和无机磷( IP)的模拟,以验证其反演值的有效性1 

图 1 渤海湾地形及站位示意图

4. 1  综合扩散系数的反演

水动力学条件是驱使污染物输移的主要动

力,为尽量减少对污染物输移分布可能造成的影

响,需要对潮流场的模拟结果进行严格验证1 本
文水动力学模型通过对监测水位、流速以及流向

的模拟分析,数值模拟结果与实测数据吻合较好,

数值计算结果较好地再现了水动力过程, 模型对

渤海湾流场模拟是成功的[ 20] 1 
由于离散作用是由流速、浓度沿深度分布不

均匀引起的,而经验公式( 2)中计算扩散系数时,

只综合了沿深度平均的流速大小和总水深1 考虑
到地形变化是决定流速垂向分布的一个重要因

素,结合式( 2) ,本文取参数 A( x , y ) 为

  A( x , y ) = k1+ k2<( x , y ) + ,+

    kn [ <( x , y ) ] n- 1
,

其中 <( x , y ) 为地形函数, 表示为海域中任一点的静水深与相邻点的差值相对它们之间距离

的变化率,由于海域中任一点( x i , y i ) 均与周围 8点( xi ? 1, y i ?1) , ( x i , y i? 1) 和( xi ? 1, yi ) 相邻,简

记为( x b , y b) , ( b = 1, ,, 8) 则

  <( x i , y i ) =
1
8 6

| H D( x i , yi ) - H D( x b , y b) |

( xi - xb)
2
+ ( yi - y b)

2
, ( 13)

其中 H D( xi , yi ) 为点( x i , y i ) 处已知静水深 1 由式(13) 中的定义可知, 地形函数 <( x , y ) 为无

量纲量,故在此定义下的 A( x , y ) 满足式(2) 中的量纲要求 1 此外, 由于水平方向的空间尺度

远大于地形的垂向变化,因而 <( x , y ) < 1,一般可略去高阶小量,可取 A( x , y ) = k1+ k 2<( x ,

y )1 对于扩散系数的反演, 取初始迭代值[ k 1, k2] = [ 1. 0, 1. 0] ,结合渤海湾5月和8月的调查

资料, 应用本文前述方法对参数 A( x , y ) 进行反演, 经过多次迭代求得 [ k1, k2] = [ 5. 84,

12163] ,即 Ainv( x , y ) = 5. 84 + 12. 63<( x , y )1 文献[ 15]在对渤海湾 COD的分布模拟中,参数

A( x , y ) 取为了常值 A0 = 3. 3,鉴于此,本文又将初始迭代值取为 A0,即[ k 1, k 2] = [ 3. 3, 0. 0] ,

重复反演过程, 同样得到 Ainv( x , y ) = 5. 84+ 12. 63<( x , y )1 参数 A( x , y ) 取常值 A0和反演值

Ainv时所模拟的 8月份浓度分布与监测浓度分布比较如图 21 

从图 2可以看出, 扩散参数取反演值 Ainv 时模拟所得的对应浓度分布与监测值的一致性

显然比取常值 A0 时更好1 进一步定量分析模拟效果,定义平均误差百分比如下:

  Eav =
1
N 6

N

i= 1

| Cmi - C si |

Cmi
@ 100%, ( 14)

其中, N 为站位数, Cm i为第 i 个站位的浓度监测值, Csi 为第 i个站位的浓度模拟值1 依照上

式,扩散系数取反演值时的平均误差百分比 5. 06%, 而取常值时平均误差百分比为 9. 63% ,平

均误差百分比约减少 47. 4% ,表明本文方法是有效的1 
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图 2 扩散系数反演值 Ainv及给定常值 A0 模拟化学需氧量 C COD 分布与

监测数据的比较( 2004年 8 月)

利用反演得到的扩散参数 Ainv进一步模拟 10月份的 COD分布,并与 10月的监测数据进

行对比,如图 3所示1 由图 3可以看出, 所预测的浓度分布在大多数站位与监测数据符合较

好,平均误差百分比为 5. 41%1 最大相对误差出现在 4号站位,其相对误差值为 13. 2%, 基本

在满足要求范围内, 表明本文反演出的扩散系数是合理的1 

图 3  2004年 10月模拟化学需氧量 CCOD分布与实测值的比较

( a) 2004 年 8月无机氮 C IN模拟值与实测值   ( b) 2004 年 10月无机氮 C IN模拟值与实测值

( c) 2004 年 8月无机氮 C IP 模拟值与实测值   ( d) 2004 年 10月无机氮 C IP 模拟值与实测值

图 4 无机氮 C IN、无机磷 C IP模拟值与实测值的比较

4. 2  扩散系数的应用

由于影响污染物输移分布的因素众多,水动力条件、大气沉降、污染物降解甚至污染源不
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精确, 其造成的误差都需要另一因素来弥补, 从这个角度来说,本文方法所确定的污染物扩散

系数更像是一个综合多种因素的取值1 为进一步检验本文扩散系数的有效性,应用本文反演

得到的扩散系数对渤海湾的无机氮( IN)和无机磷( IP)进行了模拟1 与 COD模拟类似, 无机氮

( IN)和无机磷( IP)的初始场同样是分别由 5月份的大面积监测数据插值得到,应用水质模型

模拟 8月份和 10月份无机氮( IN)和无机磷( IP)的分布, 并与实测资料进行对比,如图 41 
由图 4可以看出, 无机氮和无机磷的模拟值基本上反映了其在渤海湾海域的分布规律, 8

月份污染物浓度较高, 10月份浓度相对较低; 近岸站位由于靠近排污口, 污染物浓度较高,离

岸较远的站位污染物浓度较低1 大多数站位的模拟值与实测值基本一致, 只有个别站位在个别

月份模拟值与实测值有较大偏离,如无机氮 8月份 4号站位模拟值和实测值偏离较大1 总体上

看,本文反演的扩散系数应用于渤海湾无机氮、无机磷的模拟预测是合适的1 

5  结   论

本文就如何利用监测数据对浅海水质模型综合扩散系数的反演作了尝试,将扩散系数的

确定变成依赖于区域内部监测数据的数值迭代过程1 但由于本文方法在每一次迭代过程中都
要对正问题求解,如何提高计算效率值得注意1 从在渤海湾的应用中可以看出,本文方法是有

效的1 此外,虽然影响污染物输移分布的因素众多, 但只要污染物的扩散机理相同, 则针对某

种污染物确定的扩散系数,也可用于确定其它污染物的扩散过程1 
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Inversion of Dispersion Coefficient in Water Quality

Model Using Optimal Perturbation Algorithm

NIE Hong-tao,  TAO Jian-hua

( Depar tment of Mechanics , T ianjin Un iv er sity , Tianjin 300072, P . R . China )

Abstract: As one of the primary parameters in the water quality model for shallow bay, the dispersion

coefficient is traditionally determined by trial and error method with time consuming and more exper-i

ence. Based on the measured data of chemical oxygen demand ( COD) , the dispersion coefficient was

calculated using inversion method. In this process, the regularization method was applied to treat the

il-l posedness, and the operator identification perturbation method was used to obtain the solution. By

running the model with the inverted dispersion coefficient, the distribution of COD, inorganic nitrogen

( IN) and inorganic phosphorus (IP) in Bohai bay were predicted respectively and compared with the

measured data. The results indicate that this method is feasible and the inverted dispersion coefficient

can be used to predict other pollutant distribution. Moreover, this method may also be further extended

to the inversion of other parameters in water quality model.

Key words: water quality model; dispersion coefficient; inversion; regularization; Bohai bay
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