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摘要 : � 研究了指数型体积分数对功能梯度薄圆柱壳振动频率的影响�� 壳体厚度方向上的材料特

性呈指数律变化�� 由Love 薄壳理论, 得到应变- 位移及曲率- 位移关系表达式�� 利用 Rayleigh-

Ritz 方法, 导出壳体的固有频率方程�� 假定轴向形态关系是典型的梁函数�� 壳体的固有频率取决

于组合材料的体积分数�� 所得结果与已有文献的结果进行对比分析, 说明本方法是正确的��
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引 � �言

圆柱壳在工程及工业领域中有着广泛的应用, 如土木、力学和航空等��它们大多数被用于

承重结构, 如飞行器、建筑物和轮船��在早期应用中, 理论分析其动力特性, 如振动、屈曲、稳定

等, 为今后的实际应用规避了风险��Love
[ 1]

薄壳理论被认为是第一个基于 Kirchhoff 假设( 梁和

板) 的正确理论��在 Leissa
[ 2]
、Blevins

[ 3]
和 Markus

[ 4]
的著作中, 可以看到他们对壳体理论的检

验, 这些理论都是对 Love
[ 1]
壳体理论的改进��Arnold 和 Warburton

[ 5]
在圆柱壳振动特性的研究

方面做了开创性的工作��文献[ 2- 4] 给出了壳体振动特性研究最好的综述��
采用不同类型的材料来构建壳体��功能梯度材料( FGMs) 已被广泛地应用于不同的领域,

包括电子学、化学、光学、生物医学等�� 1984 年日本的材料科学界[ 6- 7] 作为隔热材料最早提出

了制作功能梯度材料的想法��FGMs 是用粉末冶金法将不同的材料复合而成��FGMs 已经被用

来构建动力学构件, 如梁、板、壳, 并研究其振动响应��这项工作已有大量的文献报道, 如 Loy

等[ 8] 、Pradhan 等[ 9] 、Ying 等[ 10] 、Sheng 和 Wang[ 11] 、Li 等[ 12] 、Chen 等[ 13] , 以及 Najafizadeh 和 Is-

vandzibaei[ 14] 的工作��

用FGMs制成圆柱壳来适应其使用环境��Loy 等[ 8] 在各种几何参数下, 研究了功能梯度圆

柱壳的固有频率谱, 以及调节体积分数规则对材料分布的影响��Pradhan 等[ 9] 给出了在各种边
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界条件下, 功能梯度圆柱壳的振动特性分析��轴向形态关系可以由典型梁函数来近似��Na-

jafizadeh和 Isvandzibaei[ 14] 基于高阶剪切变形板理论, 研究了环形支承功能梯度壳的振动��Ar-

shad 等[ 15] 提出了具有各种体积分数规则时功能梯度材料圆柱壳的频率分析��
功能梯度材料中, 材料的分布取决于体积分数规则, 以及功能梯度圆柱壳组成材料的径向

变化��这将导致壳体成分连续性的改变, 并出现力学性能和热性能的梯度变化��文献[ 8- 9]

中, 假设体积分数规则是代数多项式形式, 其指数从 0 变化到无穷大��体积分数指数的变化,

影响壳体的频率��文献[ 15] 假设不同数学形式的体积分数规则, 进行了频率分析, 并研究了它

们对频率谱的影响, 提出了圆柱壳固有频率随着体积分数指数值的变化而连续变化��
本文在振动频率分析的研究中, 建议采用广义指数形式的体积分数规则��检查底数的变

化对壳体振动特性的影响��利用 Rayliegh- Ritz 方法, 对简支边界条件进行了分析��通过将本

文的结果与已有文献相比较, 证明本方法的有效性和正确性��

1 �数 学 公 式

考虑一个薄壁圆柱形壳, 其几何参数如图 1 所示, 平均半径为 R,长度为 L , 厚度为 h�� 材

料参数是, 弹性模量 E, Poisson 比 �,质量密度 ��� 假设正交坐标系( x , �, z ) 建立在壳体中面

上,其中 x , �和 z 分别为壳的轴向、周向和径向坐标��

图 1� 薄壁圆柱形壳的几何示意图

注意到, 壳体中面的轴向、周向和径向的位移

变形分别为 u, v 和w�� 对于变厚度圆柱壳来说,

应变能为

� � S =
1
2�

L

0�0

2�

[ A 11 e
2
11 + A 22e

2
22+

� � � � 2A 12 e11 e22+ A 66 e
2
12 +

� � � � 2B11e11�11+ 2B 12( e11�22 + e22�11) +

� � � � 2B22e22�22+ 2B 66e12�12+

� � � � D11�
2
11+ D22�

2
22+ 2D12�11�22+

� � � � D66�
2
12] Rd�dx , ( 1)

其中, e11, e22 和 e12 为参照曲面的应变, �11, �22 和 �12 为该曲面的曲率, A ij , B ij 和Dij ( i , j = 1,

2 和 6) 分别为薄膜刚度、耦合刚度和弯曲刚度:

� � A ij , B ij , D ij = �
h/ 2

- h/ 2
Q ij 1, z , z

2
dz �� ( 2)

各向同性材料简化刚度为 Qij ( i , j = 1, 2 和 6)

� � Q11 = Q22 =
E

1- �2
, Q12 =

�E
1- �2

, Q66 =
E

2(1 + �)
�� ( 3)

本文假定薄壳的厚度参数 ( R / h) 小于20��基于此假设, 用 Love
[ 1]

的一阶壳体理论来描述

应变- 位移及曲率- 位移关系, 对圆柱壳来说它们可以写成

� � e11, e22, e12 = -
�u
�x , -

1
R
�v
��+ w , -

�v
�x +

1
R
�u
�� ( 4)

及

� � �11, �22, �12 = -
�2w
�x 2 , -

1

R
2
�2
w

��2
-
�v
�� , -

1
R
�2
w

�x��-
�v
�x �� ( 5)

将关系式( 4) 和( 5) 代入含曲面应变 e11, e22 和 e12, 曲面曲率 �11, �22 和 �12 的表达式( 1) , 壳体的
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应变能可以用下式来描述:
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不计转动惯量, 薄壁圆柱壳的动能给出为

� � T =
1
2�

L

0�
2�

0
�T

�u
�t

2

+
�v
�t

2

+
�w
�t

2

R d�dx , ( 7)

其中 t 表示时间, �T 为单位长度的质量密度, 并定义为

� � �
T
= �

h/ 2

- h/ 2
�dz , ( 8)

其中 �为质量密度��
用Lagrange 函数来定义能量函数 F

� � F = T - S�� ( 9)

2 �求 解 过 程

用Rayleigh- Ritz 法得到圆柱壳的运动方程��假设位移函数 u, v 和w 的形态形式对于空

间变量x , �及时间变量 t 来说是分离的:

� �
u( x , �, t ) = AU( x ) cosn�cos �t ,

v( x , �, t ) = BV( x ) sinn�cos �t ,

w ( x , �, t ) = CW( x ) cosn�cos �t ,

( 10)

其中系数 A , B , C 表示振动振幅, n 为圆周波数, �为固有角振动频率��
利用 u、v 和w 的函数表达式, 以及它们在能量 S, T 公式中的偏导数表达式, 根据能量最

小原理, 得到Lagrange 函数形式

� � F = Tmax - Smax , ( 11)

其中 Tmax 和 Smax 分别为最大动能和最大应变能��为了导出频率方程, 取 Lagrange 函数关于振

幅参数 A, B, C 的极值, 得到 3 个相等的联立方程:

� � �F�A =
�F
�B =

�F
�C = 0�� ( 12)

重新排列方程( 12) 中的各项, 得到下列特征方程, 用于确定壳体固有频率和模态��

� �

C11 C12 C13

C12 C22 C23

C13 C23 C33

A

B

C

=
L �T

2 �
2

A

B

C

, ( 13)

其中矩阵元素 ( C ij ) 取决于壳体参数和圆柱壳两端的边界条件��

3 �轴向形态关系及边界条件

多种代数函数被用于轴向形态关系, 如梁函数
[ 16- 17]

, 多项式函数
[ 18- 19]

, Ritz 多项式函
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数[ 20- 21] , Fourier 级数形式的三角函数[ 22] ��这些函数都满足壳两端的边界条件��在本研究中,

轴向形态关系写成

� � U( x ) =
d�( x )

dx , V( x ) = �( x ) , W( x ) = �( x ) , ( 14)

其中 �( x ) 是特征梁函数, 并定义为

� � �( x ) = d1cos
�x
L

+ d2sin
�x
L

+ d 3cosh
�x
L

+ d4sinh
�x
L

, ( 15)

其中参数 d1, d2, d3 和d4 的值和壳端的边界条件有关, �是一个实数,与梁函数的特征值对应,

并与轴向半波数有关 �� 轴向位移及其导数应用物理约束,端点 x = 0和 x = L 上实际的边界

条件为

� �

固定 � �( x ) = d�( x )
dx

= 0,

简支 � �( x ) = d
2
�( x )
dx 2 = 0,

自由 � d2 �( x )
dx 2 =

d3�( x )
dx 3 = 0��

( 16)

本文只考虑圆柱壳两端简支的边界条件��

4 �功能梯度材料

功能梯度材料是一种高级材料, 广泛应用于工程科学技术��其卓越的性能, 使它们在热环

境下得到最好的使用��功能梯度材料的材料特性是温度和体积分数的函数��材料的性能由组

成材料的体积分数所控制��如果 P i 表示第 i 种组份材料的材料性能, 功能梯度材料由 k 种材

料组成,则功能梯度材料的有效材料性能 P 可以写为

� � P = �
k

i= 1

P iVi , ( 17)

其中 Vi 为第 i 种组份材料的体积分数, 且组份材料的体积分数之和等于 1, 即

� � �
k

i= 1

Vi = 1�� ( 18)

对于圆柱壳来说, 体积分数取决于厚度的变化, 并定义为

� � Vi =
z - R i

Ro - R i

p

, ( 19)

R i 和R o 分别表示壳体的内径和外径, z 为径向厚度的变化, p 为幂指数, 是一个非负的实数, 在

0 和无穷大之间��对圆柱壳来说, 体积分数假设为

� � Vi =
z + 0. 5h

h

p

, ( 20)

其中 h 为壳体的平均厚度 �� 考虑壳体由两种材料组成时,等效的弹性模量 E、Poisson 比 �和

质量密度�如下给出为

� �

E = ( E1- E 2)
z + 0. 5h

h

p

+ E 2,

�= ( �1- �2)
z + 0. 5h

h

p

+ �2,

�= ( �1- �2)
z + 0. 5h

h

p

+ �2��

( 21)
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上述关系表明, FGM 的性能在内表面上表现为材料2 的性能, 在外表面上表现为材料 1的性能��

因此, FGM 的性能从内表面材料 2的性能连续地变化到外表面材料 1 的性能��Arshad 等[ 15] 修

正了体积分数规则式( 20) , 假定按指数形式

� � Vi = 1 - exp(- ( z / h + 0. 5) p) , ( 22)

该规则只依赖于 1 个底数 e( e= 2. 718� ) ��现在, 将该规则作进一步改进, 拓展为一个综合底

数 b( b > 0) , 记为

� � Vi = 1 - b
- ( z/ h+ 0. 5) p�� ( 23)

这时, 等效的弹性模量 E、Poisson 比 �和质量密度�表示为

� �

E = ( E1- E 2) 1- b
- ( z/ h+ 0. 5)

p

+ E2,

�= ( �1- �2) 1 - b
- (z / h+ 0. 5)

p

+ �2,

�= ( �1- �2) 1- b
- ( z/ h+ 0. 5)

p

+ �2,

( 24)

这些表达式表明, 当 z = - 0. 5h 时, E = E 2, �= �2, �= �2; 当 z = 0. 5h 时, E = (E 1 -

E2) 1 - b
- 1

+ E2, �= ( �1- �2) 1 - b
- 1

+ �2, �= ( �1- �2) 1 - b
- 1

+ �2�� 因此, 在壳体

的内表面上, 材料 2是材料性能的主导作用, 而在外表面上, 材料性能表现为材料 1 和材料 2

的综合性能��

5 �结果及讨论

将当前的结果和已有的研究成果进行比较, 本文研究的有效性和正确性得到了验证��计
算各向同性钢圆柱壳的固有频率( 简支, 无轴向约束) , 并与文献[ 23] 的分析结果进行比较��壳

体的几何参数和材料性能为: L = 0. 41 m, h = 0. 001 m, R = 0. 301 5 m, E = 2. 1� 1011 N/m2
,

�= 0. 30, �= 7. 85 � 103 kg/ m3�� 取轴向半波数 m = 1, 表1 中列出了两种方法所得结果��文
献[ 23] 采用数值逼近技术, 而本文中采用 Rayleigh- Ritz 方法, 假设轴向形态关系为封闭的三

角函数, 满足无轴向约束简支的边界条件��可以发现, 本文所得到的频率低于文献[ 23] 的结

果, 这是因为采用不同的分析方法��表 2 给出了功能梯度材料圆柱壳简支时的固有频率( Hz) ,

与文献[ 14] 结果的对比分析��壳体的内表面由材料镍组成, 外表面由不锈钢组成, 轴向半波数

m = 1,几何参数为 L / R = 20, h/ R = 0. 002�� 可以看到, 两个频率非常接近, 但在某些少数结

果上本文的结果高于文献[ 14] , 这可能应归于壳体理论公式��本文采用线性薄壳理论, 而在文

献[ 14] 采用三阶剪切变形板理论��从壳频率的对比结果来看, 本文的方法是有效的, 确保了结

果的正确性��
表 1 各向同性圆柱壳两端简支时固有频率的对比分析

( m = 1, L = 0. 41, h = 0. 001, R = 0. 301 5) Hz

n 文献[ 23] 本文

7 305. 22 301. 60

8 281. 31 278. 64

9 288. 24 286. 02

10 317. 49 315. 51

11 362. 20 360. 36

12 417. 94 416. 19
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表 2 功能梯度材料圆柱壳两端简支时固有频率的对比分析

� � � ( m = 1, L / R = 20, h/ R = 0. 002) Hz

n
p = 0. 5

文献[ 14] 本文

p = 5

文献[ 14] 本文

1 13. 320 13. 321 12. 915 12. 998

2 4. 514 7 4. 516 8 4. 3763 4. 406 8

3 4. 190 0 4. 191 1 4. 058 6 4. 089 1

4 7. 101 9 7. 097 2 6. 872 3 6. 925 1

5 11. 343 11. 336 11. 978 12. 061

� � 表 3 不同底数的Ñ- 型圆柱壳固有频率的变化情况 ( m = 1, L/ R = 20, h/ R = 0. 002) Hz

n
p = 0. 5

b = 2 b = 3 b = 5 b = 9

p = 15

b = 2 b = 3 b = 5 b = 9

1 13. 319 13. 307 13. 296 13. 287 13. 008 13. 007 13. 005 13. 004

2 4. 512 7 4. 508 2 4. 504 3 4. 501 2 4. 408 1 4. 407 3 4. 406 5 4. 405 7

3 4. 186 9 4. 181 8 4. 177 3 4. 174 0 4. 090 6 4. 089 1 4. 087 6 4. 086 2

4 7. 096 2 7. 087 5 7. 079 8 7. 073 7 6. 932 6 6. 930 1 6. 927 5 6. 925 2

5 11. 337 11. 323 11. 311 11. 301 11. 075 11. 072 11. 068 11. 064

  表 4 不同底数的Ò- 型圆柱壳固有频率的变化情况 ( m = 1, L/ R = 20, h/ R = 0. 002) Hz

n
p = 0. 5

b = 2 b = 3 b = 5 b = 9

p = 15

b = 2 b = 3 b = 5 b = 9

1 13. 106 13. 118 13. 128 13. 137 13. 427 13. 428 13. 430 13. 431

2 4. 442 1 4. 446 5 4. 450 4 4. 453 4 4. 549 5 4. 550 1 4. 551 9 4. 552 7

3 4. 119 0 4. 124 0 4. 128 4 4. 131 8 4. 217 4 4. 218 6 4. 221 6 4. 223 1

4 6. 976 2 6. 984 7 6. 992 4 6. 998 4 7. 152 3 7. 146 8 7. 150 4 7. 152 8

5 11. 143 11. 157 11. 169 11. 179 11. 413 11. 417 11. 422 11. 425

  本文还研究了两种功能梯度材料, 即用于构成圆柱壳的材料不锈钢和镍, 以及体积分数沿

厚度方向按幂指数规则变化时的材料性能1 通过改变不锈钢和镍的体积分数的幂指数值, 来

研究组成材料体积分数的影响1 研究两类功能梯度材料的圆柱壳, 分析功能梯度材料的构成

对壳体频率的影响1 通过改变幂指数 p 及其底数来实现1 将功能梯度壳结构分成两类: Ñ-

型圆柱壳, 壳的内表面由镍组成, 外表面假设体积分数按式( 23) 组成两种材料的混合物; Ò-

型圆柱壳, 内表面上材料顺序刚好相反1 T = 300 K 时, 不锈钢和镍的材料性能分别为

  E = 2. 077 88 @ 1011 N/ m2
, M= 0. 317 756, Q= 8 166 kg/ m3

和   E = 2. 050 98 @ 1011 N/ m2
, M= 0. 31, Q= 8 900 kg/ m3

1 

表3 给出了简支边界条件时, I- 型圆柱壳固有频率的变化情况1 取轴向模型数 m = 1, 几何

参数 L / R = 20, h/ R = 0. 0021 材料径向体积分数按指数规则式( 23) 确定1 调整底数为2, 3,

5, 91 从表 3 中看到, 频率随着幂指数 p 的增大而减小, 显示了构成材料的体积分数对 p 值的

影响1 这些变化是功能梯度材料沿着壳体厚度方向分布的结果1 频率随着体积分数规则式

( 23) 的变化而变化, 随着底数的增大而减小1 在体积分数规则式( 23) 中, 当 p 固定时, 底数 b

无限制增大时, V1 趋于 1, 这时的壳体振动特征与单一功能梯度材料完全相似1 

表4给出了简支Ò- 型圆柱壳的固有频率(Hz) , 底数分别为2, 3, 5, 9, 轴向模型数 m = 11 在
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表中可以看到,频率随着 p 的增大而增大1 这是组成圆柱壳功能梯度材料阶次改变的结果1 还

可以发现, 频率首先随着体积分数规则式( 23) 底数的增大而增大1 随着 p 和底数 b 的增大, 频

率值保持在由纯镍或纯不锈钢组成的圆柱壳的频率值之间1 由此可以推断, 功能梯度材料圆

柱壳的振动频率受到体积分数规则式( 23) 底数的影响1 

6  结  论

本文研究材料分布沿壳体径向指数变化时, 分析功能梯度薄圆柱壳体的频率1 对一个组

合材料的功能梯度圆柱壳来说, 其变化受制于一个指数形式的代数公式1 功能梯度圆柱壳由

不锈钢和镍组成两种型式1 使用Love 壳体理论进行分析, 利用 Rayleigh- Ritz 方法, 求解简支

边界条件下的壳体问题1 轴向模态关系用三角函数逼近1 和已有文献中的结果相比较, 验证

了所得结果的正确性1 研究发现, 指数体积分数的底数对 Ñ - 型和 Ò - 型圆柱壳频率的影响

是不同的1 对Ñ- 型圆柱壳来说, 底数增大时固有频率是减小的, 对Ò- 型圆柱壳来说是增大的1 

当体积分数变化规则如上所述时, 这种方法还可以推广到分析边界条件对壳振动的影响1 
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V i b r a t i o n s o f F G M T h i n C y l i n d r i c a l S h e l l s W i t h

E x p o n e n t i a l V o l u m e F r a c t i o n L a w
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,  T ah ir M a h m o o d
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( 1. Depar tment of Mathema tics , the I slam ia Un iver sity of Bahaw alpur , Pakistan ;

2. Depar tment of Mathemat ics , Governm ent College Univer sity , Fai salabad , Pakistan )

Abst ra ct : The influence of an exponential vo lume fraction law on the vibr ation frequencies of thin

functionally graded cylindrical shells wa s studied. Mater ial pr opertie s in the shell thickness dir ection

were gr aded in accordance with the exponential law. Expressions for the strain - displacement and

curvatur e- displacement r elationships were taken from Love. s thin shell theor y. The Rayleigh- Ritz

approach w as used to derive the shell eigenfr equency equation. Axial modal dependence is assumed in

the char acter istic beam functions. Natur al frequencies of the shells are observed to be dependent on

the constituent vo lume fractions. The results are compared w ith tho se available in the literatur e for

the validity of the present methodology.

Key wo rds: exponential vo lume fra ction law; functionally graded materials( FGM ) ; cylindr ical shells;

vibrations; the Rayleigh- Ritz appro ach
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