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摘要：　 研究了反平面变形状态下压电 ／压磁复合楔形结构耦合场的奇异性．应用复变函数理论和本征函数展开方

法，推导了 １６ 种机械、电学和磁学组合边界条件下关于奇异性指数本征方程的显函表达式．基于得到的本征方程，
通过数值算例表明了楔角、边界条件和材料组合类型对耦合场奇异性的影响，发现压电效应和压磁效应之间的相

互作用导致压电 ／压磁复合楔磁电弹场的奇异性比压电复合楔电弹场的奇异性更加复杂．

关　 键　 词：　 压电材料；　 压磁材料；　 复合楔形结构；　 反平面变形；　 耦合场；　 奇异性指数
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０　 引　 　 言

由压电材料和压磁材料制作而成的复合材料或结构可以实现电能和磁能之间的相互转换，即宏观上具

有磁电耦合效应．压电 ／压磁复合材料除具有独特的磁电耦合外，仍具有力电和力磁耦合效应，因此，这类材

料也称为磁电复合材料或磁电弹材料．按照复合方式和几何构型，压电 ／压磁复合材料一般可分为颗粒、纤维

和层状三种形式［１］ ．与颗粒和纤维两种形式的磁电复合材料相比，层状磁电复合材料不仅制备工艺简单，更
重要的是磁电转换效率高，且易于施加电场或磁场来实现磁电性能的调控，同时也是众多磁电器件的主要结

构形式．因此，除凝聚态物理和材料领域的研究人员们围绕层状磁电复合材料的磁电性能和器件应用开展了

大量的工作外［１⁃７］，力学工作者们从力⁃电⁃磁多场耦合的角度，重点研究了其振动［８⁃１２］ 和弹性波传播［１３⁃１８］ 的

动态特性以及界面断裂行为［１９⁃２５］ ．
磁电效应是借助于界面传递变形而产生的，因此界面的结合强度对磁电转换以及磁电器件的可靠性有

举足轻重的影响．对于层状磁电复合材料或器件，不可避免地会存在几何或材料性能的不连续区域，如图 １
所示．类似于孔洞、裂纹或位错等缺陷，楔形复合结构中几何形状的突变或材料性能的间断会导致楔顶（切
口）附近产生应力集中，在线弹性理论范畴内，会出现应力趋于无穷大的现象，即具有应力奇异性［２６⁃２８］ ．当压

电、压磁和磁电效应存在时，不仅出现应力奇异性，电场和磁场也会出现奇异性，这将引起楔顶附近界面开

裂、退极化或退磁化，进而导致磁电复合材料或器件破坏或丧失所希望的功能．因此，研究磁电复合楔形结构

耦合场的奇异性对于进一步分析磁电复合材料或结构的断裂行为和失效机理非常重要．

图 １　 层状磁电复合材料及楔形结构模型

Ｆｉｇ． １　 Ｌａｙｅｒｅｄ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｗｅｄｇｅ ｍｏｄｅｌ

基于磁电弹全耦合理论，Ｌｉｕ 和 Ｃｈｕｅ［２９］最先研究了反平面变形下横观各向同性磁电弹双材料楔形结构

耦合场的奇异性；考虑机械自由⁃电学开路⁃磁学短路和机械固支⁃电学短路⁃磁学开路构成的三种边界条件，
应用 Ｍｅｌｌｉｎ 变换得到了显函形式的本征方程，分析本征方程发现，当两种材料的楔角相等以及边界条件关于

界面对称时，奇异性与材料性能无关；他们以 ＢａＴｉＯ３（ＢＴＯ） ／ ＣｏＦｅ２Ｏ４（ＣＦＯ）颗粒复合材料为例（ＢＴＯ 为夹

杂，ＣＦＯ 为基体）分析了几种双材料楔的奇异性，包括磁电弹单材料楔、磁电弹双材料楔以及磁电弹材料分

别与压电（ＰＺＴ⁃４）、压磁（Ｔｅｒｆｅｎｏｌ⁃Ｄ）和 Ｇｌａｓｓ⁃ｅｐｏｘｙ 组成的双材料，数值表明了楔角和材料组合形式对奇异

性的影响．使用本征函数展开方法，Ｓｕｅ 等［３０］也研究了同样的问题，给出了奇异性指数为实根时楔角和材料

性能应该满足的条件．考虑到磁电弹双材料楔形结构中切口区域空气的存在，Ｌｉｕ［３１］ 详细分析了磁电弹双材
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料楔的奇异性，发现当材料的介电常数和磁导率接近空气的介电常数和磁导率时，磁电弹场的奇异性程度显

著降低．对于边界上机械自由、电学开路和磁学短路的磁电弹多材料楔形结构，Ｚｈｏｕ 等［３２］应用辛方法研究了

楔角和材料组合类型对磁电弹场奇异性的影响，给出了楔顶附近区域应力、电位移、磁感应强度和电场的分

布特征．基于渐进展开法，程长征等［３３］将求解偏微分方程组的边值问题转化为在给定边界条件下求解常微

分方程组的线性本征值问题，然后利用插值矩阵法得到了单一磁电材料和双磁电弹材料楔的奇异性指数．使
用同样的方法，Ｙａｎｇ 等［３４］研究了功能梯度磁电弹材料楔磁电弹场的奇异性问题，数值显示了功能梯度参数

对奇异性指数的影响．
上述楔形结构中使用的磁电弹材料均是由 ＢＴＯ 颗粒和 ＣＦＯ 基体制作而成的复合材料．基于图 １ 所示层

状磁电复合材料的结构形式和特点，本文研究了压电 ／压磁双材料楔形结构耦合场的奇异性，主要目的是揭

示楔角、边界条件、材料组合类型以及力电和力磁耦合之间相互作用对奇异性特征的影响规律．

１　 问 题 描 述

本文考虑的磁电复合楔形结构如图 ２ 所示．它由楔角分别为 α 和 β 的压电楔和压磁楔完好黏结而成，压
电楔和压磁楔均具有横观各向同性性能， ｘ１Ｏｘ２ 平面为两种材料的各向同性面，极化和磁化方向垂直于各向

同性面．

图 ２　 压电 ／ 压磁复合楔形结构

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ （ＰＥ） ／ ｐｉｅｚｏｍａｇｎｅｔｉｃ （ＰＭ） ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｗｅｄｇｅ

对于反平面压电耦合问题，压电材料的面外位移和面内的电场是相互耦合的，在极坐标系下，本构方程

和平衡方程如下［３５］：
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式中， ｕｅ
３ 和 φ分别为位移和电势，σｅ

３ｊ 和 Ｄ ｊ（ ｊ ＝ ｒ， θ） 分别为应力和电位移； ｃｅ４４，ｅ１５ 和 ε１１ 分别为弹性、压电和

介电常数；上标“ｅ”表示与压电材料相应的量．将方程（１）代入方程（２），得到反平面压电问题的控制微分方

程如下：

　 　
ｃｅ４４Ñ２ｕｅ

３ ＋ ｅ１５Ñ２φ ＝ ０，

ｅ１５Ñ２ｕｅ
３ － ε１１Ñ２φ ＝ ０，{ （３）

其中， Ñ２ ＝ ∂２ ／ ∂ｒ２ ＋ （１ ／ ｒ）∂ ／ ∂ｒ ＋ （１ ／ ｒ２）∂２ ／ ∂θ２ 为极坐标下的 Ｌａｐｌａｃｅ 算子．
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类似于压电材料，压磁材料反平面力磁耦合的本构方程和平衡方程为

　 　
σｍ

３ｒ ＝ ｃｍ４４
∂ｕｍ

３

∂ｒ
＋ ｈ１５

∂ψ
∂ｒ

， σｍ
３θ ＝

１
ｒ ｃｍ４４

∂ｕｍ
３

∂θ
＋ ｈ１５

∂ψ
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｂｒ ＝ ｈ１５

∂ｕｍ
３

∂ｒ
－ μ１１

∂ψ
∂ｒ

， Ｂθ ＝
１
ｒ ｈ１５

∂ｕｍ
３

∂θ
－ μ１１

∂ψ
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４）

　 　

∂
∂ｒ

（ ｒσｍ
３ｒ） ＋ ∂

∂θ
σｍ

３θ ＝ ０，

∂
∂ｒ

（ ｒＢｒ） ＋ ∂
∂θ

Ｂθ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

其中， ψ表示磁势，Ｂ ｊ（ ｊ ＝ ｒ， θ） 为磁感应强度； ｈ１５ 和 μ１１ 分别为压磁常数和磁导率；上标“ｍ”表示与压磁材料

相应的量．将方程（４）代入方程（５），得到反平面压磁问题的控制微分方程为

　 　
ｃｍ４４Ñ２ｕｍ

３ ＋ ｈ１５Ñ２ψ ＝ ０，

ｈ１５Ñ２ｕｍ
３ － μ１１Ñ２ψ ＝ ０ ．{ （６）

压电楔中的电场和压磁楔中的磁场可通过

　 　 Ｅｒ ＝ －
∂φ
∂ｒ

， Ｅθ ＝ －
∂φ
ｒ∂θ

， Ｈｒ ＝ －
∂ψ
∂ｒ

， Ｅθ ＝ －
∂ψ
ｒ∂θ

（７）

得到．
在压电材料的边界 Γｅ 上，机械条件可以是机械自由或固支的，电学边界条件包括电学开路或短路两种

情况，式（８）—（１１）给出了可能的 ４ 种电弹边界条件：
ＦＥ（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｌｙ ｆｒｅｅ⁃ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｌｙ ｃｌｏｓｅｄ）：
　 　 σｅ

３θ（ ｒ，α） ＝ ０， Ｅｒ（ ｒ，α） ＝ ０； （８）
ＦＤ（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｌｙ ｆｒｅｅ⁃ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｌｙ ｏｐｅｎ）：
　 　 σｅ

３θ（ ｒ，α） ＝ ０， Ｄθ（ ｒ，α） ＝ ０； （９）
ＣＥ（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｌｙ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｌｙ ｃｌｏｓｅｄ）：
　 　 ｕｅ

３（ ｒ，α） ＝ ０， Ｅｒ（ ｒ，α） ＝ ０； （１０）
ＣＤ（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｌｙ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｌｙ ｏｐｅｎ）：
　 　 ｕｅ

３（ ｒ，α） ＝ ０， Ｄθ（ ｒ，α） ＝ ０． （１１）
根据电磁学理论和文献［３６］，当压磁材料边界 Γｍ 上的磁势为零（切向磁场为零）或法向磁感应强度为

零时，分别称为磁学开路或磁学短路，这不同于压电材料；磁学短路可通过在结构表面覆盖金属或超导薄层

来实现，磁学开路可通过在结构表面覆盖磁导率远大于 １ 的薄层磁介质来实现．压磁楔边界上可能的磁弹边

界条件如下：
ＦＨ（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｌｙ ｆｒｅｅ⁃ｍａｇｎｅｔｉｃａｌｌｙ ｏｐｅｎ）：
　 　 σｍ

３θ（ ｒ， － β） ＝ ０， Ｈｒ（ ｒ， － β） ＝ ０； （１２）
ＦＢ（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｌｙ ｆｒｅｅ⁃ｍａｇｎｅｔｉｃａｌｌｙ ｃｌｏｓｅｄ）：
　 　 σｍ

３θ（ ｒ， － β） ＝ ０， Ｂθ（ ｒ， － β） ＝ ０； （１３）
ＣＨ（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｌｙ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｍａｇｎｅｔｉｃａｌｌｙ ｏｐｅｎ）：
　 　 ｕｍ

３（ ｒ， － β） ＝ ０， Ｈｒ（ ｒ， － β） ＝ ０； （１４）
ＣＢ（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｌｙ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｍａｇｎｅｔｉｃａｌｌｙ ｃｌｏｓｅｄ）：
　 　 ｕｍ

３（ ｒ， － β） ＝ ０， Ｂθ（ ｒ， － β） ＝ ０． （１５）
对于所考虑的压电 ／压磁楔形体，共有 １６ 种形式的组合边界条件，在第 ２ 节中将详细列出各边界条件及

其本征方程的显函表达式．
为了施加电场或输出电信号，磁电层状复合材料中的压电层和压磁层通常用非常薄的导电银胶黏

结［３７⁃４１］，基于这一物理背景，本文将界面视为不考虑厚度的电极．因此，压电和压磁之间的界面条件为
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ｕｅ

３（ ｒ，０） ＝ ｕｍ
３（ ｒ，０）， σｅ

３θ（ ｒ，０） ＝ σｍ
３θ（ ｒ，０），

Ｅｒ（ ｒ，０） ＝ ０， Ｂθ（ ｒ，０） ＝ ０ ．{ （１６）

２　 问题的解及本征方程

首先推导压电楔中电弹场的解．根据复变函数理论，方程（３）的位移和电势可以用两个解析函数 Ｕｅ
３（ ｚ）

和 Φ（ ｚ） 表示为

　 　 ｕｅ
３ ＝ Ｒｅ［Ｕｅ

３（ ｚ）］， φ ＝ Ｒｅ［Φ（ ｚ）］， （１７）

式中，“Ｒｅ”表示取实部， ｚ ＝ ｒｅｉθ，ｉ ＝ － １ ．
基于本征函数展开方法，楔形结构反平面压电问题的解可设为

　 　
Ｕｅ

３ ＝ ａ１ｒλｅｉλθ ＋ ａ２ｒλ
－

ｅｉλ
－
θ，

Φ ＝ ａ３ｒλｅｉλθ ＋ ａ４ｒλ
－

ｅｉλ
－
θ，{ （１８）

其中 ａｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 是未知的常数， λ 为本征值， λ
－
是 λ 的共轭．将式（１８）代入式（１７），可得到

　 　
ｕｅ

３ ＝ Ｒｅ { ｒλ［ｃ１ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ２ｓｉｎ（λθ）］ } ，

φ ＝ Ｒｅ { ｒλ［ｃ３ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ４ｓｉｎ（λθ）］ } ，{ （１９）

其中， ｃ１ ＝ ａ１ ＋ ａ－ ２，ｃ２ ＝ ｉ（ａ１ － ａ－ ２），ｃ３ ＝ ａ３ ＋ ａ－ ４，ｃ４ ＝ ｉ（ａ３ － ａ－ ４） ．使用上式和本构关系（１），得到应力、电位移

和电场如下：

　 　
σｅ

３ｒ ＝ Ｒｅ { λｒλ－１［ｃｅ４４（ｃ１ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ２ｓｉｎ（λθ）） ＋ ｅ１５（ｃ３ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ４ｓｉｎ（λθ））］ } ，

σｅ
３θ ＝ Ｒｅ { λｒλ－１［ｃｅ４４（ｃ２ｃｏｓ（λθ） － ｃ１ｓｉｎ（λθ）） － ｅ１５（ｃ３ｓｉｎ（λθ） － ｃ４ｃｏｓ（λθ））］ } ，{ （２０）

　 　
Ｄｒ ＝ Ｒｅ { λｒλ－１［ｅ１５（ｃ１ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ２ｓｉｎ（λθ）） － ε１１（ｃ３ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ４ｓｉｎ（λθ））］ } ，

Ｄθ ＝ Ｒｅ { λｒλ－１［ｅ１５（ｃ２ｃｏｓ（λθ） － ｃ１ｓｉｎ（λθ）） ＋ ε１１（ｃ３ｓｉｎ（λθ） － ｃ４ｃｏｓ（λθ））］ } ，{ （２１）

　 　
Ｅｒ ＝ － ∂φ ／ ∂ｒ ＝ － Ｒｅ { λｒλ－１［ｃ３ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ４ｓｉｎ（λθ）］ } ，

Ｅθ ＝ － ∂φ ／ （ ｒ∂θ） ＝ － Ｒｅ { λｒλ－１［ｃ４ｃｏｓ（λθ） － ｃ３ｓｉｎ（λθ）］ } ．{ （２２）

与压电材料类似，压磁楔的位移及磁势为

　 　
ｕｍ

３ ＝ Ｒｅ { ｒλ［ｃ５ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ６ｓｉｎ（λθ）］ } ，

ψ ＝ Ｒｅ { ｒλ［ｃ７ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ８ｓｉｎ（λθ）］ } ．{ （２３）

将其代入压磁材料的本构方程（４），得到应力、磁感应强度及磁场强度如下：

　 　
σｍ

３ｒ ＝ Ｒｅ { λｒλ－１［ｃｍ４４（ｃ５ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ６ｓｉｎ（λθ）） ＋ ｈ１５（ｃ７ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ８ｓｉｎ（λθ））］ } ，

σｍ
３θ ＝ Ｒｅ { λｒλ－１［ｃｍ４４（ｃ６ｃｏｓ（λθ） － ｃ５ｓｉｎ（λθ）） － ｈ１５（ｃ７ｓｉｎ（λθ） － ｃ８ｃｏｓ（λθ））］ } ，{ （２４）

　 　
Ｂｒ ＝ Ｒｅ { λｒλ－１［ｈ１５（ｃ５ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ６ｓｉｎ（λθ）） － μ１１（ｃ７ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ８ｓｉｎ（λθ））］ } ，

Ｂθ ＝ Ｒｅ { λｒλ－１［ｈ１５（ｃ６ｃｏｓ（λθ） － ｃ５ｓｉｎ（λθ）） ＋ μ１１（ｃ７ｓｉｎ（λθ） － ｃ８ｃｏｓ（λθ））］ } ，{ （２５）

　 　
Ｈｒ ＝ － ∂ψ ／ ∂ｒ ＝ － Ｒｅ { λｒλ－１［ｃ７ｃｏｓ（λθ） ＋ ｃ８ｓｉｎ（λθ）］ } ，

Ｈθ ＝ － ∂φ ／ （ ｒ∂θ） ＝ － Ｒｅ { λｒλ－１［ｃ８ｃｏｓ（λθ） － ｃ７ｓｉｎ（λθ）］ } ．{ （２６）

基于以上各个场量的解，可以得到每一组边界条件下关于奇异性指数的本征方程．下面以 Γｅ 和Γｍ 两个

边界上机械自由、电学开路和磁学短路组成的边界条件推导本征方程．
对于压电边界上为机械自由⁃电学开路（ＦＤ）的情况，可得到

　 　
ｃｅ４４［ｃ２ｃｏｓ（λα） － ｃ１ｓｉｎ（λα）］ － ｅ１５［ｃ３ｓｉｎ（λα） ＋ ｃ４ｃｏｓ（λα）］ ＝ ０，
ｅ１５［ｃ２ｃｏｓ（λα） － ｃ１ｓｉｎ（λα）］ ＋ ε１１［ｃ３ｓｉｎ（λα） － ｃ４ｃｏｓ（λα）］ ＝ ０ ．{ （２７）

当压磁边界为机械自由⁃磁学短路（ＦＢ）时，有

　 　
ｃｍ４４［ｃ６ｃｏｓ（λβ） ＋ ｃ５ｓｉｎ（λβ）］ ＋ ｈ１５［ｃ７ｓｉｎ（λβ） ＋ ｃ８ｃｏｓ（λβ）］ ＝ ０，
ｈ１５［ｃ６ｃｏｓ（λβ） ＋ ｃ５ｓｉｎ（λβ）］ － μ１１［ｃ７ｓｉｎ（λβ） ＋ ｃ８ｃｏｓ（λβ）］ ＝ ０ ．{ （２８）
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利用式（１６）中的界面条件，可得

　 　 ｃ１ ＝ ｃ５， ｃｅ４４ｃ２ － ｅ１５ｃ４ ＝ ｃｍ４４ｃ６ ＋ ｈ１５ｃ８， ｃ３ ＝ ０， ｈ１５ｃ６ － μ１１ｃ８ ＝ ０． （２９）
方程（２７）—（２９）为关于 ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，…，８） 的齐次线性方程组，其非零解要求其系数矩阵的行列式必须

为零．求解并化简后得到压电 ／压磁楔形结构在 ＦＤ ／ ＦＢ 边界条件下的本征方程为

　 　 ｃｏｓ（λα）［ｃｅ４４ｓｉｎ（λα）ｃｏｓ（λβ） ＋ ｃ－ｍ
４４ｃｏｓ（λα）ｓｉｎ（λβ）］ ＝ ０． （３０）

应用同样的分析过程，可以得到其他 １５ 种组合边界条件下本征方程的显函表达式．１６ 种组合边界条件

本征方程的显函表达式如式（３１）—（４６）所示：
ＦＤ ／ ＦＢ：
　 　 ｃｏｓ（λα）［ｃｅ４４ｓｉｎ（λα）ｃｏｓ（λβ） ＋ ｃ－ｍ

４４ｃｏｓ（λα）ｓｉｎ（λβ）］ ＝ ０； （３１）
ＦＤ ／ ＦＨ：
　 　 ｃｏｓ（λα）［（ｃｍ４４ ／ ｃｅ４４）ｃｏｓ（λα）ｓｉｎ（２λβ） ／ ２ ＋ ｓｉｎ（λα）ｃｏｓ２（λβ） ＋ ｋ２

ｍｓｉｎ（λα）ｓｉｎ２（λβ）］ ＝ ０； （３２）
ＦＥ ／ ＦＢ：
　 　 ｓｉｎ（λα）［ｃｅ４４ｓｉｎ（λα）ｃｏｓ（λβ） ＋ ｃ－ｍ

４４ｃｏｓ（λα）ｓｉｎ（λβ）］ ＝ ０； （３３）
ＦＥ ／ ＦＨ：
　 　 ｓｉｎ（λα）［（ｃｍ４４ ／ ｃｅ４４）ｃｏｓ（λα）ｓｉｎ（２λβ） ／ ２ ＋ ｓｉｎ（λα）ｃｏｓ２（λβ） ＋ ｋ２

ｍｓｉｎ（λα）ｓｉｎ２（λβ）］ ＝ ０； （３４）
ＣＤ ／ ＣＢ：
　 　 （ｃ－ｍ

４４ ／ ｃ
－ ｅ
４４）ｓｉｎ（２λα）ｃｏｓ（λβ） ／ ２ ＋ ｃｏｓ２（λα）ｓｉｎ（λβ） ＋ ｋ２

ｅ ｓｉｎ２（λα）ｓｉｎ（λβ） ＝ ０； （３５）
ＣＤ ／ ＣＨ：
　 　 （ｃ－ｍ

４４ ／ ｃ
－ ｅ
４４）ｓｉｎ（２λα）ｃｏｓ（λβ） ／ ２ ＋ ｃｏｓ２（λα）ｓｉｎ（λβ） ＋ ｋ２

ｅ ｓｉｎ２（λα）ｓｉｎ（λβ） ＝ ０； （３６）
ＣＥ ／ ＣＢ：
　 　 ｓｉｎ（λα）［ｃｅ４４ｃｏｓ（λα）ｓｉｎ（λβ） ＋ ｃ－ｍ

４４ｓｉｎ（λα）ｃｏｓ（λβ）］ ＝ ０； （３７）
ＣＥ ／ ＣＨ：
　 　 ｃｅ４４ｃｏｓ（λα）ｓｉｎ（λβ） ＋ ｃ－ｍ

４４ｓｉｎ（λα）ｃｏｓ（λβ） ＝ ０； （３８）
ＦＤ ／ ＣＢ：
　 　 ｃｏｓ（λα）［ｃｅ４４ｓｉｎ（λα）ｓｉｎ（λβ） － ｃ－ｍ

４４ｃｏｓ（λα）ｃｏｓ（λβ）］ ＝ ０； （３９）
ＦＤ ／ ＣＨ：
　 　 ｃｏｓ（λα）［ｃｅ４４ｓｉｎ（λα）ｓｉｎ（λβ） － ｃ－ｍ

４４ｃｏｓ（λα）ｃｏｓ（λβ）］ ＝ ０； （４０）
ＦＥ ／ ＣＢ：
　 　 ｓｉｎ（λα）［ｃｅ４４ｓｉｎ（λα）ｓｉｎ（λβ） － ｃ－ｍ

４４ｃｏｓ（λα）ｃｏｓ（λβ）］ ＝ ０； （４１）
ＦＥ ／ ＣＨ：
　 　 ｃｏｓ（λβ）［ｃｅ４４ｓｉｎ（λα）ｓｉｎ（λβ） － ｃ－ｍ

４４ｃｏｓ（λα）ｃｏｓ（λβ）］ ＝ ０； （４２）
ＣＤ ／ ＦＢ：
　 　 ｃｏｓ２（λα）ｃｏｓ（λβ） ＋ ｋ２

ｅ ｓｉｎ２（λα）ｃｏｓ（λβ） － （ｃ－ｍ
４４ ／ ｃ

－ ｅ
４４）ｓｉｎ（２λα）ｓｉｎ（λβ） ／ ２ ＝ ０； （４３）

ＣＤ ／ ＦＨ：
　 　 ［ｋ２

ｍ ｓｉｎ２（λβ） ＋ ｃｏｓ２（λβ）］［ｃｏｓ２（λα） ＋ ｋ２
ｅ ｓｉｎ２（λα）］ － （ｃｍ４４ ／ ｃ

－ ｅ
４４）ｓｉｎ（２λα）ｓｉｎ（２λβ） ／ ４ ＝ ０； （４４）

ＣＥ ／ ＦＢ：
　 　 ｓｉｎ（λα）［ｃｅ４４ｃｏｓ（λα）ｃｏｓ（λβ） － ｃ－ｍ

４４ｓｉｎ（λα）ｓｉｎ（λβ）］ ＝ ０； （４５）
ＣＥ ／ ＦＨ：
　 　 （ｃｍ４４ ／ ｃｅ４４）ｓｉｎ（λα）ｓｉｎ（２λβ） ／ ２ － ｃｏｓ（λα）ｃｏｓ２（λβ） － ｋ２

ｍｃｏｓ（λα）ｓｉｎ２（λβ） ＝ ０， （４６）

式中， ｃ－ ｅ
４４ ＝ ｃｅ４４ ＋ ｅ２１５ ／ ε１１ 和 ｃ－ｍ

４４ ＝ ｃｍ４４ ＋ ｈ２
１５ ／ μ１１ 分别为压电和压磁硬化的弹性刚度常数， ｋｅ ＝ ｅ２１５ ／ （ｃ

－ ｅ
４４ε１１） 和

ｋｍ ＝ ｈ２
１５ ／ （ｃ

－ｍ
４４μ１１） 分别为压电和压磁耦合系数．

如果压磁材料的压磁系数 ｈ１５ 为零，那么压磁材料退化为导体，压电 ／压磁复合楔退化为压电 ／导体复合

楔，其相应边界条件下的本征方程变为文献［４２］得到的压电 ／导体复合楔的本征方程．对于所研究的问题，位
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移、电势和磁势应该是有界的，当应力、电场和磁场在楔顶附近区域出现奇异性时，本征值 λ 应该满足

　 　 － １ ＜ Ｒｅ（λ － １） ＜ ０． （４７）

３　 数值算例及讨论

基于上一节得到的本征方程，本节将通过数值算例探究楔角、边界条件和材料组合类型对奇异性特征的

影响．在算例中使用的压电材料为 ＢＴＯ 和 ＰＺＴ⁃４，压磁材料为 ＣＦＯ 和 Ｔｅｒｆｅｎｏｌ⁃Ｄ（ＴＦＤ），它们的材料常数在表

１ 中给出．除特别说明外，压电楔的楔角 α ＝ １８０°， 压磁楔的楔角 β 在 ０° ～１８０°之间变化．
表 １　 材料常数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ＢＴＯ［４３］ ＰＺＴ⁃４［４４］ ＣＦＯ［４３］ ＴＦＤ［４５］

ｃ４４ ／ （１０１０·Ｎ ／ ｍ２） ４．３ ２．５６ ４．５３ ０．５９９
ｅ１５ ／ （Ｃ ／ ｍ２） １１．６ １２．７ － －

ε１１ ／ （１０ －９·Ｃ２ ／ （Ｎ·ｍ２）） １１．２ ６．４６ － －
ｈ１５ ／ （Ｎ ／ （Ａ·ｍ）） － － ５５０ １６７．６６

μ１１ ／ （１０ －６·Ｎ·Ｓ２ ／ Ｃ２） － － ５９０ ３．９８

　 　 图 ３ 和图 ４ 分别给出了机械自由、电学开路和磁学短路（ＦＤ ／ ＦＢ）以及机械自由、电学开路和磁学开路

（ＦＤ ／ ＦＨ）边界条件下，ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 和 ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ 两种复合楔耦合场奇异性指数的变化．由图 ３ 和图 ４ 可以看

出，磁学短路条件下只存在一阶奇异性，但磁学开路条件下不仅存在二阶奇异性，而且还出现了振荡奇异性，
振荡奇异性的范围分别为 １５０°＜ β ＜１８０°和 １５９°＜ β ＜１８０°；ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ 复合楔的一阶奇异性强于 ＢＴＯ ／ ＣＦＯ
复合楔的一阶奇异性； 当 β →１８０°时， 即双材料楔的切口成为裂纹时， 磁学短路条件下， ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 和 ＰＺＴ⁃
４ ／ ＣＦＯ 复合楔耦合场的奇异性为－０．５； 磁学开路条件下， ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 和 ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ 复合楔耦合场的奇异性

为－０．５±０．０２３ ７ｉ ．

图 ３　 电学开路 ／ 磁学短路（ＦＤ ／ ＦＢ）边界下，
ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 和 ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ 楔的奇异性

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ＢＴＯ ／ ＣＦＯ ａｎｄ ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ
ｗｅｄｇｅｓ ｗｉｔｈ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ＦＤ ／ ＦＢ

图 ４　 电学开路 ／ 磁学开路（ＦＤ ／ ＦＨ）边界下，
ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 和 ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ 楔的奇异性

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ＢＴＯ ／ ＣＦＯ ａｎｄ ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ
ｗｅｄｇｅｓ ｗｉｔｈ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ＦＤ ／ ＦＨ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 ５ 和图 ６ 表明了压磁材料性能差异对复合楔形结构耦合场奇异性的影响，这里压电材料为 ＢＴＯ，压磁

材料分别为 ＣＦＯ 和 ＴＦＤ ．与图 ３ 和图 ４ 比较可以看到，压磁材料的不同并没有改变磁学短路和磁学开路条

件下奇异性指数变化的基本特征；当压磁楔为 ＴＦＤ 时，一阶奇异性从 β ＞ ０°开始增强，超过某一角度后慢慢

减弱，然后随着 β 的角度增大，奇异性强度增加，并与二阶奇异性的变化曲线重合；ＢＴＯ ／ ＴＦＤ 振荡奇异性程

度不仅比 ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 强，而且振荡奇异性存在的角度范围比 ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 大．
从上面的结果可以发现，压电或压磁材料性能的不同只影响奇异性的强弱程度，而压磁楔边界上磁学边

界条件的不同则改变了奇异性的基本特征．为揭示力学边界条件的影响，图 ７ 给出了机械固支⁃电学开路 ／机
械自由⁃磁学开路（ＣＤ ／ ＦＨ）组合边界条件下，ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 复合楔的奇异性变化．图 ７ 表明： １） 奇异性的阶数达
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到了 ４ 个； ２） 当 β →０°时，出现了－０．５ 的奇异性， 这是因为压电 ／压磁复合楔成为压电半平面时，混合的力

学和电学边界条件所引起的； ３） 一阶和二阶奇异性指数在 β ＝ ０°~１２７°范围内是相等的，三阶和四阶奇异性

指数则在 β ＝ ９０°~１０４°范围内是相等的，同时在这两个区间内存在振荡奇异性．

图 ５　 电学开路 ／ 磁学短路（ＦＤ ／ ＦＢ）边界下， ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 和 ＢＴＯ ／ ＴＦＤ 楔的奇异性

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ＢＴＯ ／ ＣＦＯ ａｎｄ ＢＴＯ ／ ＴＦＤ ｗｅｄｇｅｓ ｗｉｔｈ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ＦＤ ／ ＦＢ

（ａ） 实部 （ｂ） 虚部

（ａ） Ｒｅａｌ ｐａｒｔ （ｂ） Ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ
图 ６　 电学开路 ／ 磁学开路（ＦＤ ／ ＦＨ）边界下， ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 和 ＢＴＯ ／ ＴＦＤ 楔的奇异性

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ＢＴＯ ／ ＣＦＯ ａｎｄ ＢＴＯ ／ ＴＦＤ ｗｅｄｇｅｓ ｗｉｔｈ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ＦＤ ／ ＦＨ

图 ７　 机械固支⁃电学开路和机械自由⁃磁学开路（ＣＤ ／ ＦＨ）
边界下， ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 楔的奇异性

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ＢＴＯ ／ ＣＦＯ ｗｅｄｇｅ ｗｉｔｈ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ＣＤ ／ ＦＨ

图 ８　 机械自由、电学开路和磁学开路（ＦＤ ／ ＦＨ）边界下，
力磁耦合对 ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 楔奇异性的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ
ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＢＴＯ ／ ＣＦＯ ｗｅｄｇｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ＦＤ ／ ＦＨ ｂｏｕｎｄａｒｙ
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　 　 从式（３１）—（４６）所列 １６ 种边界下的本征方程可以观察到，只有压电楔边界上为机械固支⁃电学开路

时，奇异性同时与压电效应和压磁效应有关．为了表明压磁效应的影响，图 ８ 表明了应力自由、电学开路 ／磁
学开路（ＦＤ ／ ＦＨ）条件下忽略压磁效应时，ＢＴＯ ／ ＣＦＯ 的奇异性．从该图中可以看出，没有力磁耦合的情况下，
不再出现振荡奇异性．

上面主要讨论了固定压电楔楔角时边界条件和材料组合类型对奇异性的影响规律．为了分析压电楔和

压磁楔的楔角同时变化时的奇异性，图 ９ 和图 １０ 给出了机械自由、电学开路、磁学短路或开路两种边界条件

下，ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ 复合楔最强奇异性的变化．图 ９ 表明，对于机械自由⁃电学开路 ／机械自由⁃磁学短路（ＦＤ ／ ＦＢ）
边界条件，在 α ＋ β ＝ １８０°附近区域开始出现奇异性，且奇异性指数都是实数．从图 １０ 中可以看到： １） 当压

磁楔的边界磁学开路时，存在振荡奇异性，这与图 ４ 的结果是一致的； ２） 当 α ＜ β 时，奇异性指数基本上与

α 角度的变化无关； ３） 在 α ＞ β 的区域，奇异性强度随 α 的增大而增强，裂纹时出现略强于－０．５ 的奇异性；
４） 振荡奇异性仅仅出现在 β１ ＝ １．１２α ＋ １．８４° 与 β２ ＝ ０．９α － １．４９° 两线之间的范围内，而且比较弱．

图 ９　 机械自由、电学开路和磁学短路（ＦＤ ／ ＦＢ）边界下， ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ 楔最强奇异性指数随楔角 α 和 β 的变化

Ｆｉｇ． ９　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｏｎｇｅｓｔ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ ｗｅｄｇｅ ｕｎｄｅｒ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ＦＤ ／ ＦＢ ｗｉｔｈ ｗｅｄｇｅ ａｎｇｌｅｓ α ａｎｄ β

（ａ） 实部 （ｂ） 虚部

（ａ） Ｒｅａｌ ｐａｒｔ （ｂ） Ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ
图 １０　 机械自由、 电学开路和磁学开路（ＦＤ ／ ＦＨ）边界下， ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ 楔最强奇异性指数随楔角 α 和 β 的变化

Ｆｉｇ． １０　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｏｎｇｅｓｔ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＰＺＴ⁃４ ／ ＣＦＯ ｗｅｄｇｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ＦＤ ／ ＦＨ ｗｉｔｈ ｗｅｄｇｅ ａｎｇｌｅｓ α ａｎｄ β

４　 结　 　 论

本文研究了反平面变形状态下压电 ／压磁双材料楔耦合场的奇异性，从边界条件的完备性考虑，推导了
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１６ 种力、电、磁组合边界条件下奇异性指数的本征方程，通过数值算例重点分析了机械自由时磁学边界条件

和材料差异对奇异性特征的影响．主要结论包括： １） 磁学短路情况下，在 α ＋ β ＝ １８０° 附近开始出现奇异性，
只存在一阶奇异性，且奇异性指数都是实数； ２） 与磁学短路相比，磁学开路情况下奇异性存在的楔角范围

有所增大，最大区别是存在二阶奇异性和振荡奇异性； ３） 压电材料和压磁材料的组合形式以及力、电、磁组

合边界条件的类型显著影响复合楔耦合场的奇异性特征．最后，应该指出的是，振荡奇异性的出现是因为材

料性能和边界条件的差异导致特征方程的数学性质发生了变化．
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［２５］　 延真． 基于扩展有限单元法的压电⁃压磁双层结构界面裂纹断裂研究［Ｄ］ ． 石家庄： 石家庄铁道大学， ２０２１．

（ＹＡＮ Ｚｈｅｎ． Ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｒａｃｋｓ ｉｎ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ⁃ｐｉｅｚｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｂｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｂｙ ｔｈｅ

ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［Ｄ］ ． Ｓｈｉｊｉａｚｈｕａｎｇ： Ｓｈｉｊｉａｚｈｕａｎｇ Ｔｉｅｄａｏ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２０２１． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２６］　 ＳＡＶＲＵＫ Ｍ Ｐ， ＫＡＺＢＥＲＵＫ Ａ． Ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｎｅａｒ ｓｈａｒｐ ａｎｄ ｒｏｕｎｄｅｄ Ｖ⁃ｎｏｔｃｈｅｓ ｉｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ａｎｄ ｑｕａ⁃

ｓｉ⁃ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｂｏｄｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ８４： １６６⁃１７６．

［２７］ 　 ＰＥＮＡＤＯ Ｆ Ｅ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆｂｉｍａｔｅｒｉａｌ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｒｅｇｉｏｎｓ ｆｏｒ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ａｎｄ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅｒｍａｌ

ｌｏａｄｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ２４３： １０７５２７．

［２８］　 ＳＨＩＮ Ｋ Ｃ， ＫＩＭ Ｗ Ｓ， ＬＥＥ Ｊ Ｊ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｔｏ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ／ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌｓ

ｗｉｔｈ ａ ｗｅｄｇｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００７， ４４（２４）： ７７４８⁃７７６６．

［２９］　 ＬＩＵ Ｔ Ｊ Ｃ， ＣＨＵＥ Ｃ Ｈ． Ｏｎ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ｉｎ ａｂｉｍａｔｅｒｉａｌ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｗｅｄｇｅ ｕｎｄｅｒ ａｎｔｉ⁃

ｐｌａｎｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００６， ７２（２）： ２５４⁃２６５．

［３０］　 ＳＵＥ Ｗ Ｃ， ＬＩＯＵ Ｊ Ｙ， ＳＵＮＧ Ｊ Ｃ． Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ａ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｎｄｅｄ ａｎｔｉ⁃

ｐｌａｎｅ ｗｅｄｇｅ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２００７， ３１（１０）： ２３１３⁃２３３１．

［３１］　 ＬＩＵ Ｔ Ｊ Ｃ． Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗｅｄｇｅ⁃ｊｕｎｃｔｉｏｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ

ｏｆ ｔｈｅ ａｉｒ ｅｆｆｅｃｔ［Ｊ］ ． Ａｒｃｈｉｖｅ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００９， ７９（５）： ３７７⁃３９３．

［３２］　 ＺＨＯＵ Ｚ Ｈ， ＸＵ Ｘ Ｓ， ＬＥＵＮＧ Ａ Ｙ Ｔ． Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｎｏｔｃｈ ｉｎ ａ ｍｏｄｅ Ⅲ ｓｉｎｇｕ⁃

ｌａｒｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１３， ２２（９）： ０９５０１８．

［３３］　 程长征， 丁昊， 王大鹏， 等． 磁电弹材料反平面切口奇性数值分析［Ｊ］ ． 中国科学： 物理学 力学 天文学， ２０１４， ４４

（１）： ９１⁃９９．（ＣＨＥＮＧ Ｃｈａｎｇｚｈｅｎｇ， ＤＩＮＧ Ｈａｏ， ＷＡＮＧ Ｄａｐｅｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ

ｆｏｒ ａ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｎｏｔｃｈ ｕｎｄｅｒ ａｎｔｉ⁃ｐｌａｎｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉａ Ｓｉｎｉｃａ： Ｐｈｙｓｉｃａ， Ｍｅｃｈａｎｉｃａ ＆

Ａｓｔｒｏｎｏｍｉｃａ， ２０１４， ４４（１）： ９１⁃９９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３４］　 ＹＡＮＧ Ｙ Ｙ， ＣＨＥＮＧ Ｃ Ｚ， ＹＡＯ Ｓ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｖ⁃ｎｏｔｃｈ ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃ⁃

ｔｒｉｃ ／ ｐｉｅｚｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２１， １３２（１）： １７．

６６２１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［３５］　 ＣＨＥＮ Ｃ Ｄ， ＣＨＵＥ Ｃ Ｈ． Ｓｉｎｇｕｌａｒ ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｆｉｅｌｄｓ ｎｅａｒ ｔｈｅ ａｐｅｘ ｏｆ ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｂｏｎｄｅｄ ｗｅｄｇｅ ｕｎ⁃

ｄｅｒ ａｎｔｉｐｌａｎｅ ｓｈｅａｒ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００３， ４０（２３）： ６５１３⁃６５２６．

［３６］　 ＡＬＳＨＩＴＳ Ｖ Ｉ， ＤＡＲＩＮＳＫＩＩ Ａ Ｎ， ＬＯＴＨＥ Ｊ． Ｏｎ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｈａｌｆ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｅｌａｓｔｉｃ

ｍｅｄｉａ ｗｉｔｈ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｎｄｐｉｅｚｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｗａｖｅ Ｍｏｔｉｏｎ， １９９２， １６（３）： ２６５⁃２８３．

［３７］　 ＮＡＮ Ｃ Ｗ， ＣＡＩ Ｎ， ＳＨＩ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ｌａｒｇｅ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｉｎ ｍｕｌｔｉｆｅｒｒｏｉｃ ｐｏｌｙｍｅｒ⁃ｂａｓｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ［Ｊ］ ．

Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｂ： Ｃｏｎｄｅｎｓｅｄ Ｍａｔｔｅｒ ａｎｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００５， ７１： ０１４１０２．

［３８］　 ＫＵＯ Ｈ Ｙ， ＳＬＩＮＧＥＲ Ａ， ＢＨＡＴＴＡＣＨＡＲＹＡ Ｋ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｉｃｉｔｙ ｉｎ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ⁃ｍａｇｎｅｔｏｓｔｒｉｃ⁃

ｔｉｖｅ ｂｉｌａｙｅｒｓ［Ｊ］ ． Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１０， １９（１２）： １２５０１０．

［３９］　 ＰＡＴＩＬ Ｄ Ｒ， ＣＨＡＩ Ｙ， ＪＥＯＮ Ｂ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｓｏｎａｎｔ ａｎｄ ｏｆｆ⁃ｒｅｓｏｎａｎｔ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｉｃ

ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｉｎ ｌａｙｅｒｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ ｗｉｔｈ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１７，

１５９： ４９８⁃５０４．

［４０］　 ＷＡＮＧ Ｈ Ｌ， ＬＩＵ Ｂ． Ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｕｌｔｉｍａｔｅ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ ｂｙ ｏｐ⁃

ｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１４， １１５（１１）： １１４９０４．

［４１］　 ＬＥＵＮＧ Ｃ Ｍ， ＺＨＵＡＮＧ Ｘ， ＸＵ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ｅｎｈａｎｃｅｄ ｐｏｗｅｒ ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ

ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ Ｔｅｒｆｅｎｏｌ⁃Ｄ ／ ＰＺＴ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｇｙｒａｔｏｒｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１７， １１０（１１）： １１２９０４．

［４２］　 ＣＨＵＥ Ｃ Ｈ， ＣＨＥＮ Ｃ Ｄ． Ａｎｔｉｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ｉｎ ａ ｂｏｎｄｅｄ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｗｅｄｇｅ［Ｊ］ ． Ａｒｃｈｉｖｅ

ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００３， ７２（９）： ６７３⁃６８５．

［４３］　 ＲＡＭＩＲＥＺ Ｆ， ＨＥＹＬＩＧＥＲ Ｐ Ｒ， ＰＡＮ Ｅ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ

ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ２００６， ２９２（３ ／ ４ ／ ５）： ６２６⁃６４４．

［４４］　 ＪＩＡＮＧ Ｓ Ｎ， ＪＩＡＮＧ Ｑ， ＬＩ Ｘ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｗａｖｅｓ ｉｎ ａ ｃｅｒａｍｉｃ ｐｌａｔｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ｃｅｒａｍｉｃ ｈａｌｆ⁃

ｓｐａｃｅｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００６， ４３（１８ ／ １９）： ５７９９⁃５８１０．

［４５］　 ＪＡＲＮＧ Ｓ Ｓ． Ｍａｇｎｅｔｏｓｔｒｉｃｔｉｖｅ Ｔｅｒｆｅｎｏｌ⁃Ｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｌｉｎｅａｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａ⁃

ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００６， ２４（３ ／ ４）： １８７⁃１９３．

７６２１第 １０ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 王国林，等： 压电 ／压磁复合楔形结构耦合场的奇异性研究：反平面问题


