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摘要：　 该文研究了固体材料中常见缺陷微孔洞间挠曲电场的相互作用．通过配点混合有限元法模拟并对比了单孔

和双孔模型中孔洞附近的应力、应变梯度以及挠曲电场的分布情况．数值模拟结果表明，当两个孔洞间的距离逐渐

减小时，两孔附近的挠曲电场开始发生相互作用．此外，进一步探讨了微孔洞间挠曲电场的相互作用随孔间距离和

孔洞尺寸的变化规律．结果表明，当孔间距离越近，尺寸越小时，孔间挠曲电场的相互作用越强．
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０　 引　 　 言

挠曲电效应（ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ）是指机械应变梯度与电极化间的机电耦合效应，几乎普遍存在于所有介

电材料中［１⁃３］ ．相比于压电效应（均匀应变与电极化间的机电耦合），应变梯度能够以尺寸相关的方式诱导电

极化，因此在纳米尺度中，挠曲电效应会变得更加显著［４］ ．近年来，随着器件小型化和纳米技术的发展，越来

越多的研究聚焦于利用挠曲电特性设计并制造纳米级能量收集器或传感器［５］ ．在现实中，大多数具有高硬度

和脆性的介电陶瓷材料都存在固有缺陷，如裂纹、孔洞和夹杂，这些缺陷会加速材料的破坏．此外，挠曲电材

料内部存在的大量微纳米尺度缺陷附近产生的应变梯度，会诱发大面积的挠曲电效应，从而直接影响材料的

整体力电耦合行为．因此，研究缺陷对挠曲电材料性能的影响具有广泛的现实价值．
对挠曲电材料中缺陷的研究已开展了很多［６⁃１１］，然而绝大部分工作都集中在含有单个缺陷的挠曲电效

应上．在实际工程材料中往往存在大量微纳米缺陷，当两个或多个缺陷诱发的挠曲电场达到某种条件发生相

互作用时，其相互影响机理也会对材料的性能产生影响．因此，对含有多个缺陷的挠曲电材料进行研究是非

常重要的．这可以帮助我们更好地理解缺陷间的相互作用对材料性能的影响规律，并为实际工程应用提供可

能的模型和设计指导．
关于材料中常见缺陷⁃孔洞间相互作用的探讨，科研领域已进行了大量的研究．在理论方面，我国学者曾

用复变函数方法研究了无限平面上任意排列多个孔洞的应力集中问题［１２］ ．在数值模拟方面，刘文辉等［１３］ 用

晶体塑性有限元法模拟研究了 ＦＣＣ 晶体表面空洞的长大和相互作用行为，分析了晶体取向和微空洞在表面

的深度变化对表面空洞长大和相互作用的影响．Ｓｏｕｔｉｓ 等［１４］使用二维有限元分析了一对直径为 ５ ｍｍ 的孔间

的相互作用，模拟结果表明，当孔中心相距超过四个孔直径时，两孔间没有相互作用．关于挠曲电材料中孔洞

相互作用的专题研究，尚未调研到公开发表的相关文献，因此本文采用配点混合有限元法（ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｍｉｘｅｄ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＣＭＦＥＭ）模拟双孔间的相互作用对孔洞附近挠曲电效应的影响．对比了单孔和双孔模

型下材料中的力学（应力，应变梯度）和电学（电场，极化）响应，分析了孔洞间距与孔洞尺寸对孔间相互作用

在挠曲电效应中的影响，探讨了这些参数的作用规律．

１　 挠曲电理论

对于具有正（ｄｉｒｅｃｔ）、逆（ｃｏｎｖｅｒｓｅ）挠曲电效应的中心对称电介质，电焓密度 Ｈ 是应变 εｉｊ、 电场 Ｅ ｉ、 应变

梯度 ηｉｊｋ 和电场梯度 Σ ｉｊ 的函数，可以写成［１５⁃１６］

　 　 Ｈ ＝ １
２

ｃｉｊｋｌεｉｊεｋｌ －
１
２

ａｉｊＥ ｉＥ ｊ ＋
１
２

ｇ ｊｋｌｍｎｉη ｊｋｌηｍｎｉ － ｆｉｊｋｌＥ ｉη ｊｋｌ － ｂｋｌｉｊεｉｊΣｋｌ， （１）

其中 ｃｉｊｋｌ，ａｉｊ 和 ｇｉｊｋｌｍｎ 分别是四阶弹性常数张量、二阶介电常数张量和高阶弹性常数张量； ｆｉｊｋｌ 和 ｂｉｊｋｌ 分别是正

挠曲电系数张量和逆挠曲电系数张量；应变张量 εｉｊ、 电场矢量 Ｅ ｉ、 应变梯度张量 ηｉｊｋ 和电场梯度张量 Σ ｉｊ 的

定义分别由下式给出：

　 　 εｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）， Ｅ ｉ ＝ － ϕ，ｉ， ηｉｊｋ ＝ ε ｊｋ，ｉ， Σ ｉｊ ＝ Ｅ ｉ，ｊ ＝ － ϕ，ｉｊ， （２）

其中 ｕｉ 和 ϕ 分别是位移矢量和电势．根据式（１），挠曲电系统中的本构方程可以表示为

　 　 σｉｊ ＝
∂Ｈ
∂εｉｊ

＝ ｃｉｊｋｌεｋｌ － ｂｋｌｉｊΣｋｌ， （３）

　 　 τｉｊｋ ＝
∂Ｈ
∂ηｉｊｋ

＝ － ｆｉｊｋｌＥ ｉ ＋ ｇ ｊｋｌｍｎｉηｍｎｉ， （４）

　 　 Ｄｉ ＝
∂Ｈ
∂Ｅ ｉ

＝ ａｉｊＥ ｊ ＋ ｆｉｊｋｌη ｊｋｌ， （５）

　 　 Ｑｉｊ ＝
∂Ｈ
∂Σ ｉｊ

＝ ｂｉｊｋｌεｋｌ， （６）

其中 σｉｊ 和 τｉｊｋ 是应力张量和高阶应力张量， Ｄｉ 和 Ｑｉｊ 是电位移张量和高阶电位移张量．它们分别与应变 εｉｊ、
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应变梯度 ηｉｊｋ、 电场 Ｅ ｉ 和电场梯度 Σ ｉｊ 功共轭．
基于正交各向异性假设，上述材料系数张量可以表示为［７］

　 　 ｃｉｊｋｌ ＝ δｉ１δ ｊ１（ｃ１１δｋ１δｌ１ ＋ ｃ１２δｋ２δｌ２） ＋ δｉ２δ ｊ２（ｃ１２δｋ１δｌ１ ＋ ｃ２２δｋ２δｌ２） ＋
　 　 　 　 ｃ４４（δｉ１δ ｊ２ ＋ δｉ２δ ｊ１）（δｋ１δｌ２ ＋ δｋ２δｌ１）， （７）
　 　 ａｉｊ ＝ ａ１１δｉ１δ ｊ１ ＋ ａ２２δｉ２δ ｊ２， （８）
　 　 ｇｉｊｋｌｍｎ ＝ ｌ２ｃｊｋｍｎδｌｉ， （９）
　 　 ｆｉｊｋｌ ＝ ｆ１δ ｊｋδｉｌ ＋ ｆ２（δｉｊδｋｌ ＋ δｉｋδ ｊｌ）， （１０）
　 　 ｂｉｊｋｌ ＝ ｂ１δ ｊｋδｉｌ ＋ ｂ２（δｉｊδｋｌ ＋ δｉｋδ ｊｌ）， （１１）

其中 δ ｊｋ 是 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ 函数， ｃ１１，ｃ１２，ｃ２２ 和 ｃ４４ 是弹性常数， ａ１１ 和 ａ２２ 是介电系数， ｆ１ 和 ｆ２ 是正挠曲电系数，
ｂ１ 和 ｂ２ 是逆挠曲电系数， ｌ 是与应变梯度相关的材料内部长度尺度参数．

根据变分原理，可以导出考虑正、逆挠曲电效应的中心对称电介质的控制方程［１７⁃１９］

　 　 σｉｊ，ｊ － τｉｊｋ，ｊｋ ＝ ０， （１２）
　 　 Ｄｉ，ｉ － Ｑｉｊ，ｊｉ ＝ ０． （１３）

相应的边界条件如下：
１） 牵引或位移边界条件

　 　 σｉｊｎ ｊ － τｉｊｋ，ｋｎ ｊ － Ｄ ｊ（τｉｊｋｎｋ） ＋ （Ｄｌｎｌ）ｎ ｊｎｋτｉｊｋ ＝ ｔ－ ｉ，　 　 ｏｎ Γ ｔ， （１４）
　 　 ｕｉ ＝ ｕ－ ｉ，　 　 ｏｎ Γｕ ． （１５）
２） 高阶牵引或位移法向导数边界条件

　 　 τｉｊｋｎ ｊｎｋ ＝ ｒ－ ｉ，　 　 ｏｎ Γｒ， （１６）
　 　 ｕｉ，ｋｎｋ ＝ υ－ ｉ，　 　 ｏｎ Γυ ． （１７）
３） 电位移或电势边界条件

　 　 Ｄｉｎｉ － Ｑｉｊ，ｊｎｉ － Ｄ ｊ（Ｑｉｊｎ ｊ） ＋ （Ｄｌｎｌ）ｎ ｊｎｋＱｉｊ ＝ ｑ－，　 　 ｏｎ Γｑ， （１８）

　 　 ϕ ＝ ϕ
－
，　 　 ｏｎ Γϕ ． （１９）

４） 高阶电位移或电势法向导数边界条件

　 　 Ｑｉｊｎｉｎ ｊ ＝ ω－ ，　 　 ｏｎ Γω， （２０）

　 　 ϕ，ｋｎｋ ＝ θ
－
，　 　 ｏｎ Γθ ． （２１）

　 　 式（１４）—（２１）满足条件 Γ ｔ ∪ Γｕ ＝ Γｒ ∪ Γυ

＝ Γｑ ∪ Γϕ ＝ Γω ∪ Γθ ＝ Γ 和 Γ ｔ ∩ Γｕ ＝ Γｒ ∩ Γυ

＝ Γｑ ∩ Γϕ ＝ Γω ∩ Γθ ＝ ∅ ．Γ 表示挠曲电固体的

整个边界，其外单位法向量为 ｎｋ，ｔ
－
ｉ 和 ｒ－ ｉ 是表面牵

引力和高阶牵引力， ｕ－ ｉ 和 υ－ ｉ 是施加的表面位移及

其法向导数， ｑ－ 和 ω－ 分别是表面电荷和更高阶电

荷， ϕ
－
和 θ

－
分别是施加的表面电势及其法向导数．

图 １ 给出了考虑正、 逆挠曲电效应的中心对

称电介质边界的条件： 在 Γ ｔ 受外部牵引力， 在

Γｕ 上施加表面位移，其中 Γｕ ＝ Γ ／ Γ ｔ；在 Γｒ 受外

部高阶牵引力，在 Γυ 上施加表面位移法向导数，
其中 Γυ ＝ Γ ／ Γｒ ；在 Γｑ 上施加表面电荷，在 Γϕ 上

施加表面电势，其中 Γϕ ＝ Γ ／ Γｑ；在 Γω 上施加高

阶表面电荷，在 Γθ 上施加表面电势法向导数，其
中 Γθ ＝ Γ ／ Γω ．

图 １　 考虑正、逆挠曲电效应的中心对称电介质的边界条件

Ｆｉｇ． １　 Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｃｅｎｔｒｏｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ
ｄｉｒｅｃｔ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｓｅ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔｓ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版

本，后同．
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２　 数值模拟和讨论

在实际工程材料中，缺陷是普遍存在的．特别从微纳米尺度来看，材料中的缺陷是不可避免且分布多样

的．作为常见缺陷⁃微孔洞问题是一个热门话题．对于挠曲电效应研究，多个孔洞的挠曲电效应相互作用机制

仍不清楚．在本节中，我们利用二阶 ＣＭＦＥＭ 研究了双孔洞间相互作用对介电材料中挠曲电效应的影响，关
于二阶 ＣＭＦＥＭ 的具体实现，可参考我们前期的工作［２０⁃２２］，在此不再赘述．
２．１　 单孔及双孔模型介绍

当材料中两个孔洞相距较远时，它们之间的场（如应力、应变梯度、挠曲电）不会相互影响，孔洞是相互

独立的，这时可以只对单个孔洞进行建模来研究其附近的挠曲电效应．然而，当两个孔洞的距离缩短至一定

程度，两孔边界附近的场量将开始产生相互作用，此时单个孔洞的简化模型将不再适用．因此，本文分别建立

了单孔和双孔模型来对孔间挠曲电效应的相互作用开展研究．

（ａ） 单孔模型 （ｂ） 双孔模型

（ａ） Ｔｈｅ １⁃ｈｏｌｅ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ２⁃ｈｏｌｅ ｍｏｄｅｌ
图 ２　 圆形孔洞问题的直角坐标系及示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

如图 ２ 所示，方形板的长度为 Ｌ ＝ １ ０００ ｎｍ，孔洞半径为 ｒ ＝ ５０ ｎｍ ．其中单孔模型如图 ２（ａ）所示，圆形孔

中心位于板的中心；双孔模型如图 ２（ｂ）所示，两个孔在板中对称分布，孔间距离（韧带长度）为 ２ｄ ＝ ２００ ｎｍ ．
对板施加 Ｔ ＝ １０ ＭＰａ 的拉伸载荷，板在上下表面接地．位移边界条件如下：

单孔模型

　 　
ｕ１ ＝ ０，　 　 ａｔ ｘ ＝ ０， ｒ ≤ ｙ ≤ Ｌ

２
，

ｕ２ ＝ ０，　 　 ａｔ ｙ ＝ ０， ｒ ≤ ｘ ≤ Ｌ
２
；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２２）

双孔模型

　 　
ｕ１ ＝ ０，　 　 ａｔ ｘ ＝ ０， ｙ ≤ Ｌ

２
，

ｕ２ ＝ ０，　 　 ａｔ ｙ ＝ ０， ｘ ≤ ｄ ∪ ｄ ＋ ２ｒ ≤ ｘ ≤ Ｌ
２

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２３）

图 ３ 显示了图 ２ 所示的孔洞模型的有限元网格．采用二次四边形单元，其中单孔模型的单元总数为 ９２４，
共产生 １１ ５０８ 个自由度，双孔模型的单元总数为 １ ２７２，共产生 １５ ８１３ 个自由度．为了准确地捕捉孔洞附近

的力学和挠曲电响应，网格围绕圆形边界进行细化．这里，为了对比单孔和双孔模型下挠曲电响应的区别，我
们简化地只考虑了直接挠曲电效应．为突出描述孔洞间挠曲电场的相互作用，本文采用立方相 ＰＺＴ 材料，材
料参数如表 １ 所示．
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（ａ） 单孔模型 （ｂ） 双孔模型

（ａ） Ｔｈｅ １⁃ｈｏｌｅ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ２⁃ｈｏｌｅ ｍｏｄｅｌ
图 ３　 图 ２ 所示圆形孔洞问题的有限元网格

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｆｉｇ． ２

表 １　 ＰＺＴ 的材料参数［２１］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＰＺＴ［２１］

ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔ
ｃ１１ ／ Ｐａ ｃ１２ ／ Ｐａ ｃ２２ ／ Ｐａ ｃ４４ ／ Ｐａ

ｉｎｔｅｒｎａｌ ｍａｔｅｒｉａｌ ｌｅｎｇｔｈ

ｌ ／ ｍ

１．２６×１０１１ ５．３×１０１０ １．１７×１０１１ ３．５３×１０１０ ２×１０－９

ｐｅｒｍｉｔｔｉｖｉｔｙ

ａ１１ ／ （Ｃ２ ／ （Ｎ·ｍ２）） ａ２２ ／ （Ｃ２ ／ （Ｎ·ｍ２））

ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｆ１ ／ （Ｃ ／ ｍ） ｆ２ ／ （Ｃ ／ ｍ）

１．５１×１０－８ １．３０×１０－８ １×１０－７ ０

２．２　 单孔与双孔附近挠曲电效应的比较

本小节利用 ２．１ 小节中建立的单孔和双孔模型对比了两种模型下孔洞附近的力学场和挠曲电场．如图 ４
所示，我们模拟并绘制出了含单孔和双孔方形板的应力分量 σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和极化分

量 Ｐ１ 云图．从图 ４（ａ）中可以清楚地看出， 相比于单孔模型， 双孔模型下孔洞间会产生相互作用， 使得孔洞

周围高应力 σ２２ 值的区域面积增大．由于应力集中， 孔洞周围的不均匀性导致孔洞边界附近产生高应变梯度

（图 ４（ｂ）），因此在孔洞周围激发了电场 Ｅ１ 和极化 Ｐ１， 产生了显著的挠曲电效应，如图 ４（ｃ）和 ４（ｄ）所示．

图 ４　 含单孔和双孔的方形板的应力分量 σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和极化分量 Ｐ１ 云图

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ σ２２， ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ η２２１， ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｅ１ ａｎｄ

ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｐ１ ｏｆ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ １ ｈｏｌｅ ａｎｄ ２ ｈｏｌｅｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

下面为更具体地从数值上分析双孔间的相互作用对方形板中挠曲电效应的影响，我们绘制了应力分量
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σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和极化分量 Ｐ１ 沿 ｘ 轴的变化曲线，如图 ５ 所示．这里为了将单孔模型和

双孔模型放在同一水平刻度下对比，在双孔模型中以左侧孔洞为研究对象，左侧孔洞的右边界处设为 ｌ ＝ ０，
即 ｌ ＝ ｘ ＋ ｄ ．同样地，在单孔模型中将孔洞的右边界处设为 ｌ ＝ ０， 即 ｌ ＝ ｘ － ｒ ．从图 ５ 中可以清楚地看出， 当

远离孔洞边界时， 所有物理量的数值均急剧下降．但相比于单孔模型， 双孔模型中由于右侧孔洞的存在， 图

５（ａ）中 σ２２ 的降低速度有所减缓，而且在孔边界和两孔中心处的 σ２２ 值均略高于单孔模型，这一现象说明两

孔间的相互作用可以使孔附近的应力集中现象增强．为对比两种模型下的挠曲电效应，我们对 η２２１，Ｅ１ 和 Ｐ１

进行了模拟．如图 ５（ｂ）和 ５（ｃ）所示，随着逐渐远离孔边界，双孔模型下 η２２１ 和 Ｅ１ 的变化趋势和单孔模型几

乎重合，而在双孔模型的韧带处的 Ｐ１ 值却低于单孔模型，如图 ５（ｄ）所示．从上述结果可知，相比于单个孔

洞，相距一定距离的多个孔洞间会发生相互作用，进而影响材料的挠曲电行为．

图 ５　 含单孔和双孔的方形板中应力分量 σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和

极化分量 Ｐ１ 沿 ｘ 轴的变化（虚线表示孔洞边界）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ σ２２， ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ η２２１， ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

Ｅ１ ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｐ１ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ ⁃ａｘｉｓ ｉｎ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ １ ｈｏｌｅ ａｎｄ ２ ｈｏｌｅｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

（ｗｉｔｈ ｄａｓｈｅｄ ｌｉｎｅｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ｏｆ ｈｏｌｅｓ）

２．３　 孔间距离对孔洞附近挠曲电效应的影响

在上一小节中，我们通过对单孔和双孔模型进行模拟证明了相距一定距离的两个孔洞诱发的应力场和

挠曲电场会产生相互作用．但显然不是任何情况下的两个孔洞之间都会产生相互作用．挠曲电效应与应变梯

度有关，而在孔洞问题中，只有在孔洞附近的范围内会产生较大的应变梯度，进而诱导出较强的挠曲电效应．
因此，孔洞间距离是影响其相互作用的一个重要因素．

对于固定的孔洞半径 ｒ ＝ ５０ ｎｍ，不同孔间距离下 （２ｄ ＝ １００ ｎｍ，２００ ｎｍ，３００ ｎｍ，４００ ｎｍ）方形板中应力

分量 σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和极化分量 Ｐ１ 分布如图 ６ 所示．从图 ６（ａ）和 ６（ｃ）中可以清楚地

看出，随着孔间距离从 １００ ｎｍ 增加到 ４００ ｎｍ，孔洞周围高 σ２２ 和高 Ｅ１ 区域的范围明显减小，板中心处 σ２２ 的

数值逐渐降低．如图 ６（ｂ）所示，这里和 ２．２ 小节相同，我们只绘制了应变梯度分量 η２２１ 的云图．虽然随着孔间

距离的增大， η２２１ 的非零值区域面积并没有明显变化，但这无法说明孔间距离不会对挠曲电效应产生影响，
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因为孔边界周围的挠曲电效应是一种复杂的局部现象，六个应变梯度分量均有贡献，这里为了简化阐述，只
绘制了最大应变梯度分量 η２２１ ．

图 ６　 不同孔间距离下方形板的应力分量 σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和极化分量 Ｐ１ 云图

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ σ２２， ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ η２２１， ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｅ１ ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｐ１ ｏｆ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ２ ｈｏｌｅｓ

为了进一步说明我们的结论，下面绘制了上述物理量沿韧带的变化曲线，如图 ７ 所示，这里横坐标按照

孔间距离进行归一化处理．从图 ７（ａ）中可以看出，随着孔间距离的减小，孔洞边界的 σ２２ 略微增大，两孔间的

σ２２ 也逐渐增大，说明两孔间的距离越小，两孔间的相互作用越强，孔附近的应力集中现象也越显著．并且从

图 ７ 中还可以得出， σ２２，η２２１，Ｅ１ 和 Ｐ１ 的曲线斜率均随着孔间距离的减小而相对降低．此外，当孔间距离减小

到 １００ ｎｍ 时，不同于 σ２２，η２２１ 和 Ｅ１ 在孔边界很小的范围内发生了反向的变化（图 ７（ｂ）和 ７（ｃ））， Ｐ１ 在整个

韧带上的变化趋势都发生了反向（图 ７（ｄ））．
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图 ７　 不同孔间距离下方形板中应力分量 σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和

极化分量 Ｐ１ 沿韧带的变化（虚线表示孔洞边界）

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ σ２２， ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ η２２１， ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｅ１，

ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｐ１ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｉｇａｍｅｎｔ ｉｎ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ

２ ｈｏｌｅｓ （ｗｉｔｈ ｄａｓｈｅｄ ｌｉｎｅｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ｏｆ ｈｏｌｅｓ）

这是因为，随着两个孔洞间距的逐步缩小，孔边界处的应变梯度弹性效应逐渐增强，直至其影响力与挠

曲电效应相媲美，从而在两者之间形成了一种微妙的竞争关系．在现实世界的材料中，孔洞间的距离通常是

不可预测的，实验操作也难以精确控制这一变量．因此，本小节通过数值模拟，探讨了材料中挠曲电效应随着

孔洞间距离的变化规律，所得的结论旨在为相关的实验工作提供一些参考．
２．４　 孔洞相互作用的尺寸依赖性

在 ２．３ 小节中，我们通过改变两孔间的距离在同一尺度下说明了孔间距对材料挠曲电效应的影响．在实

际工程问题中，材料及缺陷的尺寸并不是固定的，在不同尺度下材料中的缺陷可能处于同一分布形态．因此

本小节我们固定模型的孔隙比 ｒ ∶ｄ ＝ １ ∶１，将模型整体进行放缩，对比了不同孔洞半径下（ ｒ＝ １０ ｎｍ，２５ ｎｍ，５０
ｎｍ）双孔间的相互作用对介电材料中挠曲电效应的影响．

不同孔洞半径下方形板中应力分量 σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和极化分量 Ｐ１ 分布如图 ８ 所

示．从图中可以清楚地看出，随着孔半径的增大，方形板中高 σ２２ 区域的面积没有明显变化（图 ８（ ａ）），而
η２２１，Ｅ１ 和 Ｐ１ 的非零值区域明显减小（图 ８（ｂ）—８（ｄ））．说明孔洞半径的改变对孔周围的挠曲电效应产生了

显著的影响，孔半径越小，挠曲电效应越显著．
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图 ８　 不同孔洞半径下方形板的应力分量 σ２２、 应变梯度分量 η２２１、 电场分量 Ｅ１ 和极化分量 Ｐ１ 云图

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ σ２２， ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ η２２１， ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｅ１ ａｎｄ

ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｐ１ ｏｆ ｓｈａｐｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈｏｌｅ ｒａｄｉｉ

然而仅从云图中，我们尚无法直接断定小孔半径下挠曲电效应的增强是否源自于孔与孔之间相互作用

的加强，因为单个孔的尺寸效应同样对挠曲电效应有着不容忽视的影响．换言之，在这一现象的背后，可能隐

藏着尺寸效应与孔间相互作用共同交织的复杂机制．
为了进一步说明我们的结论，下面对比了单孔和双孔模型同时改变孔间半径时应变梯度分量 η２２１ 和电

场分量 Ｅ１ 沿孔间韧带的变化曲线，如图 ９ 所示．这里采用和 ２．２ 小节中相同的处理，将双孔模型中左侧孔洞

和单孔模型中孔洞的右边界处设为 ｌ ＝ ０， 并且按照孔洞半径进行归一化处理．从图 ９ 中可以看出，随着孔间

半径的减小，无论是单孔还是双孔模型，孔附近 η２２１ 和 Ｅ１ 均逐渐增大．这一现象表明，孔洞半径越小，挠曲电

效应越显著，这与我们通常所理解的尺寸效应相一致．当孔间半径缩小至 １０ ｎｍ 时，从图 ９（ａ）中可以清晰地

观察到单孔和双孔的 η２２１ 曲线出现分离；相应地，在图 ９（ｂ）中可以发现，两种模型下孔洞附近 Ｅ１ 的差异也

随着孔洞半径的减小而增大，在 １０ ｎｍ 时达到最大．因此，小尺度的孔洞缺陷使材料中的挠曲电效应增强，并
且在相同孔隙比下，孔洞越小，孔洞间的相互作用越强，使得材料中的挠曲电效应越强．

图 ９　 单孔和双孔模型在不同孔洞半径下方形板中应变梯度分量 η２２１ 和

电场分量 Ｅ１ 沿韧带的变化（虚线表示孔洞边界）

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ η２２１ ａｎｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｅ１ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌｉｇａｍｅｎｔ ｉｎ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ

ｏｆ １⁃ｈｏｌｅ ａｎｄ ２⁃ｈｏｌｅ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈｏｌｅ ｒａｄｉｉ （ｗｉｔｈ ｄａｓｈｅｄ ｌｉｎｅｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ｏｆ ｈｏｌｅｓ）
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３　 结　 　 论

本文利用 ＣＭＦＥＭ 程序模拟了介电材料中孔洞附近的挠曲电效应．首先对单孔和双孔模型中的力学和

电学响应进行对比，发现相距一定距离的两个孔洞间的相互作用会对材料中的挠曲电效应产生影响．并且当

两孔间的距离逐渐靠近时，在孔洞边界的小范围区域内，应变梯度 η２２１、 电场 Ｅ１ 和极化 η１ 会出现反向的结

果，这是一个很有趣的现象．此外我们还对不同尺度下孔洞间的相互作用进行了模拟，结果表明在相同孔隙

比下，孔洞半径越小，双孔与单孔模型中孔洞附近电场的差值越大，挠曲电效应越强．本文给出的数值结果不

仅有助于研究孔洞问题中双孔间的相互作用对材料中挠曲电效应的影响规律，而且为实验观测工作提供了

参考，有助于进一步的智能材料和超材料创新设计．
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