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摘要：　 鉴于表面效应和挠曲电效应对纳米材料或结构的力学行为具有显著影响，以纳米尺度压电半导体（ＰＳ）梁
为研究对象，根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，推导建立了考虑 Ｓｔｅｉｇｍａｎｎ⁃Ｏｇｄｅｎ 表面弹性效应和挠曲电效应的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒ⁃
ｎｏｕｌｌｉ 梁理论模型和相应的边界条件．结合电荷守恒方程和线性漂移扩散方程，研究了该梁结构的静态屈曲行为，得
到了短路和开路条件下梁结构的等效弹性常数和屈曲临界压力的解析解．详细分析了表面效应、尺寸效应、挠曲电

效应以及载流子屏蔽效应等因素对梁结构的等效弹性常数的影响规律和作用机制．该文的研究结果对基于纳米压

电半导体梁结构电子器件的设计和应用具有指导作用．
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０　 引　 　 言

压电半导体如氧化锌（ＺｎＯ）等同时具有压电和半导体性能，是典型的第三代半导体［１］ ．变形、极化和载

流子输运行为之间复杂的相互作用使其呈现出崭新的力学、电学和光学等多场耦合特性［２］ ．受拉伸或弯曲载

荷作用的压电半导体结构内部会产生极化电势［３⁃４］ ．该电势进一步作用于载流子并使其重新分布进而影响半

导体特性［５⁃６］ ．载流子的重新分布及其产生的极化电势可削弱压电耦合的刚化效应，并降低振动频率等力学

性能［４，７］ ．上述特性使压电半导体纳米线、纳米杆、纳米纤维和纳米梁等可被广泛应用于二极管［８］、场效应晶

体管［９⁃１０］、传感器［１１⁃１３］、换能器［１４⁃１８］等功能电子器件中．
前人文献中的工作常将受激发产生挠曲电效应的半导体称为挠曲电半导体［３，１９］ ．挠曲电效应是一种非

均匀应变或应变梯度破坏局部反演对称结构而产生电极化的现象［１７］，电极化程度由挠曲电系数与应变梯度

的乘积决定［５］ ．室温时宏观尺度固体结构的挠曲电系数约为 １０－９Ｃ ／ ｍ［５］，相对较弱．然而，当结构尺寸缩小至

纳米尺度，应变梯度可达到 １０６ ｍ－１ ［３，５，２０⁃２１］，挠曲电效应所引起的电极化将显著影响其力电响应行为［２２⁃２６］ ．关
于挠曲电效应的研究成为近年来的热点，包括纳米线的拉伸［２７］、纳米线的弯曲振动［２８］、悬臂纳米梁的静态

和动态响应［２９］、挠曲电半导体纳米线弯曲时的静电势［３０］、载流子非线性漂移时挠曲电半导体纳米线中的静

电势［３］、压电半导体复合双层弯曲时的压电效应［５］、挠曲电介电和半导体复合梁中力场对移动电荷的影

响［３１］，上述研究成果强化了学者们对挠曲电效应的理解．研究表明，挠曲电效应对电势和载流子的分布可产

生显著影响［２９］，因此该效应也可被广泛应用于能量采集［１８］ ．Ｄｅｎｇ 等［１７］提出了可用于能量采集的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒ⁃
ｎｏｕｌｌｉ 梁挠曲电理论模型，计算结果证明，当梁的厚度尺寸由微米尺度缩减至纳米尺度时，输出能量密度和转

换效率会显著增强．Ｍａｊｄｏｕｂ 等［２３］考虑了用于能量采集的挠曲电悬臂梁模型，发现设计合适的矩形截面梁厚

度和横截面形状能极大地增加总采集功率的峰值．Ｍｏｕｒａ 和 Ｅｒｔｕｒｋ［１８］ 基于挠曲电能量采集的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ
梁模型，分析了挠曲电系数与截面厚度的关系．Ｚｈｏｕ 等［２４］ 研究了悬臂压电纳米梁静态弯曲时的力电耦合行

为，得到了开路时由挠曲电效应激发的，可用于传感和能量采集的近乎均匀分布的电势，其与梁的厚度和挠

曲电系数有关．
当结构尺寸缩小至纳米尺度，结构表面积与体积的比值急剧增大，经典连续介质理论将无法准确预测结

构的力学行为，需考虑表面和尺寸效应等的影响．其中，表面效应包括表面残余应力、表面弹性［３２⁃３３］和表面弯

曲［３４⁃３６］刚度的贡献．在纳米线的弯曲变形行为中，表面残余应力较表面弹性刚度更为重要［３７］ ．表面效应对纳

米梁横向振动频率和振型的影响与约束类型有关，在表面残余应力和表面弹性中，表面残余应力对振动频率

的影响更为显著［３８］ ．纳米尺度接触问题研究表明，最大接触压力和压痕深度强烈依赖表面残余应力［３９］ ．表面

效应的考虑可一定程度地缓解纳米孔的热应力集中［４０］，其对纳米孔周边的裂纹应力强度因子的影响则与裂

纹孔径比有关［４１］ ．表面效应使压电半导体纳米结构的物理和力学性能呈现明显的尺寸依赖性［２５］ ．上述研究

多基于 Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ（ＧＭ）表面弹性理论［３２⁃３３］来解释相应纳米结构力学行为的尺寸依赖现象．笔者调研发

现，基于 Ｓｔｅｉｇｍａｎｎ⁃Ｏｇｄｅｎ（ＳＯ）表面弹性理论［３４］来分析尺寸效应和力电耦合行为的文献工作相对较少．
纳米线、纳米纤维、纳米杆和纳米梁等一维构件是纳米传感器和纳米驱动器等的常用元件．前人研究表

明，屈曲是细长纳米杆状构件在服役过程中的主要失效模式之一．屈曲行为受表面效应以及微纳米构件的特

征长度影响［４２］，其中表面效应可改变结构的屈曲临界压力，对细长纳米杆件尤为明显［４３⁃４４］ ．屈曲临界压力的

增大或减小取决于表面弹性常数和表面残余应力的值［４５］ ．另一方面，挠曲电效应对纳米压电一维结构的屈

曲也被证明存在一定的影响［４６］ ．对受电磁场和不同热载荷作用的纳米压电梁结构，其热屈曲行为呈现出明

显的尺寸依赖性［４７⁃４８］ ．基于屈曲理论，用压痕法可方便地测量纳米线等构件的弹性模量［４９⁃５０］ ．研究发现，通过

外电场的施加可调控纳米杆状构件的屈曲行为［５１］ ．由屈曲临界电压可测量得到表面弹性常数和表面残余应

力［５２］ ．目前，针对压电半导体纳米结构屈曲行为的研究有少量报道．例如，Ｌｉａｎｇ 等［６］考虑变形、极化和载流子

行为的完全耦合，建立了压电半导体纤维静态屈曲的一维模型．Ｑｕ 等［１９］在研究挠曲电半导体简支梁结构的

屈曲问题时发现，挠曲电效应可使其临界压力增大．Ｚｈａｎｇ 等［５３］得到的受轴压简支压电半导体杆的动态屈曲

结果表明，表面效应可显著增大屈曲临界压力．Ｗａｎｇ 等［５４］研究受轴压作用的 ＺｎＯ 纳米线的失效时发现相变

和屈曲是两种可能的失效模态，具体模态与纳米线的长细比有关．
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在上述针对压电半导体屈曲问题的研究中，虽然考虑了压电和半导体性能，但并未完全考虑挠曲电和表

面效应的影响，且均未考虑表面弯曲刚度的贡献．本文基于 ＳＯ 表面弹性理论［３４］ 和 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁模型理

论研究压电半导体梁的静态屈曲行为，全面考虑压电、挠曲电、半导体性能、表面弹性和表面弯曲刚度的影响

规律，着重讨论上述各效应对其屈曲临界压力的作用机制．

１　 理 论 模 型

考虑如图 １ 所示的 ｎ 型矩形截面压电半导体梁结构，其长记为 ｌ，宽记为 ｂ，高记为 ｈ，梁的两端受轴向压

力 Ｆ 作用．本文采用直角坐标系 Ｏｘ１ｘ２ｘ３，假设极化方向沿 ｘ３ 方向．

图 １　 ｎ 型压电半导体梁结构示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ａｎ ｎ⁃ｔｙｐｅ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｅｍｉｃｏｎｄｕｃｔｏｒ ｂｅａｍ

压电体的 Ｇｉｂｂｓ 自由能 Ｇ 可以表示为［２４］

　 　 Ｇ ＝ ∫ｇｄＶ ＝ ∫ １
２

ｃｉｊｋｌεｉｊεｋｌ －
１
２

ａｉｊＥ ｉＥ ｊ － ｅｉｊｋＥ ｉε ｊｋ － ｆｉｊｋｌＥ ｉε ｊｋ，ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＶ， （１）

式中 ｇ 为自由能密度，Ｖ 为体积，εｉｊ 和 εｉｊ，ｋ 分别为应变和应变梯度，Ｅ ｉ 表示电场强度，ｃｉｊｋｌ，ａｉｊ，ｅｉｊｋ 和 ｆｉｊｋｌ 分别为

弹性、介电、压电和挠曲电系数．下标中字母 ｉ，ｊ，ｋ 可取值 １，２，３，逗号表示对其后指标对应坐标的微分，重复

指标遵从 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 求和约定．
由自由能密度 ｇ 可进一步推得压电体的本构方程如下：

　 　 σｉｊ ＝
∂ｇ
∂εｉｊ

＝ ｃｉｊｋｌεｋｌ － ｅｋｉｊＥｋ， σｉｊｋ ＝
∂ｇ

∂εｉｊ，ｋ

＝ － ｆｌｉｊｋＥ ｌ， Ｄｉ ＝ －
∂ｇ
∂Ｅ ｉ

＝ ａｉｊＥ ｊ ＋ ｅｉｊｋε ｊｋ ＋ ｆｉｊｋｌε ｊｋ，ｌ， （２）

式中 σｉｊ 和 σｉｊｋ 分别为应力和高阶应力，Ｄｉ 为电位移．
在矩形截面梁的上、下表面考虑表面效应，基于 ＳＯ 表面弹性理论［３４］的表面本构方程为

　 　 ταβ ＝ τ０δαβ ＋ （λ０ ＋ τ０）εννδαβ ＋ ２（μ０ － τ０）εαβ ＋ τ０ｕα，β， ｍαβ ＝ ξ０κννδαβ ＋ ２η０καβ， （３）
式中 τ０ 为表面残余应力，λ０ 和 μ０ 为表面弹性常数，ξ０ 和 η０ 为表面弯曲刚度常数，εα β 和 κα β 分别为表面的应

变和曲率，δα β 为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 符号，此处下标字母 α，β 仅取值为 １ 或 ２．与 ＧＭ 表面弹性理论［３２⁃３３］相比，ＳＯ 表面

弹性理论［３４］额外考虑了表面弯曲刚度影响，即式（３）中的第二式所表示的关系．
假设 ｎ 型半导体的电子浓度扰动量 Δｎ 为微小量，其漂移扩散方程可线性化表示为［３１］

　 　 Ｊｎ
ｉ ＝ ｑｎ０μｎ

ｉｊＥ ｊ ＋ ｑＤｎ
ｉｊ（Δｎ） ，ｊ， （４）

式中 ｑ 为基本电荷量，取值 １．６０２×１０－１９Ｃ， ｎ０ 为电子初始浓度，μｎ
ｉｊ 和 Ｄｎ

ｉｊ 分别代表电子漂移和扩散系数．

２　 压电半导体梁静态屈曲问题的解

２．１　 控制方程和边界条件

基于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁模型，非零位移为

　 　 ｕ１ ＝ － ｘ３
ｄｗ
ｄｘ１

， ｕ３ ＝ ｗ（ｘ１） ． （５）

根据几何关系可得应变和应变梯度分别为

　 　 ε１１ ＝
∂ｕ１

∂ｘ１

＝ － ｘ３
ｄ２ｗ
ｄｘ２

１

， ε１１，３ ＝ － ｄ２ｗ
ｄｘ２

１

＝ κ１１， （６）

在 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁中， ε１１，１ 较 ε１１，３ 是可以忽略的微小量［２４］，因此式（６）中未考虑应变梯度分量 ε１１，１ ．
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已有文献［１６，５５］研究分析表明，当压电半导体 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁受弯曲变形时，除梁的两端外，电势 φ
沿轴向几乎保持常量，载流子只在横截面内重新分布，因此本文忽略沿轴向的电场强度、电位移［５２］和电流密

度的计算．基于此，由式（２）、（３）、（４）和（６）可得到 ｎ 型压电半导体梁的本构方程、表面本构方程和电流密度

方程分别为

　 　
σ１１ ＝ ｃ１１κ１１ｘ３ － ｅ３１Ｅ３， σ１１３ ＝ － ｆ３１１３Ｅ３， Ｄ３ ＝ ａ３３Ｅ３ ＋ ｅ３１κ１１ｘ３ ＋ ｆ３１１３κ１１，
τ１１ ＝ τ０ ＋ （λ０ ＋ ２μ０）κ１１ｘ３， ｍ１１ ＝ （ξ０ ＋ ２η０）κ１１，

Ｊｎ
３ ＝ ｑｎ０μｎ

３３Ｅ３ ＋ ｑＤｎ
３３（Δｎ） ，３，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

ｘ３ 方向的电场强度与电势的关系为

　 　 Ｅ３ ＝ － φ，３ ． （８）
假设应力、电位移等力学和电学量不沿梁的宽度变化，考虑表面效应的上述 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的 Ｇｉｂｂｓ

自由能的变分可具体表达为

　 　 δＧ ＝ ∫（σ１１δε１１ ＋ σ１１３δε１１，３ － Ｄ３δＥ３）ｂｄｘ１ｄｘ３ ＋ ∫（τ１１δε１１） ± ｂｄｘ１ ＋ ∫（ｍ１１δκ１１） ± ｂｄｘ１， （９）

式中括号后的上标+（或－）表示其中的相关量在梁上（下）表面的取值．
外力功 Ｗ 包含梁端部轴向压力 Ｆ 做的功和梁内部电子浓度扰动 Δｎ 所做的功．其变分为

　 　 δＷ ＝ ∫Ｆ ｄｗ
ｄｘ１

δ ｄｗ
ｄｘ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ１ ＋ ∫ｑ（Δｎ）δφｂｄｘ１ｄｘ３ ． （１０）

根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理 δ（ － Ｇ ＋ Ｗ） ＝ ０， 可推导得

　 　 ｄ２Ｍ
ｄｘ２

１

＋ Ｆκ１１ ＝ ０， Ｄ３，３ ＋ ｑ（Δｎ） ＝ ０， （１１）

　 　 ｎ１Ｍδ ｄｗ
ｄｘ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， ｎ１

ｄＭ
ｄｘ１

－ Ｆ ｄｗ
ｄｘ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ ＝ ０， ｎ３Ｄ３δφ ＝ ０， （１２）

式中

　 　 Ｍ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｘ３σ１１ｂｄｘ３ ＋ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σ１１３ｂｄｘ３ ＋ ｂｈ
２
（τ ＋

１１ － τ －
１１） ＋ ｂ（ｍ ＋

１１ ＋ ｍ －
１１） ． （１３）

式（１２）中的前两式为梁端位移和静力等效边界条件，第三式为梁上、下表面电学边界条件．
如式（７）最后一式所示，电流密度只有 ｘ３ 方向的分量．因此，电荷守恒方程可表示为

　 　 Ｊｎ
３，３ ＝ ０． （１４）

针对上述控制方程，本文在梁的上、下表面采用电隔离边界条件：
　 　 ｎ３Ｊｎ

３ ＝ ０． （１５）
式（１１）和式（１４）构成压电半导体 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的屈曲问题的控制方程组；式（１２）和式（１５）为相应

的力学和电学边界条件．
由式（１４）和式（１５）得梁中 Ｊｎ

３ ＝ ０， 于是由式（７）最后一式可得

　 　 （Δｎ） ，３ ＝ －
ｎ０μｎ

３３

Ｄｎ
３３

Ｅ３ ． （１６）

将式（１１）第二式对 ｘ３ 微分，并将式（７）第三式和式（１６）代入，可得

　 　 Ｅ３，３３ －
ｑｎ０μｎ

３３

ａ３３Ｄｎ
３３

Ｅ３ ＝ ０． （１７）

式（１７）的解为

　 　 Ｅ３ ＝ Ａ（ｘ１）ｃｏｓｈ
ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ（ｘ１）ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１８）

其中

　 　 λ ＝
ａ３３Ｄｎ

３３

ｑｎ０μｎ
３３

＝
ａ３３ｋＢＴ
ｑ２ｎ０

． （１９）
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式（１９）应用了 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 关系［４］， ｋＢ ＝ １．３８ × １０ －２３ Ｊ ／ Ｋ 为 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 常数， Ｔ 为绝对温度， λ 为 Ｄｅｂｙｅ⁃Ｈüｃｋｅｌ
长度［１９］ ．

将式（１８）代入式（１６）并积分，假设电子浓度扰动量 Δｎ 满足条件∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（Δｎ）ｄｘ３ ＝ ０， 可推得

　 　 Δｎ ＝ －
ａ３３

ｑλ
Ａ（ｘ１）ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ（ｘ１）ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｑｈ

Ｂ（ｘ１）， β ＝ ｈ
２λ

． （２０）

由式（１９）和式（２０）第二式可知，介电常数 ａ３３ 越小，初始电子浓度 ｎ０ 和 ｈ 越大，β 值越大．
将式（１８）代入式（７）第三式，可得

　 　 Ｄ３ ＝ ａ３３ Ａ（ｘ１）ｃｏｓｈ
ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ（ｘ１）ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｅ３１κ１１ｘ３ ＋ ｆ３１１３κ１１ ． （２１）

将式（２０）和式（２１）代入式（１１）第二式得

　 　 Ｂ（ｘ１） ＝ －
ｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
． （２２）

于是可解得

　 　

Ｅ３ ＝ Ａ（ｘ１）ｃｏｓｈ
ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｄ３ ＝ ａ３３Ａ（ｘ１）ｃｏｓｈ
ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｅ３１κ１１ ｘ３ － ｈ

２ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｆ３１１３κ１１，

Δｎ ＝ －
ａ３３

ｑλ
Ａ（ｘ１）ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｅ３１κ１１

ｑ
β

ｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２３）

将式（２３）第一式代入式（８）并积分，可得电势的通解为

　 　 φ ＝－ λＡ（ｘ１）ｓｉｎｈ
ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

λｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ（ｘ１）， （２４）

式中 Ａ（ｘ１） 和 Ｃ（ｘ１） 是待定函数，由电势边界条件决定．
２．２　 短路条件屈曲问题的解

若在梁的上、下表面铺有电极且外接电压 Φ，则在梁的上、下表面满足短路电学边界条件 δφ ＝ ０．短路电

学边界条件具体可表示为如下形式：

　 　
ｘ３ ＝ － ｈ

２
，　 　 φ ＝ ０，

ｘ３ ＝ ｈ
２
，　 　 φ ＝ Φ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２５）

将式（２４）代入式（２５），解得

　 　 Ａ（ｘ１） ＝ － Φ
２λｓｉｎｈ β

， Ｃ（ｘ１） ＝ －
λｅ３１ｈｃｏｔｈ β

２ａ３３
κ１１ ＋ Φ

２
． （２６）

由此，可进一步求得 σ１１，σ１１３，Ｅ３，Ｄ３，φ 和 Δｎ 分别为

　 　 σ１１ ＝ ｃ１１κ１１ｘ３ ＋
ｅ３１Φ

２λｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｅ２３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 σ１１３ ＝
ｆ３１１３Φ

２λｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｆ３１１３ｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｅ３ ＝ － Φ
２λｓｉｎｈ β

ｃｏｓｈ
ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｄ３ ＝ －
ａ３３Φ

２λｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｅ３１κ１１ ｘ３ － ｈ

２ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｆ３１１３κ１１，
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　 　 φ ＝ Φ
２

１
ｓｉｎｈ β

ｓｉｎｈ
ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

λｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓｈ βé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 Δｎ ＝
ａ３３Φ

２λ２ｑｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｅ３１κ１１

ｑ
β

ｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２７）

将式（７）第四式和第五式、式（２７）前两式代入式（１３），整理得

　 　 Ｍ ＝ ｃ∗１１ Ｉκ１１ ＋ ｂｆ３１１３Φ， （２８）
式中

　 　

ｃ∗１１
ｃ１１

＝ １ ＋ Γ１

ｅ２３１
ｃ１１ａ３３

＋
６（λ０ ＋ ２μ０）

ｃ１１ｈ
＋

２４（ξ０ ＋ ２η０）
ｃ１１ｈ３ ，　 　 Γ１ ＝ ３

β
ｃｏｔｈ β － １

β
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｉ ＝ １
１２

ｂｈ３，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２９）

其中 ｃ∗１１ 为等效弹性常数， ｃ∗１１ Ｉ 为短路时压电半导体梁的等效抗弯刚度．
当 β→０， 则表示短路条件下的介电材料（即材料无半导体性能），由 Ｌ’Ｈôｓｐｉｔａｌ 法则得 Γ１ →１， 式（２９）

第一式可退化为

　 　
ｃ∗１１
ｃ１１

＝ １ ＋
ｅ２３１

ｃ１１ａ３３

＋
６（λ０ ＋ ２μ０）

ｃ１１ｈ
＋

２４（ξ０ ＋ ２η０）
ｃ１１ｈ３ ． （３０）

式（３０）即考虑表面效应的介电材料等效弹性常数比的表达式，右端前两项与文献［２４，５２］中的表达一致，第
三项与文献［４３］中的表达一致．

此处强调对含简支端和自由端的压电半导体梁，式（２８）在端部不能严格满足静力等效边界条件 Ｍ ＝ ０，
可做如下处理．

假设在简支端和自由端有如下电学条件：

　 　 ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｄ３ｄｘ３ ＝ ０． （３１）

将式（２７）第四式代入上式，得端部的曲率与外加电压 Φ 的关系为

　 　 κ１１ ＝
ａ３３

ｆ３１１３ｈ
Φ， （３２）

端部 Ｍ 近似为

　 　 Ｍ ＝ ｃ∗１１ Ｉκ１１ ＋
１２ｆ ２

３１１３

ａ３３ｈ２ Ｉκ１１， （３３）

在简支端和自由端，当 κ１１ ＝ ０ 时，Ｍ ＝ ０ 近似满足．因此，短路时求含简支端和自由端的压电半导体梁的屈曲

临界压力，静力等效边界条件 Ｍ ＝ ０ 可由位移条件 κ１１ ＝ ０ 替换．
将式（２８）代入式（１１）第一式，可得

　 　 ｃ∗１１ Ｉ
ｄ４ｗ
ｄｘ４

１

＋ Ｆ ｄ２ｗ
ｄｘ２

１

＝ ０． （３４）

由式（３４）和边界条件式（１２）前两式，可得短路时压电半导体梁静态屈曲的临界压力［５６］为

　 　 Ｆｃｒ ＝ ζ
π２ｃ∗１１ Ｉ
ｌ２

， （３５）

式中 ζ 为由梁两端约束条件确定的无量纲常数，例如悬臂梁 ζ ＝ １ ／ ４，简支梁 ζ ＝ １，一端固支一端简支 ζ ＝ ２，
两端固支 ζ ＝ ４［５６］ ．
２．３　 开路条件下屈曲问题的解

梁结构在开路条件下的边界条件可表示为

　 　 ｘ３ ＝ ± ｈ
２
， Ｄ３ ＝ ０． （３６）
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由式（２３）第三式得

　 　 Ａ（ｘ１） ＝ －
ｆ３１１３κ１１

ａ３３ｃｏｓｈ β
， （３７）

于是 σ１１，σ１１３，Ｅ３，Ｄ３，φ 和 Δｎ 分别为

　 　

σ１１ ＝ ｃ１１κ１１ｘ３ ＋
ｅ３１ ｆ３１１３κ１１

ａ３３ｃｏｓｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｅ２３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

σ１１３ ＝
ｆ ２
３１１３κ１１

ａ３３ｃｏｓｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｅ３１ ｆ３１１３ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｅ３ ＝ －
ｆ３１１３κ１１

ａ３３ｃｏｓｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｄ３ ＝ －
ｆ３１１３κ１１

ｃｏｓｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｅ３１κ１１ ｘ３ － ｈ

２ｓｉｎｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｆ３１１３κ１１，

φ ＝
λｆ３１１３κ１１

ａ３３ｃｏｓｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

λｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ（ｘ１），

Δｎ ＝
ｆ３１１３κ１１

ｑλｃｏｓｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｅ３１κ１１

ｑ
β

ｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３８）

若令梁的下表面 φ ＝ ０， 由式（３８）倒数第二式可求得

　 　 φ ＝
λｆ３１１３κ１１

ａ３３ｃｏｓｈ β
ｓｉｎｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｓｉｎｈ βé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

λｅ３１ｈκ１１

２ａ３３ｓｉｎｈ β
ｃｏｓｈ

ｘ３

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓｈ βé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３９）

将式（７）第四式和第五式、式（３８）前两式代入式（１３）得
　 　 Ｍ ＝ ｃ∗∗

１１ Ｉκ１１， （４０）
式中

　 　
ｃ∗∗
１１

ｃ１１
＝ １ ＋ Γ１

ｅ２３１
ｃ１１ａ３３

＋ Γ２

１２ｆ ２
３１１３

ｃ１１ａ３３ｈ２
＋

６（λ０ ＋ ２μ０）
ｃ１１ｈ

＋
２４（ξ０ ＋ ２η０）

ｃ１１ｈ３ ，　 　 Γ２ ＝ ｔａｎｈ β
β

． （４１）

式（４０）中的 ｃ∗∗
１１ Ｉ 为开路条件下压电半导体梁的等效抗弯刚度， ｃ∗∗

１１ 则为等效弹性常数．比较式（４１）和
式（２９）第一式可知，开路条件下等效弹性常数还受挠曲电效应的影响．事实上，已有文献表明，等效弹性常数

（或等效抗弯刚度）是否受挠曲电效应的影响与梁上、下表面的电学条件有关［２４］ ．如式（２８）和式（２９）所示，
短路时挠曲电效应对 Ｍ 的贡献由外加电压 Φ 引起，未对等效弹性常数产生影响．而开路时挠曲电效应对 Ｍ
的贡献通过改变曲率 κ１１ 实现，对等效弹性常数的影响如式（４１）所示．短路时若在梁的端部假设如式（３１）所
表达的电学边界条件，则有式（３３）在端部成立．结合式（２８）、（３３）和（４１）可看出，外加电压将会抑制挠曲电

效应对等效弹性常数和等效抗弯刚度的影响．另一方面，我们注意到在式（２９）第一式等号右边的后两项和式

（４１）第一式等号右边的后三项中，分母均含有梁结构高度 ｈ， 表明挠曲电效应、表面弹性和表面弯曲刚度对

结构等效弹性模量的影响均存在尺寸依赖．
文献［６］的研究表明，当纳米压电半导体梁两端受压时，由于压电和挠曲电效应，自由电子将重新分布，

例如向梁的上下表面聚集．另一方面，压电半导体梁结构内自由电子的存在和分布会进一步消弱压电和挠曲

电效应所产生的作用，即产生屏蔽效应．式（２９）和式（４１）中的函数 Γ１ 反映了电子初始浓度分布对压电效应

的屏蔽，而式（４１）中的函数 Γ２ 反映了电子初始浓度和分布对挠曲电效应的屏蔽效应强弱，这与文献［６，
１９］的结论一致．可观察到 Γ１ 和Γ２ 均是关于 β的单调减函数，β值越大，Γ１ 和Γ２ 越小，屏蔽效应则越强．由于

β 与 ｈ 成正比，故 Γ１ 和 Γ２ 也具有尺寸依赖性．
当 β → ０ 时，由 Ｌ’Ｈôｓｐｉｔａｌ 法则可求得 Γ１ → １，Γ２ → １， 式（４１）第一式可化简为

　 　
ｃ∗∗
１１

ｃ１１
＝ １ ＋

ｅ２３１
ｃ１１ａ３３

＋
１２ｆ ２

３１１３

ｃ１１ａ３３ｈ２
＋

６（λ０ ＋ ２μ０）
ｃ１１ｈ

＋
２４（ξ０ ＋ ２η０）

ｃ１１ｈ３ ． （４２）
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由式（４２）等号右端第三项可知，开路时挠曲电效应可使梁的等效弹性常数增大，文献［１９］称之为挠曲电刚

化．注意到等号右端前三项与文献［２４］的运算结果一致．
将式（４０）代入式（１１）的第一式，可得

　 　 ｃ∗∗
１１ Ｉ ｄ

４ｗ
ｄｘ４

１

＋ Ｆ ｄ２ｗ
ｄｘ２

１

＝ ０． （４３）

由微分方程式（４３）和边界条件式（１２）前两式，可求得开路时压电半导体梁静态屈曲时的临界压力［５６］为

　 　 Ｆｃｒ ＝ ζ
π２ｃ∗∗

１１ Ｉ
ｌ２

． （４４）

将上述两种条件下所得的压电半导体梁屈曲临界压力（式（３５）和式（４４））与经典弹性梁的静态屈曲临

界压力表达式作对比可见临界压力形式一致，前者可通过将经典弹性梁的临界压力表达式中的弹性常数替

换为等效弹性常数得到．临界压力与等效弹性常数成线性关系，因此本文着重分析了等效弹性常数对各因素

的依赖性．全面分析了考虑压电、挠曲电、半导体性能和表面效应的等效弹性常数与纯弹性梁的弹性常数的

关系，如式（２９）第一式和式（４１）第一式所示．

３　 数值分析与讨论

为深入分析压电效应、挠曲电效应、半导体性能和表面效应对压电半导体梁静态屈曲临界压力的影响，
以下对式（２９）和式（４１）的第一式进行详细的数值分析．本文取 ＺｎＯ 作为压电半导体梁结构的材料，其物性

常数和电子初始浓度分别为 ｃ１１ ＝ ２０７ ＧＰａ， ｅ３１ ＝ － ０．５１ Ｃ ／ ｍ２， ａ３３ ＝ ７．８８９ × １０ －１１ Ｆ ／ ｍ， μ３３ ＝ ０．０２ ｍ２·Ｖ－１·ｓ－１，
Ｄ３３ ＝ ５．２ × １０ －４ ｍ２ ／ ｓ， ｎ０ ＝ １０２３ ｍ－３ ［５５］，挠曲电系数 ｆ３１１３ ＝ １０ －９ Ｃ ／ ｍ［３０］ ．因缺乏实验测量数据， 表面弹性常数

ｃｓ１１ ＝ λ０ ＋ ２μ０ 可由相应体弹性常数 ｃ１１ 与其特征长度 ｈ０ 的乘积决定（本文取 ｈ０ ＝ ０．４ ｎｍ［５３］）， 因此 ｃｓ１１ 约为

８１．９７ Ｎ ／ ｍ ．根据文献［３５］，数值模拟所得纳米线结构不同晶向的表面厚度分别取为 ｔ〈１００〉 ＝ １０．５６ Å 和 ｔ〈１１０〉
＝ ６．７３ Å，故本文取表面层厚度 ｔ ≈１ ｎｍ，表面弯曲常数 ξ０ ＋ ２η０ 由以上表面弹性常数 ｃｓ１１ 与表面层厚度 ｔ 平
方的乘积得到．

首先令梁截面的高度 ｈ ＝ ５０ ｎｍ，表面弹性常数 ｃｓ１１ 由－８１．９７ Ｎ ／ ｍ 变化到 ８１．９７ Ｎ ／ ｍ，图 ２ 给出了无量纲

等效弹性常数随表面弹性常数的变化规律．从图 ２ 中可以看出，两种条件下表面弯曲刚度对等效弹性常数的

影响几乎可忽略．表面弹性常数对等效弹性常数的影响较为显著，其中表面弹性常数为正值时等效弹性常数

增大，反之减小．压电和挠曲电效应的存在均使得等效弹性常数增加．

（ａ） 短路条件 （ｂ） 开路条件

（ａ） Ｔｈｅ ｓｈｏｒｔ ｃｉｒｃｕｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｏｐｅｎ ｃｉｒｃｕｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图 ２　 等效弹性常数对表面弹性常数 ｃｓ１１ 的依赖规律

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｖｓ． ＧＭ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃｓ１１

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 ３ 给出了等效弹性常数随矩形截面梁高度 ｈ 的变化规律，图中表面弹性常数取为－８１．９７ Ｎ ／ ｍ ．可观

察到， 纯弹性和压电弹性梁结构的等效弹性常数均不随高度 ｈ 变化， 即无尺寸依赖性． 考虑挠曲电、 表面弹
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性和表面弯曲刚度效应时等效弹性常数均随 ｈ 变化， 上述因素均使等效弹性常数呈现对尺寸的依赖． 由图

３（ｂ）可知，挠曲电效应和表面弯曲刚度均在 ｈ 较小时（约小于 １５ ｎｍ）才对等效弹性常数产生显著影响．横截

面高度 ｈ 取值在 ５ ｎｍ 到 ５０ ｎｍ 之间时，表面弹性对等效弹性常数产生明显影响，且 ｈ 越小，影响越显著，特
别是当 ｈ 小于 １５ ｎｍ 时，ＳＯ 与 ＧＭ 表面模型的区别可明显展现．

（ａ） 短路条件 （ｂ） 开路条件

（ａ） Ｔｈｅ ｓｈｏｒｔ ｃｉｒｃｕｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｏｐｅｎ ｃｉｒｃｕｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
图 ３　 等效弹性常数随矩形截面梁高度 ｈ 的变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｖｓ． ｈｅｉｇｈｔ ｈ

进一步地，由式（３５）和式（４４）可得短路和开路条件下屈曲临界应力分别为

　 　 σｃｒ ＝
Ｆｃｒ

ｂｈ
＝ １
１２

ζπ２ｃ∗１１
（ ｌ ／ ｈ） ２， （４５）

　 　 σｃｒ ＝
１
１２

ζπ２ｃ∗∗
１１

（ ｌ ／ ｈ） ２ ． （４６）

表 １ 和表 ２ 分别列出了短路和开路条件下，不同长细比 （ ｌ ／ ｈ） 对应的屈曲临界应力值．由表可见，相同

高度时，纳米压电半导体梁的屈曲临界应力随长细比的增加明显减小．相同长细比且表面弹性常数为负值

时，屈曲临界应力随高度增加而提升．然而相同长细比且表面弹性常数为正值时，屈曲临界应力随高度增加

而减小．由此可见，屈曲临界应力受表面效应、长细比和尺寸影响显著．
表 １　 短路条件下屈曲临界应力 （σｃｒ ／ ＭＰａ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓｅｓ （σｃｒ ／ ＭＰａ）， ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈｏｒｔ ｃｉｒｃｕｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｈ ／ ｎｍ ｃｓ１１ ／ （Ｎ ／ ｍ）
ｌ ／ ｈ

１０ ２０ ５０ １００

１０
－８１．９７ １ ３０４．３ ３２６．０８ ５２．１７３ １３．０４３

８１．９７ ２ １５４．２ ５３８．５６ ８６．１６９ ２１．５４２

５０
－８１．９７ １ ６４１．７ ４１０．４３ ６５．６６９ １６．４１７

８１．９７ １ ８０５．４ ４５１．３５ ７２．２１７ １８．０５４

表 ２　 开路条件下屈曲临界应力 （σｃｒ ／ ＭＰａ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓｅｓ （σｃｒ ／ ＭＰａ）， ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｐｅｎ ｃｉｒｃｕｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｈ ／ ｎｍ ｃｓ１１ ／ （Ｎ ／ ｍ）
ｌ ／ ｈ

１０ ２０ ５０ １００

１０
－８１．９７ １ ３１６．１ ３２９．０２ ５２．６４３ １３．１６１

８１．９７ ２ １６６．０ ５４１．４９ ８６．６３９ ２１．６６０

５０
－８１．９７ １ ６４１．９ ４１０．４８ ６５．６７７ １６．４１９

８１．９７ １ ８０５．６ ４５１．４１ ７２．２２５ １８．０５６

　 　 如式（２９）和式（４１）第二式所示，压电半导体梁结构中电子的初始浓度对压电和挠曲电效应所产生的作

用均产生屏蔽效应，该效应的强度取决于 β 的数值，β 越大，屏蔽效应越强．由图 ４ 可知，Γ１ 和 Γ２ 均随 ｎ０ 和 ｈ
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的增加而呈单调递减，且针对相同的 ｎ０ 和 ｈ，Γ２ 小于 Γ１ ．Γ２ 的数值较小表明对挠曲电效应的屏蔽更强．图 ４
（ａ）中，当 ｈ ＝ ５０ ｎｍ， ｎ０ ＝ １０２４ ｍ－３时，约 ８６％的挠曲电效应所产生的作用被屏蔽，约 ６３％的压电效应产生的

作用被屏蔽．图 ４（ｂ）中，当 ｈ ＝ ２００ ｎｍ， ｎ０ ＝ １０２３ ｍ－３时，约 ８９％挠曲电效应所产生的作用被屏蔽，约 ７０％压电

效应所产生的作用被屏蔽．ｎ０ 较大或 ｈ 较大时，屏蔽效果更加明显．

（ａ） ｈ ＝ ５０ ｎｍ （ｂ） ｎ０ ＝ １０２３ ｍ－３

图 ４　 Γ１ 和 Γ２ 随 ｎ０ 和 ｈ 的变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｓ ｏｆ Γ１ ａｎｄ Γ２ ｏｎ ｎ０ ａｎｄ ｈ

４　 结　 　 论

本文对压电半导体梁结构的静态屈曲行为进行了理论分析，分别得到了短路和开路条件下等效弹性常

数和屈曲临界压力的解析解．详细的数值分析得到了如下结论：
１） 当梁结构的横截面尺寸缩至纳米尺度时，表面弹性效应对等效弹性常数的影响显著．特别是当横截

面尺寸小于 １５ ｎｍ 时，表面弯曲刚度的影响不可忽略．等效弹性常数的增大或是减小取决于表面弹性常数和

表面弯曲刚度的正负．
２）压电半导体梁结构的压电效应可使等效弹性常数增大，开路条件下挠曲电效应可进一步提升等效弹

性常数．
３） 压电半导体梁结构内部电子的存在会屏蔽压电和挠曲电效应所产生的作用，对挠曲电效应的屏蔽更

强．屏蔽效果随电子初始浓度和梁的横截面尺寸的增加而增强．
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１９７８， １４（６）： ４３１⁃４４０．

［３４］ 　 ＳＴＥＩＧＭＡＮＮ Ｄ Ｊ， ＯＧＤＥＮ Ｒ Ｗ． Ｐｌａｎｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｏｌｉｄｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［ Ｊ］ ．
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［４４］　 ＡＮＳＡＲＩ Ｒ， ＳＡＨＭＡＮＩ Ｓ． Ｂｅｎｄｉｎｇ ｂｅｈａｖｉｏｒ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｎａｎｏｂｅａｍｓ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｅｆｆｅｃｔｓ ｃｏｒｒｅ⁃
ｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｅａｍ ｔｈｅｏｒｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１１， ４９（１１）： １２４４⁃
１２５５．

［４５］　 ＣＨＡＬＬＡＭＥＬ Ｎ， ＥＬＩＳＨＡＫＯＦＦ Ｉ． Ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｅｆｆｅｃｔｓ ｍａｙ ｉｎｄｕｃｅ ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ： Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ ａｎｄ Ｔｉｍｏｓｈｅｎ⁃
ｋｏ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａ Ｅ： Ｌｏｗ⁃Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｎａｎｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１２， ４４（９）： １８６２⁃
１８６７．

［４６］ 　 ＬＩＡＮＧ Ｘ， ＨＵ Ｓ， ＳＨＥＮ Ｓ． Ｓｉｚｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ
ｄｕｅ ｔｏ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１５， ２４（１０）： １０５０１２．

［４７］　 ＡＬＩＢＥＩＧＩ Ｂ， ＢＥＮＩ Ｙ Ｔ， ＭＥＨＲＡＬＩＡＮ Ｆ． Ｏｎ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｎａｎｏｂｅａｍｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ Ｐｌｕｓ， ２０１８， １３３（３）： １３３．

１１３１第 １０ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 詹春晓，等： 考虑表面效应的压电半导体梁的静态屈曲行为研究



［４８］　 ＳＡＭＡＮＩ Ｍ Ｓ Ｅ， ＢＥＮＩ Ｙ Ｔ． Ｓｉｚｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｔｈｅｒｍｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｂｅａｍ［ Ｊ］ ．
Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｅｘｐｒｅｓｓ， ２０１８， ５（８）： ０８５０１８．

［４９］　 ＪＩ Ｌ Ｗ， ＹＯＵＮＧ Ｓ Ｊ， ＦＡＮＧ Ｔ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ ＺｎＯ ｎａｎｏｗｉｒｅｓ ｕｓｉｎｇ ｎａｎｏｉｎｄｅｎｔ⁃
ａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２００７， ９０（３）： ０３３１０９．

［５０］　 ＲＩＡＺ Ｍ， ＦＵＬＡＴＩ Ａ， ＡＭＩＮ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ ＺｎＯ ｎａｎｏｔｕｂｅｓ ａｎｄ ｎａｎｏｒｏｄｓ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００９， １０６（３）： ０３４３０９．

［５１］　 ＺＨＡＮＧ Ｊ， ＷＡＮＧ Ｃ， ＡＤＨＩＫＡＲＩ Ｓ． Ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｗｉｒｅｓ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ａｎ ｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｆｉｅｌｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１３， １１４（１７）： １７４３０６．

［５２］　 ＷＡＮＧ Ｇ Ｆ， ＦＥＮＧ Ｘ Ｑ． Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｗｉｒｅｓ
［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１０， ９１（５）： ５６００７．

［５３］　 ＺＨＡＮＧ Ｚ， ＬＩＡＮＧ Ｃ， ＫＯＮＧ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎｄ ｆｒｅｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａｘｉａｌｌｙ ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ ｐｉｅ⁃
ｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｅｍｉｃｏｎｄｕｃｔｏｒ ｒｏｄ ｗｉｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｆｆｅｃｔ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２３，
２３８： １０７８２３．

［５４］　 ＷＡＮＧ Ｚ， ＨＵ Ｑ， ＺＨＡＯ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｆａｉｌｕｒｅ ｍｏｄｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ＺｎＯ ｎａｎｏｗｉｒｅｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ：
ｆｒｏｍ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｔｏ ｂｕｃｋｌｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｎａｎｏｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１９， ３０（３７）： ３７５７０２．

［５５］　 ＦＡＮ Ｓ， ＬＩＡＮＧ Ｙ， ＸＩＥ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｉｎｓｉｄｅ ａ ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ⁃ｂｅｎｔ ｃｉｒ⁃
ｃｕｌａｒ ＺｎＯ ｎａｎｏｗｉｒｅ ｂｙ ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｍｉｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍ⁃
ａｎｃｅ， ｐａｒｔ Ⅰ： ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｎａｎｏ Ｅｎｅｒｇｙ， ２０１７， ４０： ８２⁃８７．

［５６］　 ＴＩＭＯＳＨＥＮＫＯ Ｓ． Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： ＭｃＧｒａｗ⁃Ｈｉｌｌ， １９６１．

２１３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


