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摘要：　 基于偶应力理论，研究了刚性绝缘球压头与横观各向同性压电半空间尺度依赖的轴对称接触问题．利用

Ｈａｎｋｅｌ 积分变换和积分最小二乘法，获得了接触压力．讨论了特征材料长度对接触压力分布、接触半径和压痕深度

的影响．结果表明，基于偶应力理论获得的接触压力结果明显大于经典结果．
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０　 引　 　 言

经典连续介质力学是一种基于物质连续分布假设的近似分析方法，这一理论为分析宏观尺度上材料的

力学行为提供了合理的依据．在经典连续介质力学中，小变形假设下旋转运动不造成形变，所以位移梯度全

部用对称的应力张量表示是合理的．然而实验表明，当材料的尺度减小到微米量级时，材料内禀性能及应用

规律和原理表现出与宏观尺度明显的不同［１⁃３］ ．为了建立更完整的连续介质理论，需要引入新的形变度量来
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描述介质内部存在的微观结构（裂纹、孔洞、位错或晶格缺陷）所导致的力学不对称，例如曲率张量．在这样的

理论框架下就引入了偶应力这一概念．偶应力弹性理论是最基本的梯度型广义连续介质力学理论，其他理论

方法分支多是在偶应力理论的基础上建立起来的．
尺度效应是微 ／纳米材料的一个普遍特征，它导致了各种与尺寸有关的行为、特性和现象．随着接触尺寸

的减小，材料内部的特征长度对宏观响应的影响变得越来越明显．基于偶应力理论，Ｚｉｓｉｓ 课题组［４⁃８］系统地研

究了材料的接触行为，他们研究的结果表明，经典接触理论预测的结果与在偶应力理论框架下得到的结果有

很大的差异．Ｋａｒｕｒｉｙａ 和 Ｂｈａｎｄａｋｋａｒ［９］研究了有限厚度弹性层与不同形状压头的尺度依赖的压痕问题．基于

偶应力理论，Ｓｏｎｇ 等［１０⁃１１］考虑了均匀弹性半平面的滑动摩擦和均匀涂层半平面的无摩擦接触问题．Ｗａｎｇ
等［１２］分析了尺度依赖的部分滑移接触问题．Çöｍｅｚ 和 Ｅｌ⁃Ｂｏｒｇｉ［１３］ 探究了尺度依赖的层状结构的滑动摩擦接

触问题．总而言之，偶应力理论在接触问题中得到了广泛应用［１４⁃１８］ ．
随着智能器件的日益小型化，压电材料被广泛应用于各种微型设备中，如微型发电机、制动器和传感器

等［１９⁃２１］ ．这些压电微型设备在实际使用中通常会遭受集中的力电载荷，因而会不可避免地产生接触、摩擦和

磨损．在偶应力理论框架下，关于压电材料中波的传播［２２］、弯曲［２３］、自由振动［２４］ 和断裂［２５］ 等问题得到了较

多关注．但是关于压电材料尺度依赖接触问题的研究非常有限，目前仅见 Ｓｕｎ 等［２６］ 对压电材料的二维尺度

依赖接触问题进行了讨论．轴对称接触问题在工业生产活动中广泛存在，同时轴对称接触可以消除只考虑二

维近似时带来的边界效应，然而目前还没有发现关于压电材料尺度依赖轴对称接触问题的相关文献报道．
接触问题是一个混合边值问题，目前涌现出几种具有代表性的处理方法：第一种方法是利用积分变换，

将混合边值问题转化为奇异积分方程，再将积分方程离散化为代数方程后进行数值求解［２７⁃２８］ ．第二种方法是

用近似的边界条件代替精确的边界条件，然后使用基函数迭代求解弹性接触问题［２９⁃３０］ ．这两种方法都可以获

得满意的结果［２７⁃３０］ ．第二种方法能够给出接触压力的显式表达式，通常需要数量较少的基函数就能获得较为

精确的结果，因此本文选择第二种方法来研究接触问题．
本文利用偶应力理论，对压电半空间与球压头尺度依赖的无摩擦接触问题进行了理论分析．利用材料的

特征材料长度来描述尺度效应．利用 Ｈａｎｋｅｌ 积分变换和积分最小二乘法，得到了接触压力的解析解．最后，讨
论了特征材料长度对接触压力分布、接触半径和压痕深度的影响．

本文研究工作的创新点如下： １） 基于偶应力理论，建立了压电材料尺度依赖轴对称无摩擦接触模型，
系统地分析了压电材料尺度依赖轴对称无摩擦接触行为．２） 研究发现，利用偶应力理论可以有效地描述微

尺度压电材料的尺度依赖接触力学行为，研究结果为改善微型智能压电器件的力电接触损伤以及压电材料

的优化设计和工程应用提供了理论依据．

１　 偶应力理论下的压电材料接触问题

图 １ 描述了横观各向同性压电半空间与刚性绝缘球压头的尺度依赖的轴对称接触模型．球压头的半径

为 Ｒ， 球压头上表面承受集中载荷 Ｆ， 圆形接触区域的半径为 ａ ．压电材料的极化方向沿着 ｚ 轴方向．

图 １　 球压头与压电半空间尺度依赖的轴对称接触

Ｆｉｇ． １　 Ｓｉｚｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｃｏｎｔａｃｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｐｕｎｃｈ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｈａｌｆ⁃ｓｐａｃｅ
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１．１　 基本方程

在偶应力弹性理论中，考虑轴对称问题，几何方程表示为［８］

　 　 εｒｒ ＝
∂ｕｒ

∂ｒ
， εθθ ＝

ｕｒ

ｒ
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∂ωθ
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， （４）

其中， εｒｒ，εθθ，εｚｚ 和 εｒｚ 为应变分量； ｕｒ 和 ｕｚ 为位移分量； Ｄｒ 和 Ｄｚ 为电位移分量； ϕ 为电势； ωθ 为旋转分量；
ｋθｒ，ｋｒθ 和 ｋｚθ 为曲率张量的分量．

平衡方程表示为［８， ３１］
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其中， ｍｒθ，ｍθｒ，ｍｚθ 和 ｍθｚ 为偶应力分量．在偶应力理论中，应力分量 σｚｒ 和 σｒｚ 是非对称的，可以写作［１７］

　 　 σｚｒ ＝ τｚｒ ＋ αｚｒ， σｒｚ ＝ τｒｚ ＋ αｒｚ， （９）
其中

　 　 τｚｒ ＝ τｒｚ， αｚｒ ＝ － αｒｚ， （１０）
这里， τｒｚ 和 τｚｒ 是应力的对称部分； αｒｚ 和 αｚｒ 是应力的反对称部分．

将方程（９）、（１０）代入方程（８），可以得到
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Ｗａｎｇ 等［３２］提出了具有偶应力的横观各向同性压电材料的本构方程．对于横观各向同性材料，特征材料

长度和剪切模量在不同方向上是不同的［３３⁃３４］ ．在横观各向同性压电材料的尺度依赖接触问题的研究中应考

虑这一效应．然而，由于难以通过实验方法测量不同方向上的特征材料长度和剪切模量，目前还没有发现相

关的报道．为了得到解析解，我们假设不同方向上的特征材料长度和剪切模量相同．压电半空间的本构方程

表示为［８，３１］
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其中， Ｃ ｊｋ 为弹性常数； ｅｊｋ 为压电常数； ε ｊｋ 为介电常数； ｌ 为特征材料长度，与材料的微观结构有关，包括微裂

缝、空隙、位错或晶格缺陷等［１０］；这里， Ｇ ＝ Ｃ６６ ＝ （Ｃ１１ － Ｃ１２） ／ ２［２６］；β 是一个无量纲参数［８］，且 － １ ＜ β ＜ １．
　 　 把本构方程（１２）—（１６）代入到平衡方程（５）—（８），并利用几何方程（１）—（４），得到如下的位移控制

方程：
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∂２ｕｒ

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂ｕｒ

∂ｒ
－
ｕｒ

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ４４

∂２ｕｒ

∂ｚ２
＋ （Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）

∂２ｕｚ

∂ｒ∂ｚ
＋

　 　 　 　 （ｅ３１ ＋ ｅ１５）
∂２ϕ
∂ｒ∂ｚ

＋ Ｇｌ２ １
ｒ２

∂２ｕｒ

∂ｚ２
－

∂２ｕｚ

∂ｒ∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　 １
ｒ

∂３ｕｚ

∂ｒ２∂ｚ
－

∂３ｕｒ

∂ｒ∂ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂４ｕｒ

∂ｒ２∂ｚ２
－

∂４ｕｒ

∂ｚ４
＋

∂４ｕｚ

∂ｒ∂ｚ３
＋

∂４ｕｚ

∂ｒ３∂ｚ
ù

û

ú
ú
＝ ０， （１７）

　 　 Ｃ４４

∂２ｕｚ

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂ｕｚ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ３３

∂２ｕｚ

∂ｚ２
＋ （Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）

∂２ｕｒ

∂ｒ∂ｚ
＋ １

ｒ
∂ｕｒ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ｅ１５
∂２ϕ
∂ｒ２

＋ １
ｒ

∂ϕ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｅ３３

∂２ϕ
∂ｚ２

＋ Ｇｌ２
１
ｒ３

é

ë
ê
ê

∂ｕｒ

∂ｚ
－

∂ｕｚ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 １
ｒ２

∂２ｕｚ

∂ｒ２
－

∂２ｕｒ

∂ｒ∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ｒ
∂３ｕｒ

∂ｚ３
－

∂３ｕｚ

∂ｒ∂ｚ２
＋ ２

∂３ｕｒ

∂ｒ２∂ｚ
－ ２

∂３ｕｚ

∂ｒ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　
∂４ｕｒ

∂ｒ∂ｚ３
＋

∂４ｕｒ

∂ｒ３∂ｚ
－

∂４ｕｚ

∂ｒ２∂ｚ２
－

∂４ｕｚ

∂ｒ４
ù

û

ú
ú
＝ ０， （１８）

　 　 ｅ１５
∂２ｕｚ

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂ｕｚ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｅ３３

∂２ｕｚ

∂ｚ２
＋ （ｅ１５ ＋ ｅ３１）

∂２ｕｒ

∂ｒ∂ｚ
＋ １

ｒ
∂ｕｒ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ε１１
∂２ϕ
∂ｒ２

＋ １
ｒ

∂ϕ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ε３３

∂２ϕ
∂ｚ２

＝ ０． （１９）

注意，当 ｌ ＝ ０ 时，方程（１７）—（１９）可以退化为不考虑尺度效应的经典轴对称接触问题的控制方程．
定义 Ｈａｎｋｅｌ 积分变换为

　 　 Ｈ（ ｓ） ＝ ∫∞
０
Ｈ（ ｒ） ｒＪｍ（ ｓｒ）ｄｒ， （２０）

则其逆变换为

　 　 Ｈ（ ｒ） ＝ ∫∞
０
Ｈ（ ｓ） ｓＪｍ（ ｓｒ）ｄｓ， （２１）

其中， Ｊｍ（·） 是 ｍ 阶第一类 Ｂｅｓｓｅｌ 函数； ｓ 是积分变换的变量．
对方程（１７）—（１９）应用 Ｈａｎｋｅｌ 积分变换，方程（１７）—（１９）变为

　 　 Ｃ４４

ｄ２ｕｒ

ｄｚ２
－ ｓ２Ｃ１１ｕｒ － ｓ（Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）

ｄｕｚ

ｄｚ
－ ｓ（ｅ３１ ＋ ｅ１５）

ｄϕ
ｄｚ

＋

　 　 　 　 Ｇｌ２ ｓ２
ｄ２ｕｒ

ｄｚ２
＋ ｓ３

ｄｕｚ

ｄｚ
－

ｄ４ｕｒ

ｄｚ４
－ ｓ

ｄ３ｕｚ

ｄｚ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （２２）

　 　 ｓ（Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）
ｄｕｒ

ｄｚ
＋ Ｃ３３

ｄ２ｕｚ

ｄｚ２
－ ｓ２Ｃ４４ｕｚ ＋ ｅ３３

ｄ２ϕ
ｄｚ２

－ ｓ２ｅ１５ϕ ＋

　 　 　 　 Ｇｌ２ ｓ
ｄ３ｕｒ

ｄｚ３
－ ｓ４ｕｚ ＋ ｓ２

ｄ２ｕｚ

ｄｚ２
－ ｓ３

ｄｕｒ

ｄｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （２３）

　 　 ｓ（ｅ１５ ＋ ｅ３１）
ｄｕｒ

ｄｚ
＋ ｅ３３

ｄ２ｕｚ

ｄｚ２
－ ｓ２ｅ１５ｕｚ － ε３３

ｄ２ϕ
ｄｚ２

＋ ｓ２ε１１ϕ ＝ ０． （２４）

方程（２２）—（２４）的一般解为
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　 　 ［ｕｒ，ｕｚ，ϕ］ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
［１，ａｉ（ ｓ），ｂｉ（ ｓ）］Ａｉ（ ｓ）ｅｎｉｚ， （２５）

这里 Ａｉ（ ｓ）（ ｉ ＝ １，２，３，４） 是未知的常数， ｎｉ 是下列特征方程具有正实部的特征根

　 　 ｄｅｔ［ｈ
－
ｉｊ（ ｓ，ｎｉ）］ ＝ ０， （２６）

其中

　 　 ［ｈ
－
ｉｊ］ ＝

Ｃ４４ｎ２ － Ｃ１１ｓ２ ＋ Ｇｌ２ｓ２ｎ２ － Ｇｌ２ｎ４ － ｓｎ（Ｃ１３ ＋ Ｃ４４） ＋ Ｇｌ２ｓ３ｎ － Ｇｌ２ｓｎ３ － ｓ（ｅ３１ ＋ ｅ１５）ｎ

ｓｎ（Ｃ１３ ＋ Ｃ４４） ＋ Ｇｌ２ｓｎ３ － Ｇｌ２ｓ３ｎ Ｃ３３ｎ２ － Ｃ４４ｓ２ － Ｇｌ２ｓ４ ＋ Ｇｌ２ｓ２ｎ２ ｅ３３ｎ２ － ｅ１５ｓ２

ｓｎ（ｅ３１ ＋ ｅ１５） ｅ３３ｎ２ － ｅ１５ｓ２ ε１１ｓ２ － ε３３ｎ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

（２７）
这里， ａｉ（ ｓ） 和 ｂｉ（ ｓ） 的表达式为

　 　 ａｉ（ ｓ） ＝
ｈ
－
２１ｈ

－
１３ － ｈ

－
１１ｈ

－
２３

ｈ
－
１２ｈ

－
２３ － ｈ

－
１３ｈ

－
２２

， ｂｉ（ ｓ） ＝
ｈ
－
２１ｈ

－
１２ － ｈ

－
１１ｈ

－
２２

ｈ
－
１３ｈ

－
２２ － ｈ

－
１２ｈ

－
２３

， （２８）

其中， ｈ
－
ｉｊ（ ｉ ＝ １，２；ｊ ＝ １，２，３） 代表矩阵［ｈ

－
ｉｊ］ 第 ｉ 行 ｊ 列的元素．

１．２　 接触压力分布

本小节中，我们将给出压电半空间与球压头尺度依赖的轴对称无摩擦接触问题的接触压力分布．假设

ｐ（ ｒ） 是真实的接触压力分布，那么表面法向位移满足如下的方程：
　 　 ｕｚ（ ｒ，０） － ｕｚ（０，０） － ｆ（ ｒ） ＝ ０， （２９）

其中， ｆ（ ｒ） 是变形前压头的表面轮廓函数．对于球压头来说，当接触区远小于压头半径时， ｆ（ ｒ） 可以用抛物

面近似表示，即

　 　 ｆ（ ｒ） ＝ ｒ２

２Ｒ
． （３０）

如果 ｐ（ ｒ） 是近似的接触压力分布，那么

　 　 ｕｚ（ ｒ，０） － ｕｚ（０，０） － ｆ（ ｒ） ≠ ０． （３１）
由于近似带来的误差记作［３０］

　 　 ｅ ＝ ∫ａ
０
［ｕｚ（ ｒ，０） － ｕｚ（０，０） － ｆ（ ｒ）］ ２ｒｄｒ ． （３２）

接触压力分布的近似表达式可以写成级数的形式，即

　 　 ｐ（ ｒ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｑｉｐｉ（ ｒ）， （３３）

其中 ｑｉ 是权重； Ｍ 是基函数的个数； ｐｉ（ ｒ） 是基函数，可以表示为

　 　 ｐ１（ ｒ） ＝ １ － ｒ２ ／ ａ２ ， （３４）
　 　 ｐｉ（ ｒ） ＝ Ｊ０（ηｉ －１ｒ），　 　 ｉ ＞ １， （３５）

这里， Ｊ０（·） 是第一类零阶 Ｂｅｓｓｅｌ 函数； ηｉ 是 Ｊ０（ηａ） ＝ ０ 的第 ｉ 个零点．
将 ｐｉ（ ｒ） 单独作用导致的相对法向表面位移记作 δＶｉ（ ｒ） ＝ ｕｉ

ｚ（ ｒ，０） － ｕｉ
ｚ（０，０）， 根据式（３３），表面相对位

移为

　 　 δＶ（ ｒ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｑｉδＶｉ（ ｒ） ． （３６）

未知数 ｑｉ 需要通过积分最小二乘误差法确定，即

　 　 ∂ｅ
∂ｑｉ

＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ ． （３７）

将式（３７）表示为矩阵的形式，即
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Ｋ１１ … Ｋ１Ｍ

︙ ︙
ＫＭ１ … ＫＭＭ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｑ１

︙
ｑＭ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
ｆ１
︙
ｆＭ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， （３８）

其中

　 　 Ｋ ｉｊ ＝ ∫ａ
０
δＶｉδＶ ｊｒｄｒ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ； ｊ ＝ １，２，…，Ｍ， （３９）

　 　 ｆｉ ＝ ∫ａ
０
δＶｉ ｆ（ ｒ） ｒｄｒ ． （４０）

注意到，接触半径 ａ 和权重 ｑｉ 由上面的迭代过程确定，接触半径的初始值取经典弹性接触下的结果，即 ａｃ ＝
１ ／ ３ ３ＦＲｆ２１ ／ ８ ， ｆ２１ 是与压电材料常数相关的系数．相对误差取作 ０．００１，即收敛准则为 εｅｒｒ ≤ ０．００１， 其中

　 　 εｅｒｒ ＝ Ｆ － Ｐ′ ／ Ｆ， （４１）
这里

　 　 Ｐ′ ＝ ∫ａ
０
２πｒｐ（ ｒ）ｄｒ ． （４２）

至此，接触压力分布的式（３３）中包含的系数 Ａｉ（ ｓ） 仍然未知，所以需要通过边界条件进一步确定．
１．３　 边界条件

在变换域中，接触表面的边界条件为

　 　 σｚｚ ＝ － ｐ（ ｓ）， σｚｒ ＝ ０， Ｄｚ ＝ ０， ｍｚθ ＝ ０， （４３）
其中

　 　 ｐ（ ｓ） ＝ ｐ１（ ｓ） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ ２
ｐ ｊ（ ｓ）， （４４）

并且

　 　 ｐ１（ ｓ） ＝ ｑ１
ｓｉｎ（ａｓ） － ａｓｃｏｓ（ａｓ）

ａｓ３
， ｐ ｊ（ ｓ） ＝ ｑ ｊ

ａ［η ｊＪ０（ａｓ）Ｊ１（ａｓ） － ｓＪ０（ａｓ）Ｊ１（ａｓ）］
η２

ｊ － ｓ２
．

１．４　 接触问题的解

根据式（１２）—（１６）和（２５），在变换域中，我们有

　 　 ［σｚｚ，σｒｚ，Ｄｚ，ｍｚθ］ Τ ＝ Ｔ（ ｓ，ｚ）Ａ（ ｓ）， （４５）
其中

　 　 Ａ（ ｓ） ＝ ［Ａ１（ ｓ），Ａ２（ ｓ），Ａ３（ ｓ），Ａ４（ ｓ）］ Τ， （４６）
　 　 Ｔ（ ｓ，ｚ） ＝ ［Ｔ１ｉ（ ｓ，ｚ），Ｔ２ｉ（ ｓ，ｚ），Ｔ３ｉ（ ｓ，ｚ），Ｔ４ｉ（ ｓ，ｚ）］ Τ， 　 　 ｉ ＝ １，２，３，４， （４７）

这里

　 　 Ｔ１ｉ ＝ （Ｃ１３ｓ ＋ Ｃ３３ｎｉａｉ ＋ ｅ３３ｎｉｂｉ）ｅｎｉｚ，
　 　 Ｔ２ｉ ＝ ［Ｃ４４ｎｉ － Ｃ４４ｓ － ｅ１５ｓ － Ｇｌ２（ － ｓ２ｎｉ ＋ ｎ３

ｉ － ｓ３ａｉ ＋ ｓｎ２
ｉ ａｉ）］ｅｎｉｚ，

　 　 Ｔ３ｉ ＝ （ｅ３１ｓ ＋ ｅ３３ｎｉａｉ － ε ３３ｎｉｂｉ）ｅｎｉｚ， Ｔ４ｉ ＝ （２Ｇｎ２
ｉ ｌ２ ＋ ２Ｇｓａｉｎｉ ｌ２）ｅｎｉｚ ．

根据边界条件（４３），有
　 　 Ｔ（ ｓ，ｈ）Ａ（ ｓ） ＝ Ｌ， （４８）

其中

　 　 Ｌ ＝ ［ － ｐ（ ｓ），０，０，０］ Ｔ， （４９）
那么，未知系数的表达式为

　 　 Ａ ＝ Ｔ －１Ｌ ． （５０）
因此，根据式（５０）并对式（４５）进行 Ｈａｎｋｅｌ 积分逆变换，我们就可以得到该接触问题应力场和偶应力场的解．

２　 结果与讨论

本文研究了刚性绝缘球压头和横观各向同性压电半空间尺度依赖的轴对称接触问题．选择的压电材料
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的材料属性列于表 １ 中［３１］ ．除非特别说明，材料选用 ＰＺＴ⁃４，法向加载力、球压头半径和无量纲特征材料长度

分别取 Ｆ ＝ １０ Ｎ，Ｒ ＝ ５００ μｍ，ｌ ／ ａ ＝ １．
表 １　 压电材料的材料参数［３１］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［３１］

Ｃ１１ ／ ＧＰａ Ｃ１２ ／ ＧＰａ Ｃ１３ ／ ＧＰａ Ｃ３３ ／ ＧＰａ Ｃ４４ ／ ＧＰａ ｅ１３ ／ （Ｃ ／ ｍ２） ｅ３３ ／ （Ｃ ／ ｍ２） ｅ１５ ／ （Ｃ ／ ｍ２）

ＰＺＴ⁃４ １３９ ７７．８ ７４．３ １１５ ２５．６ －５．２ １５．１ １２．７
ＢａＴｉＯ３ １５０ ６．６ ６．６ １４．６ ４．４ －１７．３ １７．５ １１．４

ε１１ ／ （１０－１０·Ｃ ／ （Ｖ·ｍ）） ε３３ ／ （１０－１０·Ｃ ／ （Ｖ·ｍ）） ｆ２１ ／ （１０－１１·Ｐａ－１）

ＰＺＴ⁃４ ６４．６１ ５６．２ １．７７２ ８
ＢａＴｉＯ３ ９８．７ １１２ １．３７６ ６

２．１　 收敛性分析

表 ２ 给出了接触半径 ａ的收敛性分析．在规定的误差范围内 （ε ｅｒｒ ≤０．００１），当Ｍ ＝ ３ 时，接触半径 ａ的值

不再发生变化，故取基函数的个数为 ３．
表 ２　 接触半径 ａ 的收敛性分析

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ ｒａｄｉｕｓ ａ

Ｍ ２ ３ ４

ａ ／ μｍ ２３．６７１ ２３．６６５ ２３．６６５

２．２　 对比算例

为了验证结果的有效性，首先将压电材料简化为各向同性弹性材料，当前的接触问题可以化简为一个刚

性球压头和弹性半空间之间尺度依赖的轴对称无摩擦接触问题，Ｇｏｕｒｇｉｏｔｉｓ 等［８］ 对该接触问题进行了研究．
取 Ｆ ＝ １０ Ｎ，Ｒ ＝ １００ μｍ，μ ＝ ２７．３ ＧＰａ 和 ν ＝ ０．３ 时，图 ２ 给出了该问题的接触压力分布．通过对比发现，利
用本文方法得到的结果与 Ｇｏｕｒｇｉｏｔｉｓ 等［８］的研究结果一致，说明本文的分析方法是正确的．

图 ２　 当 Ｆ ＝ １０ Ｎ， Ｒ ＝ １００ μｍ， μ ＝ ２７．３ ＧＰａ 和 ν ＝ ０．３ 时，本文的结果与文献［８］的结果比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｆ． ［８］ ｗｉｔｈ
Ｆ ＝ １０ Ｎ， Ｒ ＝ １００ μｍ， μ ＝ ２７．３ ＧＰａ ａｎｄ ν ＝ ０．３

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

２．３　 特征材料长度的影响

图 ３ 给出了特征材料长度对接触压力分布的影响．从图中可以看出，在偶应力理论的框架内，球压头作

用下的接触压力分布是光滑的，无奇异性出现，其最大值出现在接触区域的中心．考虑了偶应力的接触压力

结果明显大于经典弹性理论的结果 （ ｌ ／ ａ ＝ ０） ．并且随着特征材料长度的增加，接触压力显著增大，但是增加

的速率减小．
图 ４ 给出了不同特征材料长度下，法向加载 Ｆ 对最大接触压力的影响．对于给定的最大接触压力，随着

特征材料长度的增加，所对应的法向加载减小．图 ５ 描述了不同特征材料长度下，法向加载 Ｆ 对压痕深度的
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影响，可以看到力⁃位移曲线是非线性的．在微纳米压痕实验中，通过分析加载和卸载过程中的力⁃位移曲线，
可以确定材料的微机械特性，如硬度和弹性模量．这些数据对于了解材料的抗压强度、耐磨性和其他重要特

性至关重要．从图中可以看出，对于较大的特征材料长度，需要更大的法向载荷才能产生相同的压入深度．

图 ３　 特征材料长度对接触压力分布的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｌｅｎｇｔｈ
ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图 ４　 法向加载 Ｆ 对最大接触压力的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｌｏａｄｉｎｇ Ｆ ｏｎ ｔｈｅ
ｍａｘｉｍｕｍ ｃｏｎｔａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

　 　 图 ６ 描述了球压头作用下接触区内不同位置上，特征材料长度对法向接触压力比值 ｐ（ ｒ） ／ ｐｃ（ ｒ） 的影响．
其中， ｐｃ（ ｒ） 表示没有尺度效应的经典无摩擦接触问题的接触压力．不同接触点处这一比值与 １ 的偏差程度

可以说明这一接触点处尺度效应对接触压力的影响．从图中我们发现比值 ｐ（ ｒ） ／ ｐｃ（ ｒ） 始终大于 １．也就是说，
在接触区内，经典弹性理论下的法向接触压力始终小于考虑了尺度效应的结果．随着特征材料长度的增加，
ｐ（ ｒ） ／ ｐｃ（ ｒ） 显著增大，最终趋近于一个常数，这个常数只与材料参数有关．对于弹性材料尺度依赖的接触问

题，也得到了类似的结论［４］ ．

图 ５　 法向加载 Ｆ 对压痕深度的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｌｏａｄｉｎｇ Ｆ ｏｎ ｔｈｅ
ｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎ ｄｅｐｔｈ

图 ６　 特征材料长度对 ｐ（ ｒ） ／ ｐｃ（ ｒ） 的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｌｅｎｇｔｈ
ｏｎ ｐ（ ｒ） ／ ｐｃ（ ｒ）

　 　 ＰＺＴ⁃４ 和 ＢａＴｉＯ３是典型的压电陶瓷，其压电参数列于表 １ 中．ＰＺＴ⁃４ 的压电效应显著；ＢａＴｉＯ３具有高介电

常数，既有压电性也有铁电性．选用这两种材料，当 Ｆ ＝ １０ Ｎ，Ｒ ＝ ５００ μｍ 时，图 ７ 讨论了特征材料长度对接

触半径 ａ ／ ａｃ 、最大接触压力 ｐ０ ／ ｐ０ｃ 和压痕深度 δ ／ δ ｃ 的影响．其中， ａｃ，ｐ０ｃ 和 δ ｃ 是经典弹性理论中的接触半

径、最大接触压力和压痕深度．从图中可以看到，经典弹性理论的接触半径和最大压入深度始终大于考虑了

尺度效应的解，而经典弹性理论的最大接触压力始终小于考虑了尺度效应的解．当法向载荷不变时，随着特

征材料长度的增加，接触半径和压痕深度减小，最大接触压力增加．接触半径、最大接触压力和压痕深度开始

随特征材料长度的增加而发生明显变化，随着特征材料长度增加到一定程度时，接触半径、最大接触压力和
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压痕深度的变化趋于平缓．当特征材料长度一定时，ＰＺＴ⁃４ 所对应的 ａ ／ ａｃ 和 δ ／ δ ｃ 的值要小于 ＢａＴｉＯ３，但是

ＰＺＴ⁃４ 所对应的 ｐ０ ／ ｐ０ｃ 要大于 ＢａＴｉＯ３．

（ａ） ａ ／ ａｃ

（ｂ） ｐ０ ／ ｐ０ｃ （ｃ） δ ／ δ ｃ

图 ７　 特征材料长度对 ａ ／ ａｃ， ｐ０ ／ ｐ０ｃ， δ ／ δ ｃ 的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ａ ／ ａｃ， ｐ０ ／ ｐ０ｃ， δ ／ δ ｃ

３　 结　 　 论

利用偶应力理论，本文研究了压电半空间和刚性绝缘球压头的尺度依赖的轴对称无摩擦接触问题．利用

Ｈａｎｋｅｌ 积分变换和积分最小二乘法，得到了接触压力分布，获得了如下的结论：
１） 经典弹性理论下的接触压力始终小于考虑了尺度效应的解，而经典弹性理论下的接触半径和压痕深

度始终大于考虑了尺度效应的解；
２） 随着特征材料长度的增加，法向接触压力分布明显增加，但增加速率减缓；
３） 法向载荷一定时，随着特征材料长度的增加，最大法向接触压力显著增加，接触半径和压痕深度显著

减小．
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ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ， ２０２３， ２８（３）： ７３０⁃７４７．

［１４］　 ＮＡＢＨＡＮＩ Ｍ， ＥＬ ＫＨＬＩＦＩ Ｍ， ＧＢＥＨＥ Ｏ Ｓ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｕｐｌｅｄ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｒｏｕｇｈｎｅｓｓ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ
ｅｌａｓｔｏ⁃ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｃｏｎｔａｃｔ［Ｊ］ ． Ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１４， ２６（４）： ２５１⁃２７１．

［１５］　 ＷＡＮＧ Ｙ Ｘ， ＺＨＡＮＧ Ｘ， ＳＨＥＮ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗｉｔｈ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ．
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１９， １５３： ３６９⁃３７９．

［１６］　 ＷＡＮＧ Ｙ Ｘ， ＺＨＡＮＧ Ｘ， ＳＨＥＮ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｂａｓｅｄ ３Ｄ ｃｏｎｔａｃｔ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｉｌｍｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２０， １９１： ４４９⁃４６３．

［１７］　 ＬＩ Ｐ Ｘ， ＬＩＵ Ｔ Ｊ． Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｄｈｅｓｉｖｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒ ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｇｒａｄｅｄ
ｎａｎｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０２２， １１１： ５０１⁃５２０．

［１８］　 ＺＨＯＵ Ｙ Ｔ， ＴＩＡＮ Ｘ Ｊ， ＤＩＮＧ Ｓ Ｈ． Ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｓｉｚｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｏｎｔａｃｔ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ａ ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｌｍ
ｂｏｎｄｅｄ ｔｏ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｗｉｔｈ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，
２０２２， ２５６： １１１９８２．

［１９］　 ＬＵ Ｒ， ＬＩ Ｍ Ｈ， ＹＡＮＧ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ａｃｃｕｒａｔｅ ｅｘｔｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｌａｒｇｅ ｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｉｎ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ＭＥＭＳ
ｒｅｓｏｎａｔｏｒｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｉｃｒｏｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１９， ２８（２）： ２０９⁃２１８．

［２０］　 ＷＡＮＧ Ｚ Ｌ， ＳＯＮＧ Ｊ． Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｇｅｎｅｒａｔｏｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｚｉｎｃ ｏｘｉｄｅ ｎａｎｏｗｉｒｅ ａｒｒａｙｓ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２００６，
３１２（５７７１）： ２４２⁃２４６．

［２１］　 ＭＩＲＺＡＥＩ Ａ， ＬＥＥ Ｊ Ｈ， ＭＡＪＨＩ Ｓ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｓｉｓｔｉｖｅ ｇａｓ ｓｅｎｓｏｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｍｅｔａｌ⁃ｏｘｉｄｅ ｎａｎｏｗｉｒｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１９， １２６（２４）： ２４１１０２．

［２２］　 ＳＡＨＵ Ｓ Ａ， ＳＩＮＧＨＡＬ Ａ， ＣＨＡＵＤＨＡＲＹ Ｓ． Ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅ⁃
ｒｉａｌ： ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ Ｍａｔｅｒｉａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１８， ２９（３）： ４２３⁃
４３７．

［２３］　 ＬＩ Ｙ Ｓ， ＰＡＮ Ｅ． Ｓｔａｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎｄ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍｉｃｒｏｐｌａｔｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ
ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１５， ９７： ４０⁃５９．

［２４］　 ＲＡＺＡＶＩ Ｈ， ＢＡＢＡＤＩ Ａ Ｆ， ＢＥＮＩ Ｙ Ｔ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ
ｎａｎｏｓｈｅｌｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１７， １６０： １２９９⁃１３０９．

７７２１第 １０ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 吕鑫，等： 基于偶应力理论的压电材料轴对称接触问题



［２５］　 ＷＡＮＧ Ｘ， ＰＡＮ Ｅ， ＦＥＮＧ Ｗ Ｊ． Ａｎｔｉ⁃ｐｌａｎｅ Ｇｒｅｅｎ’ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｒａｃｋｓ ｆｏｒ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ ｃｏｕｐｌｅ
ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｆｆｅｃｔｓ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ａ： Ｓｏｌｉｄｓ， ２００８， ２７（３）： ４７８⁃４８６．

［２６］　 ＳＵＮ Ｙ Ｙ， ＳＵ Ｊ， ＳＯＮＧ Ｈ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｓｉｚｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｆｒｉｃｔｉｏｎｌｅｓｓ ｃｏｎｔａｃｔ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒ⁃
ｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２４， ２６１： １０８６８５．

［２７］　 ＫＥ Ｌ Ｌ， ＹＡＮＧ Ｊ， ＫＩＴＩＰＯＲＮＣＨＡＩ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎｌｅｓｓ ｃｏｎｔａｃｔ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ
ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｌａｙｅｒｅｄ ｈａｌｆ⁃ｐｌａｎｅ ｕｎｄｅｒ ａ ｒｉｇｉｄ ｐｕｎｃｈ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃ⁃
ｔｕｒｅｓ， ２００８， ４５（１１ ／ １２）： ３３１３⁃３３３３．

［２８］　 ＳＵ Ｊ， ＫＥ Ｌ Ｌ， ＷＡＮＧ Ｙ Ｓ． Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｆｒｉｃｔｉｏｎｌｅｓｓ ｃｏｎｔａｃｔ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｌａｙｅｒｅｄ
ｈａｌｆ⁃ｓｐａｃｅ ｕｎｄｅｒ ａ ｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｐｕｎｃｈ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１６， ９０： ４５⁃５９．

［２９］　 ＣＨＥＮ Ｗ Ｔ， ＥＮＧＥＬ Ｐ Ａ． Ｉｍｐａｃｔ ａｎｄ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒ ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， １９７２， ８（１１）： １２５７⁃１２８１．

［３０］　 Ｏ’ＳＵＬＬＩＶＡＮ Ｔ Ｃ， ＫＩＮＧ Ｒ Ｂ． Ｓｌｉｄｉｎｇ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ ｄｕｅ ｔｏ ａ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｉｎｄｅｎｔｅｒ ｏｎ ａ ｌａｙｅｒｅｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｈａｌｆ⁃
ｓｐａｃｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ， １９８８， １１０（２）： ２３５⁃２４０．

［３１］　 ＬＶ Ｘ， ＫＥ Ｌ Ｌ， ＳＵ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｃｏｎｔａｃｔ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｒｉｇｉｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｐｕｎｃｈ ｏｎ ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃ⁃
ｔｒｉｃ ｈａｌｆ⁃ｓｐａｃｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２１， ２１０： ２２４⁃２３６．

［３２］　 ＷＡＮＧ Ｇ Ｆ， ＹＵ Ｓ Ｗ， ＦＥＮＧ Ｘ Ｑ． Ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｔｈｅｏｒｙ ｗｉｔｈ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｆｆｅｃｔｓ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏ⁃
ｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ａ： Ｓｏｌｉｄｓ， ２００４， ２３（３）： ４５５⁃４６６．

［３３］　 ＭＩＮＤＬＩＮ Ｒ Ｄ． Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９６３， ３
（１）： １⁃７．

［３４］　 ＬＩＵ Ｃ， ＹＵ Ｊ， ＺＨＡＮＧ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ
ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｓａｎｄｗｉｃｈｅｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ｅｌａｓｔｉｃ ｈａｌｆ⁃ｓｐａｃｅｓ ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ，
２０１９， ７５： ５２⁃７２．

８７２１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


