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摘要：　 运用辛叠加方法研究了一角点支撑对边两边固支的正交各向异性矩形薄板的振动问题．首先由边界条件出

发， 将原振动问题分解为两个对边简支的子振动问题， 再根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的分离变量法分别得到两个子振动问

题的级数展开解，然后利用叠加方法得到原振动问题的辛叠加解．为了在具体计算中确定所得辛叠加的级数展开

项，对该解计算正交各向异性矩形薄板的情形进行了收敛性分析．应用所得辛叠加解分别计算了一角点支撑对边两

边固支的各向同性和正交各向异性矩形薄板的振动频率， 进而给出了正交各向异性方形薄板的前 ８ 阶振动频率所

对应的模态．
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０　 引　 　 言

正交各向异性板的振动问题多年来一直被学者们所研究，其中数值方法占主导地位．在 ２０ 世纪 ６０ 年

代，Ｌｅｉｓｓａ［１］详细介绍了几种经典的数值方法，之后又发展出了有限元法［２］、 广义微分求积法［３］ 和等几何分

析方法［４］等较有效的数值方法．比起数值方法，解析方法可以更直观地揭示问题的本质和隐含关系．因此还

有许多学者在研究相关解析方法，如变量分离法［５］、Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数法［６］、辛弹性力学方法［７］ 和辛叠加方法［８］

等，其中辛叠加方法是辛弹性力学方法的一种推广和延伸，该方法拓宽了经典辛弹性力学方法求解力学问题

解析解的范围，从而解决了许多板、梁和壳的振动以及屈曲问题，如侧裂矩形薄板的振动问题［９］、双功能梯

度纳米梁系统的振动问题［１０］、非 Ｌéｖｙ 型正交各向异性开口圆柱壳的屈曲问题［１１］ 和 ｎｏｎ⁃Ｌéｖｙ⁃ｔｙｐｅ 型厚板的

屈曲问题［１２］等．
角点支撑的矩形薄板在机械和土木工程中有广泛的应用，如太阳能电池板、飞机和航天部件等［１３⁃１５］ ．

２０１４ 年，文献［１４］用辛叠加方法研究了一角点支撑各向同性矩形薄板的弯曲问题，之后在 ２０１５ 年，文献

［１６］应用辛叠加方法研究了一角点支撑各向同性矩形薄板在不同边界条件下的振动问题．从数学方程的角

度来看，正交各向异性矩形薄板包含了各向同性矩形薄板的情形，在实际应用中也更为广泛．近年来，学者们

应用辛叠加方法已经解决了部分正交各向异性矩形薄板的振动问题，如四边固支、四边自由和一边固支三边

自由［１７］等的振动问题．但是到目前为止，还未见有研究角点支撑的正交各向异性矩形薄板的振动问题．
基于上述内容，本文应用辛叠加方法研究了一角点支撑对边两边固支的正交各向异性矩形薄板的振动

问题．首先将一角点支撑对边两边固支的正交各向异性矩形薄板的振动问题分解为两个对边简支的子振动

问题．然后利用经典的辛弹性力学方法分别给出这两个子振动问题的级数展开解，再利用叠加法得到原振动

问题的辛叠加解．之后在本文的算例中，我们应用所得的辛叠加解分别计算了一角点支撑对边两边固支的各

向同性矩形薄板和正交各向异性矩形薄板的振动频率，计算各向同性矩形薄板所得的振动频率与文献［１６］
的计算结果高度一致，表明了所得辛叠加解的正确性．此外，本文还在算例中对所得辛叠加解计算正交各向

异性矩形薄板的振动频率进行了收敛性分析，计算了正交各向异性矩形薄板在不同长宽比值下的振动频率，
最后给出了正交各向异性方形板的模态．

１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统

一角点支撑对边两边固支正交各向异性矩形薄板的振动方程为

　 　 Ｄ１
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ２Ｄ３
∂４ｗ

∂ｘ２∂ｙ２
＋ Ｄ２

∂４ｗ
∂ｙ４

＋ ρｈ ∂２ｗ
∂ｔ２

＝ ０， （１）

其定义域为 { （ｘ，ｙ，ｔ） ｜ ０ ≤ ｘ ≤ ａ， ０ ≤ ｙ ≤ ｂ， ０ ≤ ｔ } ，其中 Ｄ１ ＝
Ｅ１ｈ３

１２（１ － ν１２ν２１）
，Ｄ２ ＝

Ｅ２ｈ３

１２（１ － ν１２ν２１）
，Ｄ３ ＝

（Ｄ１２ ＋ ２Ｄ６６），Ｄ１２ ＝ ν１２Ｄ２ ＝ ν２１Ｄ１，Ｄ６６ ＝
Ｇ１２ｈ３

１２
，
ν１２

Ｅ１

＝
ν２１

Ｅ２
．这里 Ｅ１，Ｅ２，ν１２，ν２１ 分别为独立的弹性参数，ｈ，ρ 和 ｗ

分别为板的厚度、体密度和挠度．
由于弹性线性系统的法向振动是简谐振动，因此薄板法向振动的位移可以假设为

　 　 ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ｗ（ｘ，ｙ）ｅｉωｔ， （２）
其中 Ｗ（ｘ，ｙ） 为板的振型函数，ω 为角频率，ｉ 为虚数单位．

将式（２）代入到式（１），消去 ｅｉωｔ 可得

　 　 Ｄ１
∂４Ｗ
∂ｘ４

＋ ２Ｄ３
∂４Ｗ

∂ｘ２∂ｙ２
＋ Ｄ２

∂４Ｗ
∂ｙ４
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一角点支撑对边两边固支正交各向异性矩形薄板的边界条件为
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Ｗ（０，０） ＝ ０， Ｍｘ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ Ｖｘ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０， Ｗ ｜ ｘ ＝ ａ ＝ ∂Ｗ
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∂ｙ ｙ ＝ ｂ
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板内弯矩 Ｍｘ，Ｍｙ 以及等效剪力 Ｖｘ，Ｖｙ 可分别表示为
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∂２Ｗ
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∂２Ｗ
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假设 θ ＝ ∂Ｗ ／ ∂ｙ， 并结合关系式（５），方程（３）可转化为如下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统：

　 　 ∂Ｕ（ｘ，ｙ）
∂ｙ

＝ ＨＵ（ｘ，ｙ）， （６）

其中 Ｈ ＝
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ù
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．

通过计算可以验证上式中 ４×４ 的算子矩阵 Ｈ 满足〈ｘ，Ｈｙ〉 ＝ 〈ｙ，Ｈｘ〉，这里〈ｘ，Ｈｙ〉 ＝ ∫ｂ
０
ｘＴＪＨｙｄｙ，ｘ 和 ｙ

为简支条件下的全状态向量，即简支条件下满足 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（６）的向量； Ｊ ＝
０ Ｉ２

－ Ｉ２ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
是辛矩阵，其中 Ｉ２

是 ２ 阶单位矩阵．因此 Ｈ 是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵，从而式（６）为薄板方程（３）的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统．

２　 本征值和本征函数系

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统式（６）可以通过分离变量法求解，为此令

　 　 Ｕ（ｘ，ｙ） ＝ Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ） ． （７）
将式（７）代入式（６），可得到

　 　 ＨＸ（ｘ）
Ｘ（ｘ）

＝ Ｙ′（ｙ）
Ｙ（ｙ）

＝ μ， （８）

由式（８）可得

　 　 ＨＸ（ｘ） ＝ μＸ（ｘ）， （９）

　 　 ｄＹ（ｙ）
ｄｙ

＝ μＹ（ｙ）， （１０）

其中 μ 为本征值，Ｘ（ｘ） 为相应的本征函数，记 Ｘ（ｘ） ＝ ［Ｘ１（ｘ），Ｘ２（ｘ），Ｘ３（ｘ），Ｘ４（ｘ）］ Ｔ ．式（９）可改写为

　 　 （Ｈ － μＩ）Ｘ（ｘ） ＝ ０， （１１）
其中 Ｉ 为 ４ 阶单位矩阵．

在 ｘ 方向上，对边简支条件为

　 　 Ｗ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ Ｍｘ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０， Ｗ ｜ ｘ ＝ ａ ＝ Ｍｘ ｜ ｘ ＝ ａ ＝ ０． （１２）
由方程（１１）和边界条件（１２）可求得对边简支边界条件下的 ４ 组本征值 μ ｎｉ（ｎ ＝ １，２，３，…；ｉ ＝ １，２，３，４）：
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　 　 μ ｎ１ ＝ －
α２

ｎＤ３ － Ｑ１

Ｄ２
， μ ｎ２ ＝ － μ ｎ１， μ ｎ３ ＝ －

α２
ｎＤ３ ＋ Ｑ１

Ｄ２
， μ ｎ４ ＝ － μ ｎ３， （１３）

其中 α ｎ ＝ ｎπ
ａ

，Ｑ１ ＝ － Ｄ２（ － ρｈω ２ ＋ α４
ｎＤ１） ＋ α４

ｎＤ２
３ ．

计算可得相应的本征函数为

　 　 Ｘｎｉ（ｘ） ＝ ［１， μ ｎｉ， μ［μ ２Ｄ２ － （Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）α ｎ２］， － μ ２Ｄ２ ＋ Ｄ１２α２
ｎ］ Ｔｓｉｎ（α ｎｘ）， （１４）

其中 ｎ ＝ １，２，３，…； ｉ ＝ １，２，３，４．

３　 子振动问题的解

通过符号计算可以证明本征函数系（１４）的辛正交性和完备性［１８］ ．再根据辛本征函数展开法［１９］，我们可

以假设在对边简支条件（１２）下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（６）的通解为

　 　 Ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
［Ｙｎ１（ｙ）Ｘｎ１（ｘ） ＋ Ｙｎ２（ｙ）Ｘｎ２（ｘ） ＋ Ｙｎ３（ｙ）Ｘｎ３（ｘ） ＋ Ｙｎ４（ｙ）Ｘｎ４（ｘ）］ ． （１５）

将式（１５）代入式（６），计算可得

　 　 Ｙｎｉ（ｙ） ＝ Ｃｎｉｅμｎｉｙ， （１６）
这里 Ｃｎｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４； ｎ ＝ １，２，３，…） 为待定常数．

将式（１６）代回通解（１５），并取第一分量，可得对边简支条件（１２）下正交各向异性矩形薄板振动问题的

通解：

　 　 Ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
［Ｃｎ１ｅμｎ１ｙＸｎ１（ｘ） ＋ Ｃｎ２ｅμｎ２ｙＸｎ２（ｘ） ＋ Ｃｎ３ｅμｎ３ｙＸｎ３（ｘ） ＋ Ｃｎ４ｅμｎ４ｙＸｎ４（ｘ）］ ． （１７）

４　 辛叠加解析解

如图 １ 所示，一角点支撑对边两边固支正交各向异性矩形薄板的振动问题（图 １（ａ））可以分解为如下两

个子问题［１６］：
 在 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 边简支，在 ｙ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ｂ 边满足如下边界条件（图 １（ｂ））

　 　
Ｍｙ ｜ ｙ ＝ ０ ＝ ０， Ｗ ｜ ｙ ＝ ０ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
Ｅｎｓｉｎ（α ｎｘ），

Ｗ ｜ ｙ ＝ ｂ ＝ ０， Ｍｙ ｜ ｙ ＝ ｂ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
Ｆｎｓｉｎ（α ｎｘ）；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１８）

 在 ｙ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ｂ 边简支，在 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 边满足如下边界条件（图 １（ｃ））

　 　
Ｍｘ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０， Ｗ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
Ｇｎｓｉｎ（β ｎｙ），

Ｗ ｜ ｘ ＝ ａ ＝ ０， Ｍｘ ｜ ｘ ＝ ａ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
Ｈｎｓｉｎ（β ｎｙ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１９）

其中 β ｎ ＝ ｎπ ／ ｂ， ｎ ＝ １，２，３，… ．
将通解（１７）代入子问题的边界条件（１８），可得到子问题的基本解：

　 　 Ｗ１（ｘ，ｙ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １

１
Ｄ２（μ ２

ｎ１ － μ ２
ｎ３）

ｓｉｎ（α ｎｘ） {Ｆｎ［ － ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ１）ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ１） ＋

　 　 　 　 ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ３）ｓｉｎｈ（ｙμ ｎ３）］ ＋ Ｅｎ［ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ３）ｓｉｎｈ（ｂμ ｎ３ － ｙμ ｎ３）（ － Ｄ１２α２
ｎ ＋ Ｄ２μ ２

ｎ１） ＋
　 　 　 　 ｃｓｃｈ（ｂμ ｎ１）ｓｉｎｈ（ｂμ ｎ１ － ｙμ ｎ１）（Ｄ１２α２

ｎ － Ｄ２μ ２
ｎ３）］ } ． （２０）

与求解子问题类似，可求得子问题的基本解：

　 　 Ｗ２（ｘ，ｙ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １

１
Ｄ１（ξ ２

ｎ１ － ξ ２
ｎ３）

ｓｉｎ（β ｎｙ） {Ｈｎ［ － ｃｓｃｈ（ａξ ｎ１）ｓｉｎｈ（ｘξ ｎ１） ＋
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　 　 　 　 ｃｓｃｈ（ａξ ｎ３）ｓｉｎｈ（ｘξ ｎ３）］ ＋ Ｇｎ［ｃｓｃｈ（ａξ ｎ３）ｓｉｎｈ（ａξ ｎ３ － ｘξ ｎ３）（ － Ｄ１２β ２
ｎ ＋ Ｄ１ξ ２

ｎ１） ＋
　 　 　 　 ｃｓｃｈ（ａξ ｎ１）ｓｉｎｈ（ａξ ｎ１ － ｘξ ｎ１）（Ｄ１２β ２

ｎ － Ｄ１ξ ２
ｎ３）］ } ， （２１）

其中

　 　 ξ ｎ１ ＝ －
β ２

ｎＤ３ － Ｑ２

Ｄ１
， ξ ｎ２ ＝ － ξ ｎ１， ξ ｎ３ ＝ －

β ２
ｎＤ３ ＋ Ｑ２

Ｄ１
， ξ ｎ４ ＝ － ξ ｎ３，

这里 Ｑ２ ＝ － Ｄ１（ － ρｈ ω ２ ＋ β ４
ｎＤ２） ＋ β ４

ｎＤ２
３ ．

图 １　 一角点支撑对边两边固支矩形薄板辛叠加解结构图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ

ｐｏｉｎｔ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ａｔ ａ ｃｏｒｎｅｒ ａｎｄ ｃｌａｍｐｅｄ ａｔ ｉｔｓ ｏｐｐｏｓｉｔｅ ｅｄｇｅｓ

为了满足一角点支撑对边两边固支的边界条件，在边界 ｙ ＝ ０ 处两个子问题的等效剪力和弯矩之和应为

零，即 Ｖｙ ｜ ｙ ＝ ０ ＝ ０ 和 Ｍｙ ｜ ｙ ＝ ０ ＝ ０， 计算可得

　 　 １
μ ２

ｉ１ － μ ２
ｉ３

{Ｆ ｉ［ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ１）μ ３
ｉ１ － ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ３）μ ３

ｉ３］ ＋ Ｅ ｉ［ｃｏｔｈ（ｂμ ｉ３）（ － Ｄ１２α２
ｉ ＋ Ｄ２μ ２

ｉ１）μ ３
ｉ３ ＋

　 　 　 　 ｃｏｔｈ（ｂμ ｉ１）μ ３
ｉ１（Ｄ１２α２

ｉ － Ｄ２μ ２
ｉ３）］ ＋ （Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６） ／ Ｄ２·α２

ｉ ［ － Ｆ ｉｃｓｃｈ（ｂμ ｉ１）μ ｉ１ ＋
　 　 　 　 Ｆ ｉｃｓｃｈ（ｂμ ｉ３）μ ｉ３ ＋ Ｅ ｉｃｏｔｈ（ｂμ ｉ３）（Ｄ１２α２

ｉ － Ｄ２μ ２
ｉ１）μ ｉ３ ＋ Ｅ ｉｃｏｔｈ（ｂμ ｉ１）μ ｉ１（ － Ｄ１２α２

ｉ ＋

　 　 　 　 Ｄ２μ ２
ｉ３）］ } ＋ ∑

∞

ｎ ＝ １

１
ａＤ１（α２

ｉ ＋ ξ ２
ｎ１）（α２

ｉ ＋ ξ ２
ｎ３）

{ ２α ｉβ ｎ［ － ｃｏｓ（ａα ｉ）Ｈｎ（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）α２
ｉ －

　 　 　 　 ｃｏｓ（ａα ｉ）ＨｎＤ２β ２
ｎ － Ｇｎβ ２

ｎＤ２
１２α２

ｉ － Ｇｎβ ２
ｎＤ１２（４Ｄ６６α２

ｉ ＋ Ｄ２β ２
ｎ） ＋ Ｇｎβ ２

ｎＤ１Ｄ２（α２
ｉ ＋ ξ ２

ｎ１） ＋
　 　 　 　 ＧｎＤ１Ｄ２β ２

ｎξ ２
ｎ３ － ＧｎＤ１（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）ξ ２

ｎ１ξ ２
ｎ３］ } ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （２２）

在边界 ｙ ＝ ｂ 处两个子问题的旋度之和应为零，即 ∂Ｗ ／ ∂ｙ ｜ ｙ ＝ ｂ ＝ ０， 经计算可得

　 　 １
Ｄ２（μ ２

ｉ１ － μ ２
ｉ３）

{Ｆ ｉ［ － ｃｏｔｈ（ｂμ ｉ１）μ ｉ１ ＋ ｃｏｔｈ（ｂμ ｉ３）μ ｉ３］ ＋ Ｅ ｉ［ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ３）（Ｄ１２α２
ｉ －

　 　 　 　 Ｄ２μ ２
ｉ１）μ ｉ３ ＋ ｃｓｃｈ（ｂμ ｉ１）μ ｉ１（ － Ｄ１２α２

ｉ ＋ Ｄ２μ ２
ｉ３）］ } ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｎ ＝ １

１
ａＤ１（α２

ｉ ＋ ξ ２
ｎ１）（α２

ｉ ＋ ξ ２
ｎ３）

{ ２ｃｏｓ（ｂβ ｎ）α ｉβ ｎ［ － ｃｏｓ（ａα ｉ）Ｈｎ －

　 　 　 　 ＧｎＤ１２β ２
ｎ ＋ ＧｎＤ１（α２

ｉ ＋ ξ ２
ｎ１ ＋ ξ ２

ｎ３）］ } ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （２３）
在边界 ｘ ＝ ０ 处两个子问题的等效剪力和弯矩之和应为零，即 Ｖｘ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０ 和 Ｍｘ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０， 经计算可得

　 　 １
ξ ２
ｉ１ － ξ ２

ｉ３

{Ｈｉ［ｃｓｃｈ（ａξ ｉ１）ξ ３
ｉ１ － ｃｓｃｈ（ａξ ｉ３）ξ ３

ｉ３］ ＋ Ｇ ｉ［ｃｏｔｈ（ａξ ｉ３）（ － Ｄ１２β ２
ｉ ＋ Ｄ１ξ ２

ｉ１）ξ ３
ｉ３ ＋

　 　 　 　 ｃｏｔｈ（ａξ ｉ１）ξ ３
ｉ１（Ｄ１２β ２

ｉ － Ｄ１ξ ２
ｉ３）］ ＋ １

Ｄ１
（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）β ２

ｉ ［ － Ｈｉｃｓｃｈ（ａξ ｉ１）ξ ｉ１ ＋

　 　 　 　 Ｈｉｃｓｃｈ（ａξ ｉ３）ξ ｉ３ ＋ Ｇ ｉｃｏｔｈ（ａξ ｉ３）（Ｄ１２β ２
ｉ － Ｄ１ξ ２

ｉ１）ξ ｉ３ ＋ Ｇ ｉｃｏｔｈ（ａξ ｉ１）ξ ｉ１（ － Ｄ１２β ２
ｉ ＋

　 　 　 　 Ｄ１ξ ２
ｉ３）］ } ＋ ∑

∞

ｎ ＝ １
－ １
ｂＤ２（β ２

ｉ ＋ μ ２
ｎ１）（β ２

ｉ ＋ μ ２
ｎ３）

{ ２α ｎβ ｉ［ｃｏｓ（ｂβ ｉ）ＦｎＤ１α２
ｎ ＋

　 　 　 　 ｃｏｓ（ｂβ ｉ）Ｆｎ（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）β ２
ｉ ＋ Ｅｎ（Ｄ１２ ＋ ４Ｄ６６）（Ｄ１２α２

ｎβ ２
ｉ ＋ Ｄ２μ ２

ｎ１μ ２
ｎ３） ＋

　 　 　 　 ＥｎＤ１Ｄ１２α４
ｎ － ＥｎＤ１Ｄ２α２

ｎ（β ２
ｉ ＋ μ ２

ｎ１ ＋ μ ２
ｎ３）］ } ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （２４）
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在边界 ｘ ＝ ａ 处两个子问题的旋度之和为零，即 ∂Ｗ ／ ∂ｘ ｜ ｘ ＝ ａ ＝ ０， 经计算可得

　 　 １
Ｄ１（ξ ２

ｉ１ － ξ ２
ｉ３）

{Ｈｉ［ － ｃｏｔｈ（ａξ ｉ１）ξ ｉ１ ＋ ｃｏｔｈ（ａξ ｉ３）ξ ｉ３］ ＋ Ｇ ｉ［ｃｓｃｈ（ａξ ｉ３）（Ｄ１２β ２
ｉ －

　 　 　 　 Ｄ１ξ ２
ｉ１）ξ ｉ３ ＋ ｃｓｃｈ（ａξ ｉ１）ξ ｉ１（ － Ｄ１２β ２

ｉ ＋ Ｄ１ξ ２
ｉ３）］ } ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｎ ＝ １
－ １
ｂＤ２（β ２

ｉ ＋ μ ２
ｎ１）（β ２

ｉ ＋ μ ２
ｎ３）

［２ｃｏｓ（ａα ｎ）α ｎβ ｉｃｏｓ（ｂβ ｉ）Ｆｎ ＋

　 　 　 　 ２ｃｏｓ（ａα ｎ）α ｎβ ｉＥｎＤ１２α２
ｎ － ２ｃｏｓ（ａα ｎ）α ｎβ ｉＥｎＤ２（β ２

ｉ ＋ μ ２
ｎ１ ＋ μ ２

ｎ３）］ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （２５）
式（２２）—（２５）是关于 Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｎ，Ｈｎ（ｍ ＝ １，２，３，…；ｎ ＝ １，２，３，…） 的齐次无穷方程组，为了使其有非平

凡解，系数矩阵的行列式应该为零．显然齐次方程组（２２）—（２５）的系数矩阵的行列式是无穷阶的，实际计算

中需要对无穷阶做截断处理，随着阶数的增加，可以获得更加精确的频率．为了计算方便，我们取 ｍ 和 ｎ 的值

相等，并使方程个数与未知量个数相等，进而得到关于频率 ω 的方程．
在确定频率之后，将所得频率代回方程组（２２）—（２５），可以计算出相应的非平凡系数 Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｎ，Ｈｎ，

将这些系数代入子问题的基本解（２０）、（２１），叠加后就可以得到辛叠加解：
　 　 Ｗ（ｘ，ｙ） ＝ Ｗ１（ｘ，ｙ） ＋ Ｗ２（ｘ，ｙ） ． （２６）

５　 算　 　 例

例 １　 计算一角点支撑对边两边固支的各向同性矩形薄板的振动频率， 方程（１）对应的参数分别取 ν １２

＝ ν ２１ ＝ ν ＝ ０．３， Ｄ１ ＝ Ｄ２ ＝ Ｄ３ ＝ Ｄ， Ｄ１２ ＝ νＤ， Ｄ６６ ＝ Ｄ（１ － ν） ／ ２．我们应用辛叠加解（２６）的前 １２０ 项的和（即
ｎ 取到 ３０）计算了不同长宽比情况下的前 ８ 阶频率，并与文献［１６］对比， 具体数值结果见表 １（数值结果保

留 ５ 位有效数字）．
表 １　 一角点支撑对边两边固支各向同性矩形薄板的频率参数 ωａ２ ρｈ ／ Ｄ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ωａ２ ρｈ ／ Ｄ ｏｆ ｔｈｅ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｐｏｉｎｔ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ａｔ ａ ｃｏｒｎｅｒ ａｎｄ ｃｌａｍｐｅｄ ａｔ ｉｔｓ ｏｐｐｏｓｉｔｅ ｅｄｇｅｓ

ｂ ／ ａ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ
ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ

１．０
ｐｒｅｓｅｎｔ １５．１６５ ２３．８９９ ３９．３８６ ５４．０７０ ６２．７０５ ７７．３１９ ８５．６６２ １０５．２９

ｒｅｆ． ［１６］ １５．１６５ ２３．９０２ ３９．３８８ ５４．０８３ ６２．７０５ ７７．３２１ ８５．６９５ １０５．２９

１．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ９．１９７ ８ １８．１９１ ２６．２９３ ３１．６７９ ４４．１４１ ５３．６２６ ５９．００７ ６８．３４５

ｒｅｆ． ［１６］ ９．１９７ ０ １８．１９５ ２６．２９４ ３１．６８３ ４４．１４２ ５３．６３７ ５９．０２１ ６８．３４６

２
ｐｒｅｓｅｎｔ ６．５５６ ０ １４．０３７ ２０．０１３ ２５．９０２ ３０．６３０ ３６．８３４ ４６．１２４ ５３．０６２

ｒｅｆ． ［１６］ ６．５５５ １ １４．０３５ ２０．０２６ ２５．８９７ ３０．６３７ ３６．８２９ ４６．１３３ ５３．０４８

２．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ５．３５５ ７ １０．４６５ １６．９２７ ２１．７２６ ２４．９２４ ３０．１２１ ３３．６９４ ４０．３６２

ｒｅｆ． ［１６］ ５．３５５ ０ １０．４６１ １６．９３３ ２１．７３５ ２４．９３１ ３０．１０５ ３３．７１１ ４０．３４２

３
ｐｒｅｓｅｎｔ ４．７３５ ６ ８．２８７ ４ １３．６４７ １８．６３４ ２３．１４２ ２４．５８０ ２８．５０４ ３３．０１９

ｒｅｆ． ［１６］ ４．７３４ ９ ８．２８３ ６ １３．６４２ １８．６５７ ２３．１４２ ２４．５８３ ２８．５１２ ３２．９９４

３．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ４．３７９ ８ ６．９５４ ０ １１．０５６ １６．００６ １９．９８０ ２３．２１１ ２５．４２８ ２７．３１８

ｒｅｆ． ［１６］ ４．３７９ ３ ６．９５０ ５ １１．０４８ １６．００９ ２０．０１５ ２３．２０６ ２５．４３０ ２７．３１７

４
ｐｒｅｓｅｎｔ ４．１５８ ７ ６．０９６ ０ ９．２６０ ３ １３．４３１ １７．６６１ ２１．２９３ ２３．０４０ ２５．３８４

ｒｅｆ． ［１６］ ４．１５８ ２ ６．０９２ ９ ９．２５２ ７ １３．４２２ １７．６８７ ２１．３１９ ２３．０４７ ２５．３６９

４．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ４．０１２ ５ ５．５１７ ２ ８．００９ ７ １１．３９９ １５．３７３ １８．８８７ ２２．４１１ ２３．０５３

ｒｅｆ． ［１６］ ４．０１２ ０ ５．５１４ ４ ８．００２ ６ １１．３８８ １５．３７１ １８．９３９ ２２．４１５ ２３．０５８

５
ｐｒｅｓｅｎｔ ３．９１０ ９ ５．１１０ ６ ７．１１５ ０ ９．８８２ ７ １３．２９６ １６．８９３ １９．９７２ ２２．５７２

ｒｅｆ． ［１６］ ３．９１０ ４ ５．１０８ １ ７．１０８ ４ ９．８７１ １ １３．２８４ １６．９１４ ２０．０３３ ２２．５６８

３０９第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 叶雨农，等： 一角点支撑对边两边固支正交各向异性矩形薄板振动的辛叠加方法



　 　 以下我们对应用辛叠加解（２６）计算一角点支撑对边两边固支的正交各向异性矩形薄板的振动频率进

行收敛性分析， 方程（１）对应的参数分别取 Ｄ３ ＝ ２Ｄ１，Ｄ２ ＝ ２Ｄ１， ν ２１ ＝ ０．３．我们应用辛叠加解（２６）研究了长

宽比分别为 １ 和 ２ 情况下的前 ８ 阶频率的收敛性， 具体计算结果如表 ２ 所示（数值结果保留 ５ 位有效数字）．
表 ２　 一角点支撑对边两边固支正交各向异性矩形薄板的收敛性分析 （ωａ２ ρｈ ／ Ｄ１ ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｐｏｉｎｔ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ａｔ ａ ｃｏｒｎｅｒ ａｎｄ ｃｌａｍｐｅｄ ａｔ ｉｔｓ ｏｐｐｏｓｉｔｅ ｅｄｇｅｓ （ωａ２ ρｈ ／ Ｄ１ ）

ｂ ／ ａ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｓｅｒｉｅｓ ｔｅｒｍｓ

ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ

１

５０ １８．９２９ ３１．９３２ ５０．９６７ ６５．８２３ ８１．８００ ９９．７７４ １１４．６５ １２４．１９

５５ １８．９２９ ３１．９３２ ５０．９６７ ６５．８２４ ８１．８００ ９９．７７５ １１４．６５ １２４．１９

６０ １８．９２９ ３１．９３３ ５０．９６７ ６５．８２４ ８１．８００ ９９．７７５ １１４．６５ １２４．１９

６５ １８．９２８ ３１．９３３ ５０．９６７ ６５．８２５ ８１．８００ ９９．７７６ １１４．６５ １２４．１９

７０ １８．９２８ ３１．９３３ ５０．９６７ ６５．８２５ ８１．８００ ９９．７７６ １１４．６５ １２４．１９

７５ １８．９２８ ３１．９３３ ５０．９６７ ６５．８２５ ８１．８００ ９９．７７６ １１４．６５ １２４．１９

８０ １８．９２８ ３１．９３３ ５０．９６７ ６５．８２５ ８１．８００ ９９．７７７ １１４．６５ １２４．１９

８５ １８．９２８ ３１．９３３ ５０．９６７ ６５．８２５ ８１．８００ ９９．７７７ １１４．６５ １２４．１９

２

５０ ８．８６９ ７ １７．９０１ ２４．６８３ ３１．５８０ ４１．４１９ ４９．５０２ ５８．２１８ ６６．８０４

５５ ８．８６９ ６ １７．９０１ ２４．６８３ ３１．５８０ ４１．４１９ ４９．５０２ ５８．２２０ ６６．８０４

６０ ８．８６９ ６ １７．９０１ ２４．６８３ ３１．５８０ ４１．４１９ ４９．５０２ ５８．２２１ ６６．８０５

６５ ８．８６９ ５ １７．９０１ ２４．６８４ ３１．５８０ ４１．４１９ ４９．５０２ ５８．２２２ ６６．８０５

７０ ８．８６９ ５ １７．９０１ ２４．６８４ ３１．５８０ ４１．４２０ ４９．５０１ ５８．２２２ ６６．８０５

７５ ８．８６９ ４ １７．９０１ ２４．６８４ ３１．５８０ ４１．４２０ ４９．５０１ ５８．２２３ ６６．８０５

８０ ８．８６９ ４ １７．９０１ ２４．６８４ ３１．５８０ ４１．４２０ ４９．５０１ ５８．２２３ ６６．８０５

８５ ８．８６９ ４ １７．９０１ ２４．６８４ ３１．５８０ ４１．４２０ ４９．５０１ ５８．２２３ ６６．８０５

　 　 例 ２　 计算一角点支撑对边两边固支的正交各向异性矩形薄板的振动频率， 方程（１）对应的参数分别

取 Ｄ３ ＝ ２Ｄ１，Ｄ２ ＝ ２Ｄ１， ν ２１ ＝ ０．３．应用辛叠加解（２６）的前 ３００ 项的和（即 ｎ 取到 ７５）计算了不同长宽比情况下

的前 ８ 阶频率，具体数值结果见表 ３（数值结果保留 ５ 位有效数字）．此外， 将方形板 （ｂ ／ ａ ＝ １） 前 ８ 阶频率所

对应的模态以三维立体图的形式画出，如图 ２ 所示．
表 ３　 一角点支撑对边两边固支正交各向异性矩形薄板的频率参数 ωａ２ ρｈ ／ Ｄ１

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ωａ２ ρｈ ／ Ｄ１ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｐｏｉｎｔ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ａｔ ａ ｃｏｒｎｅｒ ａｎｄ ｃｌａｍｐｅｄ ａｔ ｉｔｓ ｏｐｐｏｓｉｔｅ ｅｄｇｅｓ

ｂ ／ ａ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ
ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ

１ ｐｒｅｓｅｎｔ １８．９２８ ３１．９３３ ５０．９６７ ６５．８２５ ８１．８００ ９９．７７６ １１４．６５ １２４．１９

１．５ ｐｒｅｓｅｎｔ １２．４８３ ２１．６９２ ３３．８５１ ４２．９４７ ５５．６０４ ６７．５２０ ７５．５７６ ８１．８７８

２ ｐｒｅｓｅｎｔ ８．８６９ ４ １７．９０１ ２４．６８４ ３１．５８０ ４１．４２０ ４９．５０１ ５８．２２３ ６６．８０５

２．５ ｐｒｅｓｅｎｔ ７．０１１ ４ １４．２４０ ２０．６５４ ２６．５４５ ３１．０２５ ３８．７０７ ４６．２５８ ５３．４７５

３ ｐｒｅｓｅｎｔ ５．９６８ ４ １１．４０４ １７．９３１ ２２．７３５ ２６．４８１ ３２．００９ ３６．４０４ ４３．７３１

３．５ ｐｒｅｓｅｎｔ ５．３２９ ５ ９．４９９ ４ １５．１３０ ２０．１８０ ２４．２９３ ２６．７４０ ３１．５１８ ３６．２４９

４ ｐｒｅｓｅｎｔ ４．９１０ ４ ８．２０４ ４ １２．８０４ １７．９３４ ２１．９７７ ２４．３６６ ２８．０８２ ３０．７２１

４．５ ｐｒｅｓｅｎｔ ４．６２０ ８ ７．２９１ ０ １１．０５９ １５．６５９ １９．９０７ ２３．２１６ ２４．８３６ ２７．９５３

５ ｐｒｅｓｅｎｔ ４．４１２ ４ ６．６２３ ４ ９．７５７ ３ １３．６９６ １７．９４８ ２１．４６８ ２３．４４５ ２５．８８７

４０９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



图 ２　 一角点支撑对边两边固支矩形薄板的前 ８ 阶模态

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ １ｓｔ ８ ｍｏｄａｌ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｐｏｉｎｔ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ａｔ ａ ｃｏｒｎｅｒ ａｎｄ ｃｌａｍｐｅｄ ａｔ ｉｔｓ ｏｐｐｏｓｉｔｅ ｅｄｇｅｓ

６　 结　 　 论

本文应用辛叠加方法给出了一角点支撑对边两边固支正交各向异性矩形薄板振动问题的辛叠加解， 并

对该解计算正交各向异性矩形薄板的情形进行了收敛性分析．我们应用所得辛叠加解分别计算了各向同性

矩形薄板和正交各向异性矩形薄板在不同长宽比值 （ｂ ／ ａ） 下的振动频率， 还以三维立体图形的形式给出了

正交各向异性方形薄板的前 ８ 阶振动频率所对应的模态．
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