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摘要：　 分别使用非线性恢复力、非线性阻尼替代惯容减振系统中的线性恢复力、线性阻尼，并考虑摩擦力的影响，
提出了混联Ⅱ型惯容非线性能量阱．建立了主系统的动力学方程，利用谐波平衡法求解系统在简谐激励下的幅频响

应曲线．采用弧长算法和数值法相结合的方法研究了系统的惯质比、非线性阻尼、非线性刚度和摩擦力单个参数对

其减振性能的影响．发现非线性刚度和非线性阻尼数值的增大会使峰值先减小后增大，不同的是，前者幅频响应曲

线逐渐向右上方向弯曲，后者产生峰值的位置向低频段转移．分析了惯质比、非线性阻尼、非线性刚度 ３ 种参数两两

组合下对系统减振效果的影响．研究表明，在激励幅值为 ０．００５ ｍ 时，惯质比和阻尼同时变化减振效果最好：当 ε ＝
０．１ 时，系统主结构位移峰值的最小值约为 ０．０１ ｍ；而在参数 ε ＝ ０．００１ 时，整体取值范围内其最大值约为 ０．０６１ ｍ；
当惯质比取得最佳值 ０．１ 时，非线性阻尼和非线性刚度 κ２１ 的取值范围变大．在摩擦力的作用下，系统的最大幅值都

有不同程度的增加．上述研究可为振动系统减振的研究提供参考．
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０　 引　 　 言

结构振动问题普遍存在于航空航天领域［１⁃３］， 航天器在发射过程中要经历复杂的振动环境，为了有效抑

制结构振动，保证航天器正常工作运转，需要采用整星隔振技术对振动加以控制．调谐质量阻尼器（ ｔｕｎｅｄ
ｍａｓｓ ｄａｍｐｅｒ，ＴＭＤ） ［４］和非线性能量阱（ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ，ＮＥＳ） ［５⁃６］ 是目前使用最多的两种减振装置，但
ＴＭＤ 作为一种线性吸振器只能在特定的频带内实现良好的减振性能，面对这种缺陷，ＮＥＳ 完美地解决了这一问

题，不但有更宽的减振频带，鲁棒性强，可靠性高，并且将振动能量从主结构单方向地传递至耗能元件［７⁃８］ ．
ＮＥＳ 的优点引起了众多学者的兴趣，为了进一步增强性能，学者们设计了一些新型的 ＮＥＳ ．文献［９］设

计了高度不对称 ＮＥＳ，研究了非线性动力学控制问题．文献［１０⁃１２］提出了轨道型 ＮＥＳ，实验结果表明了 ＮＥＳ
能在宽频带范围内抑制结构振动．文献［１３⁃１４］提出一种杠杆型串、并联 ＮＥＳ 的整星系统，采用谐波平衡法

结合伪弧长延伸法，得到了系统的幅频响应曲线，并分析了杠杆型串、并联 ＮＥＳ 的质量、非线性刚度以及杠

杆支点位置对系统幅频响应的影响．Ｈａｂｉｂ 和 Ｒｏｍｅｏ［１５］ 进行了针对性的分析，对高振幅动态进行处理，并描

述了调整和优化双稳态非线性能量阱（ＢＮＥＳ）的过程，他们通过这一过程获得了性能更好的调谐双稳态非

线性能量阱（ＴＢＮＥＳ）．陈洋洋等［１６］提出了一种负刚度 ＮＥＳ，当负刚度 ＮＥＳ 质量块上产生的惯性力在大部分

时间里能够克服摩擦力开始起滑时，ＮＥＳ 具有显著的减振控制效果．Ｚａｎｇ 等［１７］ 采用谐波平衡法分析周期稳

态响应的幅频响应曲线，并且研究了具有 ＮＥＳ 耦合系统的复杂非线性动力学行为．谭平等［１８］ 利用复变量平

均法，推导得到了基底简谐激励下带光滑立方刚度 ＮＥＳ 减振系统的慢变微分方程，通过多尺度分析，得到了

系统的鞍结分岔边界条件及 Ｈｏｐｆ 分岔边界条件．
ＮＥＳ 的研究目前仍然停留在理论和实验阶段，究其原因是为了达到良好的减振效果，附加质量块的质

量过大，占主结构质量的 １０％［１９⁃２０］ ．多个 ＮＥＳ 并行应用也可以有效增加减振效果，同时适当地减少了 ＮＥＳ 的

质量［２１⁃２３］ ．文献中的办法虽然能够减小 ＮＥＳ 的附加质量块，但也使得系统更为复杂．因此，在保证良好的减振

效果下，小质量的 ＮＥＳ 的研究就显得十分具有工程价值和实际意义．
２０ 世纪末，Ａｒａｋａｋｉ 等［２４］提出将滚珠丝杠应用于黏滞阻尼器以增大其有效黏滞阻尼力，这种放大作用是

基于一种两节点惯性元件实现的．Ｓｍｉｔｈ［２５］将这种惯性元件命名为惯容器，惯容器可以提供比自身质量大得

多的惯性力并且可以调节大小．一些学者利用惯容器来替换减振系统的附加质量块，在保证小质量的同时，
达到了良好的减振效果．潘超等［２６］提出了混联Ⅱ型减震系统，研究了随机地震响应变化规律，并提出了参数

优化设计的方法．周子博等［２７］提出了含惯容和杠杆元件的减振系统，发现该系统大幅降低了共振振幅，并且

拓宽了有效频带．刘志彬等［２８］提出了新型非对称惯容 ＮＥＳ，发现非对称惯容 ＮＥＳ 具有极强的能量鲁棒性和

频率鲁棒性．
目前，惯容器在线性减振器上的应用十分广泛，在 ＮＥＳ 上的应用很少．因此，本文将惯容器和 ＮＥＳ 结合

起来，并考虑摩擦力的影响，提出了新型混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ ．

１　 新型混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 力学模型

新型混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 主要由惯容器、非线性弹簧、非线性阻尼和惯容器摩擦力组成，图 １ 为新型混联

Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 力学模型．本文选用滚珠丝杠惯容器，其原理如图 ２ 所示，其中，惯容器是一种具有两个连接终
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端的装置，它的设计是力与两个终端的相对加速度成正比关系．
作用在两端力的表达式为

　 　 Ｆ ＝ ｂ（ｘ２ － ｘ１） ． （１）
选用非线性弹簧， ｋ１ 和 ｋ３ 分别为非线性刚度的线性系数和非线性系数，其非线性恢复力为 Ｆｈ ＝ ｋ１ｘ ＋ ｋ３ｘ３ ．
选用非线性黏滞阻尼器， ｃ１ 和 ｃ３ 分别为非线性阻尼的线性和非线性系数，其非线性阻尼力为 Ｆｚ ＝ ｃ１ｘ ＋ ｃ３ｘ３ ．

滚珠丝杠惯容器中的摩擦主要存在于丝杠和螺母间的接触面上，如图 ２ 所示，且摩擦力 Ｆ ｆ 与丝杠螺母

间相对运动速度 ｖ 之间的关系［２９］为 Ｆ ｆ ＝ － ｆｓｇｎ（ｖ）， ｆ 为摩擦力幅值，ｓｇｎ 为符号函数 （ｖ ＞ ０ 时函数值取 １， ｖ
＝ ０ 时函数值取 ０， ｖ ＜ ０ 时函数值取－１）．

图 １　 新型混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 力学模型

Ｆｉｇ． １　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ａ ｎｅｗ ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ
ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ

图 ２　 滚珠丝杠惯容器的工作原理图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｂａｌｌ ｓｃｒｅｗ ｉｎｅｒｔｅｒ ｗｏｒｋｉｎｇ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｄｉａｇｒａｍ

２　 单自由度主系统的力学模型

单自由度主系统的力学模型如图 ３ 所示．以简单建筑模型作为减振目标，将主结构质量 ｍ１， 线性弹簧刚

度 ｋ１ 和阻尼 ｃ１ 并联构成线性系统，其混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 由惯容器 ｂ 和非线性阻尼 ｃ２ｎ（ｎ ＝ １，２） 并联再与非

线性弹簧刚度 ｋ２ｎ（ｎ ＝ １，２） 串联组成，构成了一种新型 ＮＥＳ 系统．系统的外激励为谐波位移激励 ｘｅ ＝
Ａｃｏｓ（ωｔ）， 来源于基底，其中 Ａ 和 ω 分别为位移激励的幅值和频率．ｘ１ 和 ｘ２ 分别为主结构和混联Ⅱ型惯容

ＮＥＳ 的位移响应．

图 ３　 单自由度主系统的力学模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ａ １⁃ＤＯＦ ｐｒｉｍａｒｙ ｓｙｓｔｅｍ

根据 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律求得单自由度主系统的动力学方程为

　 　

ｍ１ｘ１ ＋ ｃ１（ｘ１ － ｘｅ） ＋ ｋ１（ｘ１ － ｘｅ） ＋ ｋ２１（ｘ１ － ｘ２） ＋ ｋ２２（ｘ１ － ｘ２） ３ ＝ ０，

ｂ（ｘ２ － ｘｅ） ＋ ｃ２１（ｘ２ － ｘｅ） ＋ ｃ２２（ｘ２ － ｘｅ） ３ ＋

　 　 ｋ２１（ｘ２ － ｘ１） ＋ ｋ２２（ｘ２ － ｘ１） ３ ＋ Ｆ ｆ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２）
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式中 ｍ１，ｋ１，ｃ１ 分别为主结构的质量、线性刚度和线性阻尼系数， ｂ 为惯容器的惯容系数， ｋ２１，ｋ２２ 为非线性刚

度系数， ｃ２１，ｃ２２ 为非线性阻尼系数， Ｆ ｆ 为惯容器产生的摩擦力．
参考文献［３０］和［３１］，将式（２）化简可得

　 　

ｘ１ ＋ ２λ１ω１ｘ１ ＋ ω２
１（ｘ１ ＋ κ２１（ｘ１ － ｘ２） ＋ κ２２（ｘ１ － ｘ２） ３） ＝

　 　 ω２
１Ａｃｏｓ（ωｔ） － ２λ１ω１ωＡｓｉｎ（ωｔ），

εｘ２ ＋ ２λ２１ω１ｘ２ ＋ ２λ２２ω１（ｘ２ ＋ ωＡｓｉｎ（ωｔ）） ３ ＋ ω２
１（κ２１（ｘ２ － ｘ１） ＋

　 　 κ２２（ｘ２ － ｘ１） ３） ＋ Ｆ′ｆ ＝ － εＡω２ｃｏｓ（ωｔ） － ２λ２１ω１Ａωｓｉｎ（ωｔ），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３）

式中

　 　 ε ＝ ｂ
ｍ１

， ω１ ＝
ｋ１

ｍ１
， κ２１ ＝

ｋ２１

ｋ１
， κ２２ ＝

ｋ２２

ｋ１
， λ１ ＝

ｃ１
２ｍ１ω１

， λ２１ ＝
ｃ２１

２ｍ１ω１
， λ２２ ＝

ｃ２２
２ｍ１ω１

， Ｆ′ｆ ＝
Ｆ ｆ

ｍ１
，

其中 ε 为惯质比， ω１ 为主结构的固有频率， λ１ 为主结构的阻尼比， κ２１，κ２２ 为非线性刚度比，但 κ２２ 的单位为

ｍ－２， λ２１，λ２２ 为非线性阻尼比．

３　 谐波平衡法求解和数值验证

为了进一步观察减振系统位移响应随参数的变化和混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的减振性能，本节运用谐波平衡

法求解系统的幅频响应曲线，此处考虑摩擦力能增加系统的非线性，但会增加求解的难度，所以求解时暂不

考虑摩擦力．基于谐波平衡方法，假设主结构和混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的稳态响应位移解的形式为

　 　
ｘ１ ＝ ａ１，１ｃｏｓ（ωｔ） ＋ ｂ１，１ｓｉｎ（ωｔ），

ｘ２ ＝ ａ２，１ｃｏｓ（ωｔ） ＋ ｂ２，１ｓｉｎ（ωｔ），
{ （４）

其中 ａ１，１，ｂ１，１，ａ２，１，ｂ２，１ 为待确定的谐波系数．将式（４）代入式（３），消去高阶项，平衡 ｃｏｓ（ωｔ） 和 ｓｉｎ（ωｔ） 的系

数，得到非线性代数方程组为

　 　

－ ａ１，１ω２ ＋ ２ω１λ１ωｂ１，１ ＋ ａ１，１ ＋ ω２
１ (κ２１（ａ１，１ － ａ２，１） ＋

　 　 ３
４

κ２２（（ａ１，１ － ａ２，１） ３ ＋ （ａ１，１ － ａ２，１）（ｂ１，１ － ｂ２，１） ２） ) － Ａ ＝ ０，

－ ｂ１，１ω２ － ２ω１λ１ωａ１，１ ＋ ｂ１，１ ＋ ω２
１ (κ２１（ｂ１，１ － ｂ２，１） ＋

　 　 ３
４

κ２２（（ｂ１，１ － ｂ２，１） ３ ＋ （ａ１，１ － ａ２，１） ２（ｂ１，１ － ｂ２，１）） ) ＋ ２ω１λ１ωＡ ＝ ０，

－ εａ２，１ω２ ＋ ２ω１λ２１ｂ２，１ω ＋ ３
２

λ２２ω１ω３（ｂ３
２，１ ＋ ａ２

２，１ｂ２，１ － ２Ａａ２，１ｂ２，１ ＋ Ａ２ｂ２，１） ＋

　 　 ω２
１ (κ２１（ａ２，１ － ａ１，１） ＋ ３

４
κ２２（（ａ２，１ － ａ１，１） ３ ＋

　 　 （ａ２，１ － ａ１，１）（ｂ２，１ － ｂ１，１） ２） ) ＋ εＡω２ ＝ ０，

－ εｂ２，１ω２ － ２ω１λ２１ａ２，１ω ＋ ３
２

λ２２ω１ω３（ － ａ３
２，１ － ａ２，１ｂ２

２，１ － ３Ａ２ａ２，１ ＋

　 　 Ａｂ２
２，１ ＋ ３Ａａ２

２，１ ＋ Ａ３） ＋ ω２
１ (κ２１（ｂ２，１ － ｂ１，１） ＋ ３

４
κ２２（（ｂ２，１ － ｂ１，１） ３ ＋

　 　 （ａ２，１ － ａ１，１） ２（ｂ２，１ － ｂ１，１）） ) ＋ ２λ２１ω１Ａω ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（５）

从式（５）可以看出，振幅之间存在非线性耦合，难以获得解析解，通过弧长算法求解式（５）的代数方程组

得到系数 ａ１，１，ｂ１，１，ａ２，１，ｂ２，１ 的值，从而得到混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 系统的位移响应．主结构的位移 ｘ１ 和混联Ⅱ型
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惯容 ＮＥＳ 的位移 ｘ２ 的幅值为

　 　
Ａｘ１ ＝ ａ２

１，１ ＋ ｂ２
１，１ ，

Ａｘ２ ＝ ａ２
２，１ ＋ ｂ２

２，１ ．{ （６）

弧长算法的出现是针对结构系统的静力分析问题．弧长法通过引入一个载荷因子 ρ 与一个约束方程，将
原本 ｎ 维的代数方程组扩充到 ｎ ＋ １ 维．约束方程为

　 　 （Δｘ） Ｔ（Δｘ） ＋ （Δρ） ２ ＝ （Δｌ） ２， （７）
式中 Δｘ 为位移量，Δρ 为变量，Δｌ 为弧长．

其求解过程为：当前加载步的第一个迭代步是以上个加载步已达到平衡时的状态为基准，此状态下位移

是已知量，此时可以得到平衡路径与超曲面之间的交点 Ａ１，然后沿着超曲面的方向移动固定的距离得到 Ａ２，
以此循环直到无限接近于平衡路径与约束超曲面的交点（图 ４）．此过程中，沿超曲面移动方向需要满足当前

增量预测步与上个增量步之间的夹角小于 ９０°．弧长算法需要一个初始值 ｘ０ 和 ρ ０， 可通过线性搜索来确定．

图 ４　 弧长算法求解示意图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｒｃ⁃ｌｅｎｇｔｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

对于方程（２），利用 ＭＡＴＬＡＢ 中 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 数值方法求得系统主结构和混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的幅频响

应曲线，选取的系统参数见表 １．
表 １　 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 系统的仿真参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ ｓｙｓｔｅｍ

ｓｙｍｂｏｌ ｖａｌｕｅ
ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍａｓｓ ｍ１ ／ ｋｇ ３．３

ｉｎｅｒｔｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｂ ／ ｋｇ ０．３３

ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄａｍｐｉｎｇ ｃ１ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－１） １．４
ｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ１ ／ （Ｎ ／ ｍ） ２ ８１４

ｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇ ｃ２１ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－１） ５

ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇ ｃ２２ ／ （Ｎ·ｓ３·ｍ－３） ５
ｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ２１ ／ （Ｎ ／ ｍ） ４ ８１４

ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ２２ ／ （Ｎ ／ ｍ３） １９９ ９８０

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ ／ ｍ ０．００５
ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω１ ／ （ ｒａｄ ／ ｓ） ２９．２

ｉｎｅｒｔｉａ ｒａｔｉｏ ε ０．１

　 　 从图 ５ 可知惯质比 ε ＝ ０．１ 时，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的数值解与谐波平衡方法的解析解均吻合良好，为了验

证谐波平衡法求解方程组的正确性，进一步考虑了惯质比 ε ＝ １和非线性刚度比κ ２２ ＝ １２０ 时系统的幅频响应

曲线的求解情况，结果如图 ６ 所示．
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从图 ５、６ 中可知，在 ε ＝ ０．１和 ε ＝ １ 两种情况下，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的数值解与谐波平衡方法的解析解均

吻合良好．由此可见，由谐波平衡法求得的解析解是准确的．因此，后面采用谐波平衡法求解系统的幅频曲线．

（ａ） 主结构 （ｂ） 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｂ） Ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ

图 ５　 系统幅频响应曲线对比 （ε ＝ ０．１， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （ε ＝ ０．１， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）

（ａ） 主结构 （ｂ） 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｂ） Ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ

图 ６　 系统幅频响应曲线对比 （ε ＝ １， κ２２ ＝ １２０）

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （ε ＝ １， κ２２ ＝ １２０）

４　 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 减振性能分析

本节研究了混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的减振性能，定义最大响应幅值减少百分比来体现减振系统的减振效
果．未控系统（ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ）主结构幅频响应的最大幅值记为 Ａｎ， 传统非线性能量阱系统（ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ，Ｔ⁃ＮＥＳ）主结构幅频响应的最大幅值记为 Ａ１， 混联Ⅱ型惯容系统（ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ，ＳＰ⁃Ⅱ⁃
Ｉ）主结构幅频响应的最大幅值记为 Ａ２， 混联Ⅱ型惯容非线性能量阱系统（ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ，Ｉ⁃ＮＥＳ）主结构幅频响应的最大幅值记为 Ａ３ ．未控系统、Ｔ⁃ＮＥＳ 和 ＳＰ⁃Ⅱ⁃Ｉ 的力学模型如图 ７ 所示，
系统的最大响应幅值减少百分比 Ｒ ｉ 为

　 　 Ｒ ｉ ＝
Ａｎ － Ａｉ

Ａｎ

× １００％，　 　 ｉ ＝ １，２，３． （８）

惯容器的质量为 ｍｂ， 引入以下的比例参数：

　 　 εｍ ＝
ｍ２

ｍ１
， ε ｂ ＝ ｂ

ｍ１
， ε Ｉ ＝

ｍｂ

ｍ１
，
ε ｂ

ε Ｉ

＝ ｂ
ｍｂ

＝ １００， （９）

２１９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



其中， ε ｂ 为混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的惯容力与主结构的质量之比， ε Ｉ 为混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的惯容器质量与主结

构的质量之比．

（ａ） 未控系统

（ａ） Ｔｈｅ ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

（ｂ） Ｔ⁃ＮＥＳ （ｃ） ＳＰ⁃Ⅱ⁃Ｉ

图 ７　 ３ 种减振系统的力学模型

Ｆｉｇ． ７　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ３ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ

４．１　 相同惯质比 ／质量比下减振性能对比

本小节讨论了相同惯质比或质量比下 ３ 种减振系统的减振性能．仿真参数见表 １，在不同的激励幅值 Ａ ＝
０．００２ ５ ｍ，０．００５ ｍ，０．０１ ｍ 下，３ 种减振系统的减振性能如图 ８ 所示．图 ８（ａ）、８（ｂ）、８（ｃ）中惯质比 ／质量比均

为 εｍ ＝ ε Ｉ ＝ ０．１， 从图 ８（ａ）中发现在激励幅值 Ａ ＝ ０．００２ ５ ｍ 时，Ｔ⁃ＮＥＳ 系统的减振效果最好，幅值减振率为

Ｒ１ ＝ ８７．２％， 随着激励幅值 Ａ 的增大减振效果显著减弱，幅值减振率分别降为 ４０．６３％，１５．６１％．而 ＳＰ⁃Ⅱ⁃Ｉ 系
统的减振效果基本稳定，减振率分别为 ８０．７１％，８０．７０％，８０．６０％．图 ８（ｂ）、 ８（ｃ）中在激励幅值 Ａ ＝ ０．００５ ｍ，
０．０１ ｍ 时，Ｉ⁃ＮＥＳ 系统的减振效果最好，并且随着激励幅值 Ａ 的增大减振效果稳步提升，减振率分别为 ８５．２７％，
８８．６６％，９１．６９％，具体减振情况见表 ２．

（ａ） Ａ ＝ ０．００２ ５ ｍ
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（ｂ） Ａ ＝ ０．００５ ｍ （ｃ） Ａ ＝ ０．０１ ｍ

图 ８　 不同减振系统和激励幅值下主结构的幅频响应曲线 （ε ＝ ０．１）

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ （ε ＝ ０．１）

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

表 ２　 ３ 种减振系统减振效果的对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ３ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ
Ａ ／ ｍ

ｓｙｓｔｅｍ ｎａｍｅ
ｖａｌｕｅ

Ｔ⁃ＮＥＳ ＳＰ⁃Ⅱ⁃Ｉ Ｉ⁃ＮＥＳ

ｉｎｅｒｔｉａ ｒａｔｉｏ ε Ｉ ＝ ０．１ ε Ｉ ＝ ０．１

ｍａｓｓ ｒａｔｉｏ εｍ ＝ ０．１ ε ｂ ＝ ０．００１ ε ｂ ＝ ０．００１

０．００２ ５
Ａｉ ／ ｍ ０．０２１ ９ ０．０３３ ０ ０．０２５ ２
Ｒｉ ／ ％ ８７．２ ８０．７１ ８５．２７

０．００５
Ａｉ ／ ｍ ０．２３０ １ ０．０６６ ０ ０．０３８ ８
Ｒｉ ／ ％ ４０．６３ ８０．７０ ８８．６６

０．００１
Ａｉ ／ ｍ ０．５７４ ６ ０．１３２ １ ０．０５６ ６
Ｒｉ ／ ％ １５．６１ ８０．６０ ９１．６９

４．２　 相同减振性能下质量对比

ＮＥＳ 是附加在系统上的减振装置，实际应用中，特别是对于航天器等要求质量尽可能小的情况下，ＮＥＳ
的选择变得十分关键．根据图 ９ 所示，不同激励幅值下，ＮＥＳ 的质量比与减振百分比之间存在关系．明显地，
当实现相同的减振效果时，相比于 Ｔ⁃ＮＥＳ，Ｉ⁃ＮＥＳ 具有显著更小的质量．此外，ＮＥＳ 的减振效果随着质量比的

增加呈现先增大后减小的趋势．Ｔ⁃ＮＥＳ 和 Ｉ⁃ＮＥＳ 变化曲线的趋势有类似性，主要原因在于 Ｉ⁃ＮＥＳ 是在 Ｔ⁃ＮＥＳ
上的改进和完善．

（ａ） Ａ ＝ ０．００２ ５ ｍ
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（ｂ） Ａ ＝ ０．００５ ｍ （ｃ） Ａ ＝ ０．０１ ｍ
图 ９　 ＮＥＳ 的质量比与减振率的关系曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｒａｔｉｏ ｏｆ ＮＥＳ ａｎｄ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｒａｔｅ

在给定激励幅值下的仿真结果显示，当激励幅值 Ａ ＝ ０．００２ ５ ｍ 时，Ｔ⁃ＮＥＳ 实现最优减振效果时，其质量

比为 ０．１，而 Ｉ⁃ＮＥＳ 最优质量比达到了 ０．００５．当激励幅值 Ａ ＝ ０．００５ ｍ 时，Ｔ⁃ＮＥＳ 和 Ｉ⁃ＮＥＳ 达到最佳减振效果

时，其质量比分别为 ０．１８ 和 ０．００６．当激励幅值 Ａ 增加到 ０．０１ ｍ 时，Ｔ⁃ＮＥＳ 达到最优减振效果时，其质量比高

达 ０．２８５．然而，Ｉ⁃ＮＥＳ 的最优质量比仅为 ０．００６ ８．可见，随着激励幅值的增加，达到最佳减振效果的质量比也

随之增加．由此可得到结论，惯容器能够大大降低 ＮＥＳ 的质量，尤其是在大激励条件下，优势更为明显．
４．３　 非线性刚度的影响

４．３．１　 系数 κ ２１ 的影响

首先改变系数 κ ２１， 研究系数 κ ２１ 对减振效果的影响．不同刚度比 κ ２１ 下系统的最大幅值如图 １０ 所示．从
图中可知，随着刚度比 κ ２１ 数值不断增加，系统的主结构最大幅值先减小再增加．当 κ ２１ ＝ ０．１４ 时，主结构的最

大幅值最小；当 κ ２１ 为 ０．１４～１ 时，主结构的最大幅值增加迅速；而当 κ ２１ 为 １～２ 时，主结构的最大幅值缓慢增

加．混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的最大幅值变化基本与主结构类似，不同的是，当 κ ２１ 为 ０．１４ ～ １ 时，混联Ⅱ型惯容

ＮＥＳ 的最大幅值先增大后减小，而后趋于平缓．

（ａ） 主结构 （ｂ） 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ
（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｂ） Ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ

图 １０　 不同刚度比 κ２１ 下的系统最大幅值 （ε ＝ ０．１， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）

Ｆｉｇ． １０　 Ｍａｘｉｍｕｍ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｒａｔｉｏｓ κ２１（ε ＝ ０．１， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）

４．３．２　 系数 κ ２２ 的影响

通过改变系数 κ ２２ 的数值，来研究系数 κ ２２ 对系统最大幅值的影响，不同刚度比 κ ２２ 下系统的幅频响应曲

线如图 １１ 所示．如图可知，系统主结构和混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的幅频响应曲线的变化趋势完全相同，幅频响应
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曲线随着刚度比的增加逐渐向右上方弯曲，峰值先减小再增大，根据推断，系数 κ ２２ 存在最优值使得系统幅

频响应曲线的峰值最小，但此时系统的幅频响应曲线存在明显的硬化特性现象，并且随着非线性刚度比值不

断增大，这种现象越来越明显．

（ａ） 主结构 （ｂ） 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ
（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｂ） Ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ

图 １１　 不同刚度比 κ２２ 下的系统幅频响应曲线 （ε ＝ １， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）

Ｆｉｇ． １０　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ κ２２（ε ＝ １， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）

４．４　 非线性阻尼的影响

为了研究非线性阻尼系数 ｃ２１ 和 ｃ２２ 同时对系统最大幅值的影响，仿真中阻尼系数 ｃ２１ 和 ｃ２２ 取值相同，所
以 λ ２１ 和 λ ２２ 取值也相同，为简化表达，用 λ 代表非线性阻尼系数 ｃ２１ 和 ｃ２２ 同时变化的阻尼比．系统的非线性

阻尼比对幅频响应曲线的影响如图 １２ 所示．由图可知，主结构和混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的幅频响应曲线的变化

趋势基本相同．随着阻尼比值不断增大，幅频响应曲线的峰值先减小再增加，且产生峰值的位置向低频段转

移．当阻尼比的值为 ０．７～０．８ 之间时，此时存在混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 阻尼的最佳取值．除此之外，阻尼的增大会

降低系统的硬化特性，系统的幅频率响应曲线在高频区域不再发生明显的向右弯曲现象．当阻尼增大到一定

程度时，系统的幅频响应曲线不再出现硬化特性，变得更加稳定．

（ａ） 主结构 （ｂ） 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ
（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｂ） Ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ

图 １２　 不同阻尼下的系统幅频响应曲线 （ε ＝ １， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）
Ｆｉｇ． １２　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄａｍｐｉｎｇ （ε ＝ １， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）

４．５　 摩擦力

本小节之前的减振分析未考虑摩擦力对减振效果的的影响，但是摩擦力是不可避免的，是实际存在的，
为符合实际应用，本小节分析摩擦力对系统减振效果的影响．摩擦力主要为惯容器运动时产生的力 Ｆ ｆ ．摩擦

力幅值大约为 ５ Ｎ ．图 １３（ａ）、１３（ｂ）、１３（ｃ）为未考虑摩擦力的时程图、相图、Ｐｏｉｎｃａｒé 图．图 １３（ｄ）、１３（ｅ）、１３
（ｆ）为加入摩擦力的时程图、相图、Ｐｏｉｎｃａｒé 图．图 １３ 可以反映出从未考虑摩擦力的倍周期函数变为加入摩擦
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力后的混沌函数．

（ａ） 时程图 （Ｆｆ ＝ ０ Ｎ） （ｂ） 相图 （Ｆｆ ＝ ０ Ｎ） （ｃ） Ｐｏｉｎｃａｒé 图 （Ｆｆ ＝ ０ Ｎ）

（ａ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｈａｒｔ （Ｆｆ ＝ ０ Ｎ） （ｂ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ （Ｆｆ ＝ ０ Ｎ） （ｃ） Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｄｉａｇｒａｍ （Ｆｆ ＝ ０ Ｎ）

（ｅ） 时程图 （Ｆｆ ＝ ５ Ｎ） （ｅ） 相图 （Ｆｆ ＝ ５ Ｎ） （ｆ） Ｐｏｉｎｃａｒé 图 （Ｆｆ ＝ ５ Ｎ）

（ｄ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｈａｒｔ （Ｆｆ ＝ ５ Ｎ） （ｅ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ （Ｆｆ ＝ ５ Ｎ） （ｆ） Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｄｉａｇｒａｍ （Ｆｆ ＝ ５ Ｎ）

图 １３　 摩擦力对主系统的非线性特性的影响 （ε ＝ ０．１， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）
Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｓｙｓｔｅｍ （ε ＝ ０．１， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）

然后，利用 ＭＡＴＬＡＢ 中 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 数值方法求得系统主结构和混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的幅频响应曲线．图
１４ 为在摩擦力的作用下系统的幅频响应曲线变化趋势．从图中可以看出，系统的主结构和混联Ⅱ型惯容

ＮＥＳ 的位移最大值都有不同程度的增加，其中主结构位移最大值的峰值处增加了 ４．３８％，混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ
位移最大值的峰值处增加了 ６．８５％．根据分析可知，摩擦力影响了惯容器的惯性系数，进而影响主系统的减

振效果．

（ａ） 主结构 （ｂ） 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ
（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｂ） Ｓｅｒｉａｌ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ

图 １４　 摩擦力下的系统幅频响应曲线 （ε ＝ ０．１， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）
Ｆｉｇ． １４　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ （ε ＝ ０．１， Ａ ＝ ０．００５ ｍ）
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５　 混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 参数同时变化的影响

５．１　 刚度和阻尼同时变化的影响

其他参数为定值，其中幅值 Ａ 为 ０．００５ ｍ，同时改变刚度 κ ２１ 和阻尼数值，得到一系列的幅频响应曲线，
从幅频响应曲线中提取主结构位移的峰值．图 １５ 为阻尼和刚度 κ ２１ 同时变化对主结构频响曲线峰值的影响．
如图所示，当阻尼和刚度 κ ２１ 同时变化时，系统主结构的最大幅值变化较为复杂．图 １５（ａ）是三维曲面图，图
中存在“山谷”区域．减振效果达到最优时，主结构位移的峰值的最小值就在“山谷”区域中．图 １５（ｂ）是二维

等高线图，图中能够清晰地显示出减振效果达到最优时，非线性阻尼和非线性刚度 κ ２１ 参数的取值范围．从图

１５（ｂ）中可得， κ ２１ ＝ ０．０８，λ ＝ ０．８ 时，系统主结构位移峰值的最小值约为 ０．０２ ｍ，而在参数 κ ２１ ＝ ０．５，λ ＝ ０．０１
时，整体取值范围内其最大值约为 ０．０７２ ｍ，其幅值减振率分别为 ９４．１％和 ７８．８６％．而且从图 １５（ｂ）中可知，
阻尼产生的影响要比刚度 κ ２１ 大，随着阻尼的数值增加，系统主结构位移峰值的降低速度变快．

（ａ） 三维曲面图 （ｂ） 二维等高线图

（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉａｇｒａｍ （ｂ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｃｏｎｔｏｕｒ

图 １５　 刚度和阻尼同时变化对主结构频响曲线峰值的影响

Ｆｉｇ． １５　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ａｎｄ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐｅａｋ ｖａｌｕｅ

ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

５．２　 刚度和惯质比同时变化的影响

其他参数为定值，其中幅值 Ａ 为 ０．００５ ｍ，同时改变刚度 κ ２１ 和惯质比数值，系统主结构最大幅值峰值的

变化趋势如图 １６ 所示．主结构最大幅值峰值的变化呈扇弧形，其减振效果最优区间在图 １６（ａ）的最右下方，
从图 １６（ｂ）可以明显地看出，随着惯质比的增大，该区域逐渐变为深蓝色，主结构最大幅值峰值逐渐降低，当
κ ２１ ＝ ０．２，ε ＝ ０．１ 时，系统主结构位移峰值的最小值约为 ０．０２５ ｍ，而在参数 κ ２１ ＝ ０．００５，ε ＝ ０．００２ 时，整体取

值范围内其最大值约为 ０．０６２ ｍ，其幅值减振率分别为 ９２．６６％和 ８１．８％．
５．３　 惯质比和阻尼同时变化的影响

其他参数为定值，其中幅值 Ａ为 ０．００５ ｍ，同时改变阻尼和惯质比数值，研究系统主结构最大幅值峰值的

变化趋势，图 １７ 为阻尼和惯质比同时变化对主结构频响曲线峰值的影响．从图中可知，减振效果达到最优时

的位移峰值在图 １７（ａ）的右下方的“山谷”区域中，随着惯质比数值的增加，系统主结构位移峰值的降低速

度变快，相对于惯质比，阻尼对于主结构最大幅值峰值的影响较小．从图 １７（ｂ）可以看出当 ε ＝ ０．１ 时，系统主

结构位移峰值的最小值约为 ０．０１ ｍ，而在参数 ε ＝ ０．００１ 时，整体取值范围内其最大值约为 ０．０６１ ｍ，其幅值

减振率分别为 ９７．１％和 ８２．１％．
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（ａ） 三维曲面图 （ｂ） 二维等高线图

（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉａｇｒａｍ （ｂ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｃｏｎｔｏｕｒ

图 １６　 刚度和惯质比同时变化对主结构频响曲线峰值的影响

Ｆｉｇ． １６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ａｎｄ ｉｎｅｒｔｉａ ｒａｔｉｏ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐｅａｋ

ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

（ａ） 三维曲面图 （ｂ） 二维等高线图

（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉａｇｒａｍ （ｂ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｃｏｎｔｏｕｒ

图 １７　 惯质比和阻尼同时变化对主结构频响曲线峰值的影响

Ｆｉｇ． １７　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｉｎｅｒｔｉａ ｒａｔｉｏ ａｎｄ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐｅａｋ

ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

６　 结　 　 论

本文使用非线性恢复力替代线性惯容减振系统中的线性恢复力，使用非线性阻尼替代线性阻尼，并考虑

摩擦力的影响，提出了混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ，并对其在外部简谐激励下系统的减振性能进行了研究．利用谐波

平衡法求解了系统幅频响应曲线，并用数值解验证了解析解的正确性，两者吻合得很好．然后，分析了系统的

惯质比、非线性阻尼、摩擦力等参数对减振效果的影响．最后分析了系统的惯质比、非线性阻尼和非线性刚度

三个参数两两配合对主结构频响曲线峰值的影响．具体结论如下：
１） 相同质量比的条件下，相比较于 Ｔ⁃ＮＥＳ 和 ＳＰ⁃Ｉ 两种系统，Ｉ⁃ＮＥＳ 具有更好的减振效果，尤其是在大激

励的条件下；在相同减振效果的情况下，Ｉ⁃ＮＥＳ 所需要的质量远小于 Ｔ⁃ＮＥＳ，适应于一些对于质量有严格要

求的场合．
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２） 随着非线性刚度 κ ２２ 的数值增大，幅频响应曲线逐渐向右上方弯曲，峰值先减小后增大，但此时出现

多解情况，需要做进一步判定；而随着非线性阻尼 ｃ２１，ｃ２２ 数值增大，峰值先减小再增加，且产生峰值的位置向

低频段转移．在摩擦力的作用下，系统的主结构和混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的位移最大值都有不同程度地下降，可
以看出合适的摩擦力可以改善减振效果．

３） 惯质比和阻尼同时变化减振效果最好．当 ε ＝ ０．１ 时，系统主结构位移峰值的最小值约为 ０．０１ ｍ，而在

参数 ε ＝ ０．００１ 时，整体取值范围内其最大值约为 ０．０６１ ｍ，其幅值减振率分别为 ９７．１％和 ８２．１％．合适的惯质

比大概在 ０．１ 附近，此时，混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 的非线性阻尼和非线性刚度 κ ２１ 的取值范围变大．取恰当的参数

值，会使混联Ⅱ型惯容 ＮＥＳ 系统取得良好的减振效果．
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（６）： １０８８⁃１０９６． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 王菁菁， 浩文明， 吕西林． 轨道非线性能量阱阻尼对其减振性能的影响［Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０１７， ３６（２４）： ３０⁃３４．
（ＷＡＮＧ Ｊｉｎｇｊｉｎｇ， ＨＡＯ Ｗｅｎｍｉｎｇ， ＬÜ Ｘｉｌｉｎ． Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｒａｃｋ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ ｄａｍｐｉｎｇ ｏｎ ｉｔｓ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０１７， ３６（２４）： ３０⁃３４． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 刘中坡， 吕西林， 鲁正， 等． 轨道型非线性能量阱振动控制的振动台试验研究［ Ｊ］ ． 建筑结构学报， ２０１６， ３７
（１１）： １⁃９． （ＬＩＵ Ｚｈｏｎｇｐｏ， ＬÜ Ｘｉｌｉｎ， ＬＵ Ｚｈｅｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ
ｔｒａｃｋ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｕｉｌｄｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１６， ３７（１１）： １⁃９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 李东辉， 李晨， 张业伟， 等． 杠杆型串联非线性能量阱整星隔振系统的振动控制［ Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０２２， ４１
（１６）： ２７８⁃２８４．（ＬＩ Ｄｏｎｇｈｕｉ， ＬＩ Ｃｈｅｎ， ＺＨＡＮＧ Ｙｅｗｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｗｈｏｌｅ ｓｔａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｏｒ
ｓｙｓｔｅｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｌｅｖｅｒ⁃ｔｙｐｅ ｓｅｒｉｅｓ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０２２， ４１（１６）：
２７８⁃２８４． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 李晨， 陈国一， 方勃， 等． 杠杆型并联非线性能量阱的振动控制［ Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０２１， ４０（１５）： ５４⁃６４．（ＬＩ
Ｃｈｅｎ， ＣＨＥＮ Ｇｕｏｙｉ， ＦＡＮＧ Ｂｏ， ｅｔ ａｌ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｌｅｖｅｒ⁃ｔｙｐｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｔｒａｐ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃

０２９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



ｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０２１， ４０（１５）： ５４⁃６４． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
［１５］　 ＨＡＢＩＢ Ｇ， ＲＯＭＥＯ Ｆ． Ｔｈｅ ｔｕｎｅｄ ｂｉｓｔａｂｌｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１７， ８９ （１） ： １７９⁃

１９６．
［１６］　 陈洋洋， 陈凯， 谭平， 等． 负刚度非线性能量阱减震控制性能研究［ Ｊ］ ． 工程力学， ２０１９， ３６（３）： １４９⁃１５８．

（ＣＨＥＮ Ｙａｎｇｙａｎｇ， ＣＨＥＮ Ｋａｉ， ＴＡＮ Ｐｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓｅｉｓｍｉｃ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｂｙ ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋｓ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ３６（３）： １４９⁃１５８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 ＺＡＮＧ Ｊ， ＣＨＥＮ Ｌ Ｑ． Ｃｏｍｐｌｅｘ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｈａｒｍｏｎｉｃａｌｌｙ ｅｘｃｉｔｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ
ｓｉｎｋ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１７， ３３（４）： ８０１⁃８２２．

［１８］　 谭平， 刘良坤， 陈洋洋， 等． 非线性能量阱减振系统受基底简谐激励的分岔特性分析［Ｊ］ ． 工程力学， ２０１７， ３４
（１２）： ６７⁃７４．（ＴＡＮ Ｐｉｎｇ， ＬＩＵ Ｌｉａｎｇｋｕｎ， ＣＨＥＮ Ｙａｎｇｙａｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ
ａｂｓｏｒｐｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｇｒｏｕｎｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３４（１２）： ６７⁃７４． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１９］　 ＹＡＮＧ Ｋ， ＺＨＡＮＧ Ｙ Ｗ， ＤＩＮＧ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ ｆｏｒ ｗｈｏｌｅ⁃ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｃｏｕｓｔｉｃｓ， ２０１７， １３９（２）： ０２１０１１．

［２０］　 ＷＡＮＧ Ｊ， ＷＩＥＲＳＣＨＥＭ Ｎ， ＳＰＥＮＣＥＲ Ｂ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｒａｃｋ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋｓ ｆｏｒ ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１５， ９４： ９⁃１５．

［２１］　 ＳＡＶＡＤＫＯＯＨＩ Ａ Ｔ， ＶＡＵＲＩＧＡＵＤ Ｂ， ＬＡＭＡＲＱＵＥ Ｃ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｔａｒｇｅｔｅｄ ｅｎｅｒｇｙ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｗｉｔｈ ｐａｒａｌｌｅｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋｓ， ｐａｒｔ Ⅱ： ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１２， ６７（１）： ３７⁃４６．

［２２］　 ＢＯＲＯＳＯＮ Ｅ， ＭＩＳＳＯＵＭ Ｓ， ＭＡＴＴＥＩ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｏｆ ｐａｒａｌｌｅｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ
ｓｉｎｋｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ２０１７， ３９４： ４５１⁃４６４．

［２３］　 ＣＨＥＮ Ｊ Ｅ， ＨＥ Ｗ， ＺＨＡＮＧ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎ ａｎｄ ｈｉｇｈｅｒ ｂｒａｎｃｈ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋｓ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１８， ９１（２）： ８８５⁃９０４．

［２４］　 ＡＲＡＫＡＫＩ Ｔ， ＫＵＲＯＤＡ Ｈ， ＡＲＩＭＡ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｓｅｉｓｍｉｃ ｄｅｖｉｃｅｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｂａｌｌ ｓｃｒｅｗ， ｐａｒｔ １： ｂａｓ⁃
ｉｃ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｔｅｓｔ ｏｆ ＲＤ⁃ｓｅｒｉｅｓ［Ｊ］ ． ＡＩＪ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎ， １９９９， ５（８）： ２３９⁃２４４．

［２５］　 ＳＭＩＴＨ Ｍ Ｃ． Ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ： ｔｈｅ ｉｎｅｒｔｅｒ［ Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ，
２００２， ４７（１０）： １６４８⁃１６６２．

［２６］　 潘超， 张瑞甫， 王超， 等． 单自由度混联Ⅱ型惯容减震体系的随机地震响应与参数设计［Ｊ］ ． 工程力学， ２０１９， ３６
（１）： １２９⁃１３７． （ＰＡＮ Ｃｈａｏ， ＺＨＡＮＧ Ｒｕｉｆｕ， ＷＡＮＧ Ｃｈａｏ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｅｉｓｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎｄ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ
ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｓｅｒｉｅｓ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ｓｙｓｔｅｍ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ３６（１）： １２９⁃１３７．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２７］　 周子博， 申永军， 邢海军， 等． 含惯容和杠杆元件的减振系统参数优化及性能分析［Ｊ］ ． 振动工程学报， ２０２２， ３５
（２）： ４０７⁃４１６．（ＺＨＯＵ Ｚｉｂｏ， ＳＨＥＮ Ｙｏｎｇｊｕｎ， ＸＩＮＧ Ｈａｉｊｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ａ⁃
ｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｉｔｉｇａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｅｒｔｉａ ａｎｄ ｌｅｖｅｒ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ⁃
ｉｎｇ， ２０２２， ３５（２）： ４０７⁃４１６． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２８］　 刘志彬， 谭平， 王菁菁， 等． 新型非对称惯容 ＮＥＳ 减震控制性能研究［Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０２３， ４２（２）： １１６⁃１２５．
（ＬＩＵ Ｚｈｉｂｉｎ， ＴＡＮ Ｐｉｎｇ， ＷＡＮＧ Ｊｉｎｇｊｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｎｏｖｅｌ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｉｎｅｒｔｅｒ ＮＥＳ ｆｏｒ
ｓｅｉｓｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｍｉｔｉｇａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０２３， ４２（２）： １１６⁃１２５． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２９］　 ＥＢＲＡＨＩＭＩ Ｍ， ＷＨＡＬＬＥＹ Ｒ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｉｎ ｍａｃｈｉｎｅ ｔｏｏｌ ｄｒｉｖｅｓ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔｅｒ ａｎｄ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０００， ３８（１）： ９３⁃１０５．

［３０］　 范舒铜， 申永军． 简谐激励下黏弹性非线性能量阱的研究［ Ｊ］ ． 力学学报， ２０２２， ５４（９）： ２５６７⁃２５７６． （ＦＡＮ
Ｓｈｕｔｏｎｇ， ＳＨＥＮ Ｙｏｎｇｊｕｎ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ａ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ ｕｎｄｅｒ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ．
Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ５４（９）： ２５６７⁃２５７６． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
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