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摘要：　 基于理想 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ（Ｍ⁃Ｃ）屈服准则，该文提出了拉伸、压缩和剪切等效应力的概念及其公式，并给出

了三个相应的强度评估条件．根据塑性功等效原则，分别导出了与上述等效应力共轭的拉伸、压缩等效塑性应变和

等效塑性剪应变，探论了不同的摩擦因数下等效应变的变化特征．与 Ｍｉｓｅｓ 等效应变不同，所得到的 Ｍ⁃Ｃ 等效应变

能够反映静水压力的影响，也可退化为简单应力状态．这些等效应力和等效应变概念都具有明确的物理意义，将能

够应用于更准确、有效地评估拉、压性能不同材料的强度，对于用简单拉伸、压缩或剪切试验标定复杂应力状态下

本构模型参数也具有直接应用价值．
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０　 引　 　 言

等效应力与等效塑性应变是塑性理论中的重要概念［１⁃２］，其作用主要体现在多个方面，例如：材料的塑

性强化或软化行为表征，其屈服面演化与以等效塑性应变作为内变量的塑性加载历史相关；材料的塑性流动

法则，也与等效应力和等效塑性应变有关；作为特征量评估材料的强度和断裂失效行为；通过等效应力与等

效塑性应变之间的关系，将复杂应力状态下材料的塑性和损伤行为与简单应力状态下的试验联系起来，检验

所建立的理论并标定模型参数等．总之，等效应力与等效应变是表征材料屈服、硬化、损伤软化和断裂破坏整

个塑性、断裂过程的重要物理量，准确理解才能有效地应用于结构非弹性行为数值分析．然而，一些文献和有

限元程序中常有对这些概念误用的情形，例如：在考虑塑性体积可以改变的情况下，使用 Ｍｉｓｅｓ 等效塑性应

变［３］，此时并不能退化为单向拉伸或压缩状态，所以失去了“等效”的物理意义；甚至在有限元计算中利用该

等效应变分析材料的剪胀性，进而导致前后矛盾［４］ ．若等效应力依据材料的屈服条件定义，则被广泛应用的

Ｍｉｓｅｓ 等效应力就不能应用于依赖静水压力的材料塑性模型，也不能用于拉、 压性能不同材料的强度评估；
虽然可以将主应力作为评估指标， 但对一些屈服或破坏条件并不是充分有效，甚至无法判断材料是否进入

塑性．另一方面，缺乏这些相匹配的应力，也无法根据功共轭原则提出分别能够描述拉伸或压缩失效行为的

等效塑性应变．
与经典的 Ｍｉｓｅｓ 和 Ｔｒｅｓｃａ 屈服条件［１⁃２］不同，Ｍ⁃Ｃ 屈服准则一般用于与静水压力有关的岩土和脆性金属

材料［２，５］ ．然而，实验结果也表明，延性材料在塑性变形较大时也会发生塑性体积变化［６⁃７］，静水压力和 Ｌｏｄｅ
角参数对材料屈服应力的影响并不可忽视［８⁃９］ ．尤其在评估损伤、断裂发生时也依赖当时的应力状态，与静水

压力和偏应力大小、位置都有关系［１０⁃１１］，相应的失效判据常用作为内变量的塑性等效应变或体积应变来描

述［１２⁃１５］ ．实际上，在塑性 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为常数的情况下，并不能实现塑性体积保持不变［２］ ．因此，依赖应力三轴度

和 Ｌｏｄｅ 参数的 Ｍ⁃Ｃ 屈服准则现在已被推广应用于延性金属材料［１６⁃１７］ ．所以，基于 Ｍ⁃Ｃ 屈服准则的等效概念

的探讨也具有重要意义．
还需指出：在目前广泛应用的有限元通用程序 ＡＢＡＱＵＳ 中采用混凝土损伤塑性本构模型（ＣＤＰ） ［１８⁃１９］，

其中定义的等效塑性应变考虑了压缩和拉伸的不同情形，根据相应的累积主应变和应力加权系数确定，与
Ｍｉｓｅｓ 等效塑性应变并不相同．

综上所述，即使对于延性金属材料，变形较大时静水压力对屈服的影响也不可忽略．此时Ｍｉｓｅｓ 等效应力

及其应变概念失去“等效意义”，相应的 Ｊ２ 流动理论所依赖的单一曲线假定显然不再成立．如何确保计算结

果准确、可靠；对于塑性体积可压缩材料（如混凝土）不适用 Ｍｉｓｅｓ 屈服准则，Ｍｉｓｅｓ 等效应力如何区分不同的

拉压性能特征；对于塑性体积可压缩材料，Ｍｉｓｅｓ 等效塑性应变缺乏明确的物理意义，而最大累积正应变所需

要的主方向不变条件在复杂载荷情形难以实现．
针对上述问题，本文基于 Ｍ⁃Ｃ 屈服准则建立相应的等效应力，并根据塑性功等效的原则，利用正交性流

动法则，导出与相关等效应力共轭的塑性等效应变公式，从而尝试另外有效的表达途径．

１　 关于等效应力与等效塑性应变的定义

１．１　 等效概念

塑性理论给出了等效应力、等效剪应力以及相应的等效塑性应变、等效塑性剪应变的定义［１］，即
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（１）

其中， Ｓ 为应力偏量张量； εｐ，ｅｐ 分别为塑性应变张量及其偏量张量．

在简单应力状态， σ－ ＝ σ １１，Ｔ ＝ τ ；若再假定塑性体积不可压缩，则有 ε－ ｐ ＝ ε ｐ
１１，Γ ＝ γ ｐ ．即两类物理量都可

退化为单向应力状态，这也是“等效”概念的意义．实际上，这个等效应力是基于 Ｍｉｓｅｓ 屈服条件得到的，所以

称为 Ｍｉｓｅｓ 等效应力．相应的等效塑性应变，则是根据塑性应变能密度或单位体积的塑性功等效原则确定［４］ ．
因此，对于单向拉伸或纯剪切应力状态，应分别满足下式：

　 　
ｄＷ ＝ σ ∶ ｄεｐ ＝ σ－ ｄε－ ｐ ＝ σ １１ｄε ｐ

１１，

ｄＷ ＝ σ ∶ ｄεｐ ＝ ＴｄΓｐ ＝ σ １３ｄγ ｐ ＝ ２τｄε ｐ
１３ ．

{ （２）

设 ｄε－ ｐ ＝ Ｃε ｄεｐ ∶ ｄεｐ ，ｄΓｐ ＝ Ｃγ ｄεｐ ∶ ｄεｐ ， 其中 Ｃε 和 Ｃγ 分别为相应的等效塑性应变系数；若塑性势

函数为 Ｇ， 则根据正交性流动法则， ｄεｐ ＝ ｄλ ∂Ｇ
∂σ

，Ｇ（σ） ＝ ｆ０（σ） ＝ Ｊ２ ＝ １
２

Ｓ ∶ Ｓ， 代入式（２），可得到

　 　 Ｃε ＝

∂Ｇ
∂σ １１

∂Ｇ
∂σ

∶ ∂Ｇ
∂σ

＝ ２
３

， Ｃγ ＝
２ ∂Ｇ
∂σ １３

∂Ｇ
∂σ

∶ ∂Ｇ
∂σ

＝ ２ ， （３）

　 　 ｄε－ ｐ ＝ ２
３

ｄεｐ ∶ ｄεｐ ， ｄΓｐ ＝ ２ｄεｐ ∶ ｄεｐ ， （４）

　 　 ε－ ｐ ＝ ∫ｄε－ ｐ， Γｐ ＝ ∫ｄΓｐ ． （５）

在假定塑性体积不可压条件下，式（４）中的塑性应变张量可用其偏量表示，如式（１），即仅反映剪切变

形．由上述推导过程看出它与 Ｍｉｓｅｓ 等效应力的功共轭性，本文称之为 Ｍｉｓｅｓ 等效应变和等效剪应变．
１．２　 应力状态表征

首先列出推导过程及其导出式中所用到的应力张量不变量及其相关的计算公式［２０］：

　 　
Ｉ１ ＝ ｔｒ（σ）， Ｓ ＝ σ －

Ｉ１
３

Ｉ， Ｊ１ ＝ ｔｒ（Ｓ） ＝ ０，

Ｊ２ ＝ １
２

Ｓ ∶ Ｓ ＝ １
２

ｔｒ（Ｓ２）， Ｊ３ ＝ １
３

ｔｒ（Ｓ３），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６）

其中， σ 和 Ｉ１ 分别为应力张量及其第一不变量； Ｓ，Ｊ１，Ｊ２，Ｊ３ 为应力偏量张量及其三个不变量； Ｉ 为二阶单位

张量．

　 　
ｑ ＝ σ－ ＝ ３Ｊ２ ， γ ＝ ９

２
Ｓ·Ｓ ∶ Ｓæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ３

＝ ３（Ｊ３ ／ ２） １ ／ ３，

σｍ ＝ １
３

Ｉ１， η ＝
σｍ

ｑ
， γ

ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＝ ｃｏｓ（３θ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（７）

其中， η 为应力三轴度， θ 为 Ｌｏｄｅ 角．则在应力空间应力张量可用柱坐标 （σｍ，ｑ，θ） 表示，如图 １ 所示．
若 σ ｉ 为三个主应力，且 σ １ ≥ σ ２ ≥ σ ３， 则有［２１］

　 　
σ １ ＝ σｍ ＋ ２

３
ｑｃｏｓ θ，

σ ３ ＝ σｍ ＋ ２
３

ｑｃｏｓ ４
３

π － θæ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）

另外，所用到的一些导数公式为［１４］
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∂Ｊ２

∂σ
＝ Ｓ， ∂ｑ

∂Ｊ２

＝ ３
２ｑ

，
∂Ｉ１
∂σ

＝ Ｉ， ∂η
∂σ

＝ Ｉ
３ｑ

－
Ｉ１
２ｑ３ Ｓ，

∂θ
∂σ

＝ － ９
２ｑ３ｓｉｎ（３θ）

Ｓ２ － ｔｒ（Ｓ２）
３

Ｉ － ｑ ｃｏｓ（３θ）
３

Ｓé

ë
êê

ù

û
úú ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

图 １　 主应力空间的 Ｍ⁃Ｃ 屈服面及应力状态表示

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ Ｍ⁃Ｃ ｙｉｅｌｄ ｓｕｒｆａｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｓｔａｔｅ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｓｐａｃｅ

２　 Ｍ⁃Ｃ 材料的等效应力和等效剪应力

Ｍ⁃Ｃ 屈服准则为传统 Ｔｒｅｓｃａ 屈服准则的推广，用正应力和剪应力表示为［１］

　 　 τ ｎ ＋ ｃ１σ ｎ ＝ ｃ２， （１０）
其中， ｃ１ ＝ ｔａｎ φ， 为材料内摩擦因数， φ 为内摩擦角， ｃ２ 为黏聚力．一般地，这两个参数都与塑性变形有关，在
理想塑性情况下二者均为常数，其屈服面如图 １ 所示．本文仅讨论理想塑性情形．

利用 Ｍｏｈｒ 圆，式（１０）可改写为下列形式［１７］：

　 　 （ １ ＋ ｃ２１ ＋ ｃ１）σ １ － （ １ ＋ ｃ２１ － ｃ１）σ ３ ＝ ２ｃ２ ． （１１）
将式（８）代入式（１１）后得到如下形式：

　 　 ｆ ＝ ｃ１η ＋
１ ＋ ｃ２１

３
ｃｏｓ π

６
－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｑ － ｃ２ ＝ ｆ０ － ｃ２ ＝ ０． （１２）

当摩擦角为 ０ 时， ｃ１ ＝ ０， 上式化为

　 　 ｆ ＝ ｑ
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃ２ ＝ ０． （１３）

利用式（８），可化为 Ｔｒｅｓｃａ 屈服条件：

　 　 ｆ ＝
σ １ － σ ３

２
－ ｃ２ ＝ ０． （１４）

根据文献［４］，可假设 ｆ０（σ ｉｊ） ＝ Ａσ ｎ
ｅ，其中 σ ｅ 为等效应力， Ａ 和 ｎ 为待定参数．则式（１２）为

　 　 ｃ１η ＋
１ ＋ ｃ２１

３
ｃｏｓ π

６
－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｑ ＝ Ａσ ｎ

ｅ ＝ ｃ２， （１５）

σ ｅ 可退化为不同的简单应力状态，因此也就有不同意义的等效应力．
１） 拉伸等效应力 σ ｔ

ｅ

σ １１ ＞ ０，σ ２２ ＝ σ ３３ ＝ σ ｉｊ ＝ ０ （ ｉ ≠ ｊ），ｑ ＝ σ １１，θ ＝ ０，η ＝ １ ／ ３， 代入式（１５），则有

　 　 ｎ ＝ １， Ａ ＝
ｃ１ ＋ １ ＋ ｃ２１

２
．
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Ｍ⁃Ｃ 拉伸等效应力为

　 　 σ ｔ
ｅ ＝

２ｑ

ｃ１ ＋ １ ＋ ｃ２１
ｃ１η ＋

１ ＋ ｃ２１
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１６）

当 ｃ１ ＝ ０ 时， σ ｔ
ｅ ＝

２ｑ
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ σ １ － σ ３， 这是 Ｔｒｅｓｃａ 拉伸等效应力．

显然，当 η ＜ １ ／ ３ 时，式（３）—（８）不能退化为单向拉伸应力状态，因此，式（１６）成立的必要条件应为 η
≥ １ ／ ３．

利用该等效应力和屈服条件（１５），可评估材料是否发生塑性行为，即有如下判据：

　 　 σ ｔ
ｅ ≤

２ｃ２
１ ＋ ｃ２１ ＋ ｃ１

＝ σ ｔ
ｓ， （１７）

其中，等号成立时为塑性，否则为弹性， σ ｔ
ｓ 为材料单向拉伸屈服强度．

式（１６）表明 Ｍ⁃Ｃ 拉伸等效应力与摩擦因数 ｃ１ 有关，也是三轴度和 Ｌｏｄｅ 角的函数，说明不同应力状态的

影响，也反映了静水压力效应．这是假定塑性变形过程中 ｃ１ 不变的结果．为此考察 ｃ１ 的变化效应．对于几个给

定的 ｃ１ ＝ ０， ０．２ 等值， σ ｔ
ｅ ／ ｑ 随三轴度和 Ｌｏｄｅ 角变化的规律如图 ２ 所示．可以看出，当 ｃ１ ＝ ０ 时， σ ｔ

ｅ ／ ｑ 与 η 无

关，但关于 θ ＝ π ／ ６ 对称，并在纯剪切时达到最大值．这实际上反映了 Ｔｒｅｓｃａ 和 Ｍｉｓｅｓ 屈服面的特征，即等截

面六棱柱内接于等截面圆柱．当 ｃ１ ≠ ０ 时， σ ｔ
ｅ ／ ｑ 随 η 单调增加， 但 θ 的影响较小， 关于 θ ＝ π ／ ６ 对称性不再

存在．

（ａ） ｃ１ ＝ ０ （ｂ） ｃ１ ＝ ０．２

图 ２　 σ ｔ
ｅ ／ ｑ⁃η⁃θ 关系曲面

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｏｆ σ ｔ
ｅ ／ ｑ⁃η⁃θ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

对于 θ ＝ ０ 的情形， σ ｔ
ｅ ／ ｑ 随三轴度和摩擦因数变化的曲面如图 ３ 所示．可以看出， 除了 ｃ１ ＝ ０ 的情形， σ ｔ

ｅ

＝ ｑ； 当 ｃ１ ≠０ 时，曲面变化特征是非常明显的．随着 ｃ１ 增大，在 η ＝ １ 时 σ ｔ
ｅ ／ ｑ 也单调增大，而且在 θ ＝ ０ 的情

形最明显；但在 η ＝ ０ 时 σ ｔ
ｅ ／ ｑ 单调减小，即随着 η 减小， σ ｔ

ｅ ／ ｑ 也减小．
２） 压缩等效应力 σ ｃ

ｅ

σ ３３ ＜ ０，σ １１ ＝ σ ２２ ＝ σ ｉｊ ＝ ０ （ ｉ≠ ｊ），ｑ ＝ － σ ３３，θ ＝ π ／ ３，η ＝ － １ ／ ３， 代入式（１５），并注意等效应力取正值，

则有 ｎ ＝ １，Ａ ＝
１ ＋ ｃ２１ － ｃ１

２
．Ｍ⁃Ｃ 压缩等效应力为

　 　 σ ｃ
ｅ ＝

２ｑ

１ ＋ ｃ２１ － ｃ１
ｃ１η ＋

１ ＋ ｃ２１
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１８）
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（ａ） θ ＝ ０ （ｂ） θ ＝ π ／ ６

图 ３　 σ ｔ
ｅ ／ ｑ⁃η⁃ｃ１ 关系曲面

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｏｆ σ ｔ
ｅ ／ ｑ⁃η⁃ｃ１

显然， 当 η ＞ － １ ／ ３ 时， 式（１８）不能退化为单向压缩应力状态， 因此， 式（１８）成立的必要条件应为 η
≤－ １ ／ ３．

当 ｃ１ ＝ ０ 时， σ ｃ
ｅ ＝

２ｑ
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ σ １ － σ ３， 这是 Ｔｒｅｓｃａ 压缩等效应力．

利用该等效应力和屈服条件（１５），可得到评估材料是否发生塑性行为的如下判据：

　 　 σ ｃ
ｅ ≤

２ｃ２
１ ＋ ｃ２１ － ｃ１

＝ σ ｃ
ｓ， （１９）

其中 ， σ ｃ
ｓ 为单向压缩屈服应力．

由式（１６）和（１８），二者比值为
σ ｔ

ｅ

σ ｃ
ｅ

＝
１ ＋ ｃ２１ － ｃ１
１ ＋ ｃ２１ ＋ ｃ１

， 其变化曲线如图 ４ 所示．

图 ４　 σ ｔ
ｅ ／ σ ｃ

ｅ ⁃ｃ１ 关系曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｃｕｒｖｅ ｏｆ σ ｔ
ｅ ／ σ ｃ

ｅ ⁃ｃ１

从图 ４ 可以看出：该比值随摩擦因数增大而单调下降．显然，对于拉伸性能比压缩性能差的材料，所定义

的两个等效应力能够用于对拉伸强度和压缩强度的准确评估．
３） 等效剪应力 σ ｓ

ｅ

纯剪切应力状态： σ １３ ＝ τ， 其他 σ ｉｊ ＝ ０，Ｔ ＝ τ，θ ＝ π ／ ６，η ＝ ０， 代入式（１５），则有 Ａ ＝ １ ＋ ｃ２１ ．
Ｍ⁃Ｃ 等效剪应力为
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　 　 σ ｓ
ｅ ＝

３Ｔ

１ ＋ ｃ２１
ｃ１η ＋

１ ＋ ｃ２１
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２０）

显然， 当 η ≤－ １ ／ ３或 η ≥１ ／ ３ 时， 式（２０）不能退化为纯剪切应力状态， 因此， 式（２０）成立的条件应为

－ １ ／ ３ ＜ η ＜ １ ／ ３．当 ｃ１ ＝ ０ 时， σ ｅ ＝ Ｔｃｏｓ（π ／ ６ － θ） ＝ （σ １ － σ ３） ／ ２， 这是 Ｔｒｅｓｃａ 等效剪应力．
同样地，利用这一 Ｍ⁃Ｃ 等效剪应力和屈服条件（１５），也可得到评估材料发生塑性行为的如下判据：

　 　 σ ｓ
ｅ ≤

ｃ２
１ ＋ ｃ２１

＝ τ ｓ， （２１）

其中， τ ｓ 为纯剪切屈服应力．
至此，得到了 Ｍ⁃Ｃ 材料与各自简单应力状态相应的等效应力，可以看出它们各不相同，也不同于 Ｍｉｓｅｓ

等效应力和等效剪应力，可以反映静水压力、应力偏量方位角和摩擦角的影响．

３　 Ｍ⁃Ｃ 等效塑性应变

基于所得到的等效应力，利用塑性功等效原则，可求出共轭的等效塑性应变，即可退化为相应简单应力

状态试验的拉伸、压缩和剪切等效塑性应变等．
１） Ｍ⁃Ｃ 拉伸等效塑性应变

根据塑性功等效原则，有
　 　 σ ∶ ｄεｐ ＝ σ ｔ

ｅｄε
－ ｐ
ｔ ＝ σ １１ｄε ｐ

１１ ． （２２）

设 ｄε－ ｐ
ｔ ＝ Ｃ ｔ

ε ｄεｐ ∶ ｄεｐ ， 代入式（２２）并利用与屈服条件（１２）相关联的流动法则，有

　 　 Ｃ ｔ
ε ＝

∂ｆ０
∂σ １１

∂ｆ０
∂σ

∶
∂ｆ０
∂σ

＝

∂ｆ
∂σ １１

∂ｆ
∂σ

∶ ∂ｆ
∂σ

， （２３）

　 　 ∂ｆ
∂σ

＝ ｃ１
∂η
∂σ

ｑ ＋ ３
２ｑ

∂Ｊ２

∂σ ｃ１η ＋
１ ＋ ｃ２１

３
ｃｏｓ π

６
－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ｑ
１ ＋ ｃ２１

３
ｓｉｎ π

６
－ θæ

è
ç

ö

ø
÷
∂θ
∂σ

－
ｃ１
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷
∂θ
∂σ

． （２４）

利用式（９），则有

　 　 ∂ｆ
∂σ

＝ ３
２ｑ

１ ＋ ｃ２１
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｓ ＋

　 　 　 　 ３
２ｑ２ｓｉｎ（３θ）

１ ＋ ｃ２１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

－
ｃ１
３

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　 ［ ｔｒ（Ｓ２）Ｉ ＋ ｑｃｏｓ（３θ）Ｓ － ３Ｓ２］ ＋
ｃ１
３

Ｉ， （２５）

　 　 ∂ｆ
∂σ １１

＝
３Ｓ１１

２ｑ
１ ＋ ｃ２１

３
ｃｏｓ π

６
－ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ１
３

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ３
ｑ２ｓｉｎ（３θ）

１ ＋ ｃ２１
１２

ｓｉｎ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

－
ｃ１
６

ｃｏｓ π
６

－ θæ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　 ［ ｔｒ（Ｓ２）σ １１ ＋ ｑｃｏｓ（３θ）Ｓ１１ － ３Ｓ１ｉＳｉ１］ ＋
ｃ１
３

σ １１ ． （２６）

将式（２５）、 （２６）代入式（２３）， 且单轴拉伸时： θ ＝ ０， σ １１ ≠ ０， 其余 σ ｉｊ ＝ ０， Ｓ１１ ＝ ２ ／ ３σ １１， Ｓ２２ ＝ Ｓ３３ ＝
－ σ １１ ／ ３， Ｓｉｊ ＝ ０（ ｉ ≠ ｊ）， ｑ ＝ σ １１ ＝ σ ｅ， 则得到
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　 　 Ｃ ｔ
ε ＝

２
３

（ １ ＋ ｃ２１ ＋ ｃ１）

１ ＋ ２ｃ２１ ＋ ２
３

ｃ１ １ ＋ ｃ２１

． （２７）

所以，Ｍ⁃Ｃ 拉伸等效塑性应变为

　 　 ｄε－ ｐ
ｔ ＝

１ ＋ ｃ２１ ＋ ｃ１

１ ＋ ２ｃ２１ ＋ ２
３

ｃ１ １ ＋ ｃ２１

２
３

ｄεｐ ∶ ｄεｐ ． （２８）

显然，该式包含塑性应变张量的球量和偏量，即存在体积应变和剪切应变，也反应了摩擦角效应．结合式

（２２），方程两端都包含体积塑性功和剪切塑性功，并与单向拉伸应力状态的塑性功相同，因此可称为与前面

定义的 σ ｔ
ｅ 功共轭的拉伸等效塑性应变．当 ｃ１＝ ０ 时，式（２８）退化为 ｄε－ ｐ

ｔ ＝
２
３

ｄｅｐ ∶ ｄｅｐ ，即Ｍｉｓｅｓ 等效塑性应

变增量；此时式（２２）左端不包含体积塑性功，这正是塑性体积不变性假定的结果．
２） Ｍ⁃Ｃ 压缩等效塑性应变

设 ｄε－ ｐ
ｃ ＝ Ｃｃ

ε ｄεｐ ∶ ｄεｐ ， 由塑性功等效原则，有

　 　 Ｃｃ
ε ＝

∂ｆ
∂σ ３３

∂ｆ
∂σ

∶ ∂ｆ
∂σ

． （２９）

单轴压缩时： σ ３３ ＜ ０， 其余 σ ｉｊ ＝ ０， Ｓ３３ ＝
２
３
σ ３３， Ｓ１１ ＝ Ｓ２２ ＝ －

１
３
σ ３３， Ｓｉｊ ＝ ０（ ｉ≠ ｊ）， θ ＝ π ／ ３， ｑ ＝ － σ ３３

＝ － σ ｅ ．同样利用屈服条件（１２）计算，可得到

　 　 Ｃｃ
ε ＝ ２

３
１ ＋ ｃ２１ － ｃ１

１ ＋ ２ｃ２１ － ２
３

ｃ１ １ ＋ ｃ２１

． （３０）

所以，Ｍ⁃Ｃ 压缩等效塑性应变为

　 　 ｄε－ ｐ
ｃ ＝

１ ＋ ｃ２１ ＋ ｃ１

１ ＋ ２ｃ２１ ＋ ２
３

ｃ１ １ ＋ ｃ２１

２
３

ｄεｐ ∶ ｄεｐ ． （３１）

该式包含体积应变和剪切应变，也反应了摩擦角效应，且与 σ ｃ
ｅ 共轭．

当 ｃ１ ＝ ０ 时，可退化为 Ｍｉｓｅｓ 等效塑性应变．
３） Ｍ⁃Ｃ 剪切等效塑性应变

根据塑性功等效原则，有
　 　 σ ∶ ｄεｐ ＝ σ ｓ

ｅｄε
－ ｐ
ｓ ＝ τｄγ ｐ ＝ ２τｄε ｐ

１３， （３２）
其中， σ ｓ

ｅ 为 Ｍ⁃Ｃ 等效剪应力，如式（２０），可退化为 σ １３ ＝ τ ．

设 ｄε－ ｐ ＝ Ｃγ ｄεｐ ∶ ｄεｐ ， 代入式（３３），有

　 　 Ｃγ ＝
２ ∂ｆ
∂σ １３

∂ｆ
∂σ

∶ ∂ｆ
∂σ

． （３３）

纯剪切时： σ １３ ＝ τ， 其余 σ ｉｊ ＝ Ｓｉｊ ＝ ０，η ＝ ０，θ ＝ π ／ ６，ｑ ＝ ３ τ ．同样利用屈服条件（１２）计算，可得到
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　 　 Ｃγ ＝
２（１ ＋ ｃ２１）
１ ＋ ２ｃ２１

． （３４）

所以，Ｍ⁃Ｃ 等效塑性剪应变为

　 　 ｄε－ ｐ
ｓ ＝

１ ＋ ｃ２１
１ ＋ ２ｃ２１

２ｄεｐ ∶ ｄεｐ ． （３５）

显然，该式也包含塑性体积变形量，而且与 σ ｓ
ｅ 共轭．当 ｃ１ ＝ ０ 时， ｄε－ ｐ ＝ ２ｄｅｐ ∶ ｄｅｐ ， 为 Ｍｉｓｅｓ 等效塑性

剪应变 Γｐ ．
与 Ｍ⁃Ｃ 准则相应的三个等效塑性应变系数随摩擦因数 ｃ１ 的变化如图 ５ 所示．等效拉伸应变大于 Ｍｉｓｅｓ

等效应变，等效压缩应变和剪切应变则分别小于相应的 Ｍｉｓｅｓ 应变，相应的差别随 ｃ１ 增大而增加．

图 ５　 Ｍ⁃Ｃ 等效塑性应变系数随 ｃ１ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｍ⁃Ｃ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐｌａｓｔｉｃ ｓｔｒａｉｎ ｆａｃｔｏｒ ｗｉｔｈ ｃ１

４　 结　 　 论

本文针对理想塑性的 Ｍ⁃Ｃ 材料，考虑其拉、压性能不同，给出了能够分别退化为简单应力状态的拉伸、
压缩和剪切等效应力以及相应的屈服判据；根据塑性功等效原则，推导出了 Ｍ⁃Ｃ 材料与等效应力、等效剪应

力共轭的等效塑性应变公式，这些应变不但具有明确的物理意义，还能够退化为单轴情形．显然，数值计算

中，利用这些不同的等效应力概念，才能够准确反映结构响应过程材料不同类型的强度变化；利用这些不同

的等效应变概念，才能有效评估材料和结构的失效行为．所得到的几点结论如下：
１） 静水压力影响材料屈服时，Ｍｉｓｅｓ 等效应力和等效塑性应变都不可用；Ｍ⁃Ｃ 等效应力反映静水压力效

应，Ｍ⁃Ｃ 等效塑性应变则包含塑性体积变形量，二者都与内摩擦因数 ｃ１有关；当 ｃ１ ＝ ０ 时，可分别退化为Ｍｉｓｅｓ
等效应力和等效塑性应变．

２） 随着内摩擦因数 ｃ１增大，Ｍ⁃Ｃ 拉伸等效塑性应变系数增大，压缩和剪切等效塑性应变系数均单调减

小，而 Ｍ⁃Ｃ 拉伸等效应力与压缩等效应力的比值单调下降．
３） 三种 Ｍ⁃Ｃ 等效应力、等效塑性应变都可退化为简单应力状态情形，这一特征对于用单向拉伸、压缩

或剪切试验标定复杂应力状态下的本构模型参数具有直接应用价值．
４） 对于理想 Ｍ⁃Ｃ 材料，根据三个不同的应力三轴度区域，给出了材料屈服的三个判据，即

　 　 σ ｔ
ｅ ≤

２ｃ２
１ ＋ ｃ２１ ＋ ｃ１

＝ σ ｔ
ｓ， σ ｃ

ｅ ≤
２ｃ２

１ ＋ ｃ２１ － ｃ１
＝ σ ｃ

ｓ， σ ｓ
ｅ ≤

ｃ２
１ ＋ ｃ２１

＝ τ ｓ，

其中任何一式等号成立时即为塑性，所有“＜”号成立时才为弹性．利用这几个判据可以通过数值结果的应力

云图对拉压性能不同的材料进行直观、准确的强度评估．
总之，本文定义的 Ｍ⁃Ｃ 等效应力反映静水压力的影响，而共轭的等效应变则包含体积应变和塑性应变，

以此为基础所建立的流动法则及其由 Ｍ⁃Ｃ 等效应力与 Ｍ⁃Ｃ 等效塑性应变关系曲线表达的强化法则所构成
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的本构模型将具有体量与偏量耦合的特征，这也是目前本领域的研究前沿，后文将给出相应的结果．
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［１４］ 　 ＰＡＲＥＤＥＳ Ｍ， ＷＩＥＲＺＢＩＣＫＩ Ｔ． Ｏｎ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｚｉｒｃａｌｏｙ⁃４ ｕｎｄｅｒ ａ ｗｉｄｅｒ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｓｔａｔｅｓ：
ｆｒｏｍ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ｔｏ ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２０， ２０６：
１９８⁃２２３．

［１５］　 ＢＡＩ Ｙｕａｎｌｉ， ＷＩＥＲＺＢＩＣＫＩ Ｔ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｔｏ ｄｕｃｔｉｌｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｒａｃｔｕｒｅ， ２０１０， １６１（１）： １⁃２０．

［１６］　 ＤＡ ＳＩＬＶＡ ＳＡＮＴＯＳ Ｉ， ＳＡＲＺＯＳＡ Ｄ Ｆ Ｂ， ＰＡＲＥＤＥＳ Ｍ． Ｄｕｃｔｉｌｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｍｏｈｒ⁃
Ｃｏｕｌｏｍｂ ｍｏｄｅｌ ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ ｌａｗ ｆｏｒ ａｎ ＡＳＴＭ Ａ２８５ ｓｔｅｅｌ［Ｊ］ ． Ｔｈｉｎ⁃Ｗａｌｌｅｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２２， １７６：
１０９３４１．

［１７］　 ＧＲＡＮＵＭ Ｈ， ＭＯＲＩＮ Ｄ， ＢØＲＶＩＫ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌ ｂｙ ｕｓｅ ｏｆ
ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｅｓ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ ｔｅｍｐｅｒｓ ｏｆ ａｎ ＡＡ６０１６ ａｌｕｍｉｎｉｕｍ ａｌｌｏｙ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２１， １９２： １０６１２２．

［１８］　 ＡＢＡＱＵＳ Ｉｎｃ． ＡＢＡＱＵＳ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｕｓｅｒ’ｓ Ｍａｎｕａｌ ｖ［Ｚ］ ． ２０２３．
［１９］　 ＬＩ Ｘ Ｘ． Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｉｓｓｉｌｅ ｐｕｎｃｈｉｎｇ ｔｅｓｔ ｕｓｉｎｇ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｄａｍａｇｅｄ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ

（ＣＤＰ） ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｍｐａｃｔ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２０， １４４： １０３６５２．
［２０］　 ＣＨＥＮ Ｗ Ｆ． Ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ： Ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ：

Ｊｏｈｎ Ｗｉｌｅｙ ＆ Ｓｏｎｓ Ｉｎｃ， １９９４．
［２１］　 赵亚溥． 近代连续介质力学［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， ２０１６．（ＺＨＡＯ Ｙａｐｕ． Ｍｏｄｅｒｎ Ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］ ．

Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２０１６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

６７５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


