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摘要：　 物理信息神经网络（ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ， ＰＩＮＮ）将物理先验知识编码到神经网络中，减少了神

经网络对于数据量的需求．但是对于时间相关偏微分方程的长时间问题，传统 ＰＩＮＮ 稳定性差，甚至难以求得有效

解．针对此问题，该文发展了一种基于课程学习和迁移学习的物理信息神经网络（ｃｕｒｒｉｃｕｌｕｍ⁃ｔｒａｎｓｆｅｒ⁃ｌｅａｒｎｉｎｇ⁃ｂａｓｅｄ
ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ， ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ）．该方法的主要思想是：将长时间历程模拟问题转化为该时间域内多个

短时间历程模拟问题，引入课程学习的思想，由简到难，通过 ＰＩＮＮ 在小时间段区域内训练，而后逐渐增大所求解的

时域范围；进而引入迁移学习方法，在课程学习的基础上进行时域上的迁移，逐步采用 ＰＩＮＮ 进行求解，从而实现曲

面上对流扩散行为的长时间模拟．该文将此 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 与非本征的曲面算子处理技术相结合，用于复杂曲面上长时

间对流扩散行为的模拟，并通过多个数值算例验证了 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 的有效性和鲁棒性．

关　 键　 词：　 物理信息神经网络；　 课程学习；　 迁移学习；　 对流扩散；　 曲面；　 长时间历程
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０　 引　 　 言

近年来，曲面上的扩散行为得到了越来越多国内外学者的关注，其在水污染［１］、自然和工业上的颗粒沉

积［２］以及生物表面的图案形成［３］等领域都有着广泛的应用前景．描述这类曲面上物理力学行为的偏微分方

程与平坦空间下不同，此类偏微分方程定义在切线空间下，并与曲面的曲率相关［４］ ．
数值求解方法，如有限差分法（ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ， ＦＤＭ） ［５］、有限单元法（ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，

ＦＥＭ） ［６⁃７］、有限体积法（ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄ， ＦＶＭ） ［８］ 和无网格广义有限差分法（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｍｅｔｈｏｄ， ＧＦＤＭ） ［９］等方法可用于求解曲面上定义的方程，但是这些方法要求在曲面上构造高质量的网格或

配点，并且处理非线性问题时附加的非线性项也会影响其计算结果的精度和稳定性．随着机器学习技术的发

展，一类基于物理信息的神经网络技术（ＰＩＮＮ） ［１０⁃１１］被广泛应用于求解各种不同领域的问题［１２⁃１５］ ．该方法将

反映物理信息的偏微分方程结合初始条件和边界条件作为额外的物理信息引入神经网络，减少了神经网络

对于数据量的需求．相较于传统的网格法和配点法，ＰＩＮＮ 通过神经网络的非线性映射能力，可以灵活地逼近

复杂的非线性函数关系，在求解非线性偏微分方程和边值问题时表现出色；结合物理方程和观测数据双驱

动，可得到符合物理方程和观测数据的解；一定程度上避免了维度诅咒［１６］ ．其在求解曲面上偏微分方程已有

了一些研究：Ｆａｎｇ 等［１７］采用 ＰＩＮＮ 求解了曲面上的时间无关问题；Ｔａｎｇ 等［１８⁃１９］ 通过 ＰＩＮＮ 结合不同的曲面

微分算子处理方法，求解了曲面上的稳态扩散方程，并验证了其在不同曲面和非线性问题上的适用性．
然而，ＰＩＮＮ 也面临着一些挑战，其中一项便是 ＰＩＮＮ 难以进行长时间历程的模拟，对于某一时间相关问

题，往往缺乏中间过程的数据，并且大的时间域导致 ＰＩＮＮ 更易陷入局部最优解．对于这一问题，已有了一定

的研究：Ｋｒｉｓｈｎａｐｒｉｙａｎ 等［２０］将求解的时间域切片，将一个长时间问题转化为多个短时间问题，并通过上一时

域最终时刻的预测值作为下一时域的初始条件以逐步推进求解时域．Ｐｅｎｗａｒｄｅｎ 等［２１］ 通过时域堆叠分解方

法，减小了单个 ＰＩＮＮ 求解的时域，并采用迁移学习使得神经网络模型在初始化时就满足堆叠域内数据，提
高了训练效率．Ｍｅｎｇ 等［２２］使用了一个串行的，全求解域上的粗求解器和若干个并行的子域上的精细 ＰＩＮＮ，
粗求解器的解用作每个子域中精细 ＰＩＮＮ 的初始条件，并通过精细 ＰＩＮＮ 独立求解对应子域中的方程．Ｊａｇｔａｐ
等［２３］将求解域分解，并在共享边界上施加适当的连续性条件，使得各子域上的 ＰＩＮＮ 在边界上满足连续性，
这种区域分解方法类似于有限元法．Ｇｕｏ 等［２４］提出了一种多重预训练方法逐步扩大单个 ＰＩＮＮ 的求解域，其
本质上可视为一种课程学习策略．

本文采用 Ｐｅｎｗａｒｄｅｎ 等［２１］的时域堆叠分解思想，结合迁移学习［２５］策略，在 Ｇｕｏ 等［２４］方法的基础上进行

了改进和发展，提出了一种将 ＰＩＮＮ 结合课程学习［２６］和迁移学习的课程⁃迁移学习物理信息神经网络（ＣＴＬ⁃
ＰＩＮＮ），并将其用于模拟曲面长时间对流扩散行为．

１　 方　 　 法

本节中将介绍非本征方式表示的曲面微分算子、ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 的原理及流程．

３１２１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 闵建，等： 课程⁃迁移学习物理信息神经网络用于曲面长时间对流扩散行为模拟



１．１　 非本征技术表示的曲面微分算子

从平坦空间到卷曲空间，最根本的差异就在于微分算子［４］ ．此处非本征技术是一种曲面微分算子的处理

技术，即根据切线空间算子与标准空间算子的映射关系，将切线空间的偏微分方程转化为 Ｅｕｃｌｉｄ 空间的偏

微分方程．定义在 ｄ 维空间下的、光滑且封闭的曲面 Ｓ ∈ ＲＲ ｄ 的维度等于 ｄ － １．本文讨论的是 ｄ ＝ ３ 的三维空

间，在三维空间中定义的瞬态对流扩散方程可以写成以下形式：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ （ÑＳ·（Ｄ ÑＳ） － ｖ·ÑＳ ＋ ｃ）ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ ｆ， （１）

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ Ｉ（ｘ，ｙ，ｚ）， （２）
其中 Ｄ为扩散系数； ｖ为速度场； ｃ为反应系数； ｆ为源项； ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 为待求物理量； ÑＳ 为曲面梯度算子，当
Ｄ 为常数 ａ 时，ÑＳ·（Ｄ ÑＳ） ＝ ａΔＳ，其中 ΔＳ 为曲面 Ｌａｐｌａｃｅ 算子； Ｉ 为初始条件，由于本文讨论的是封闭曲面，
所以不存在边界条件．

已知曲面光滑，为了表示曲面微分算子与标准 Ｅｕｃｌｉｄ 微分算子之间的关系，我们将任意 （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ｓ 处

的单位外法向量表示为 ｎ ＝ （ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ） 并将相应的投影矩阵在切线空间表示为

　 　 Ｐ ＝ （Ｉ３ － ｎｎＴ） ∈ ＲＲ ３×３， （３）
其中 Ｉ３ 是 ３×３ 的单位矩阵，曲面梯度算子 ÑＳ 可以根据标准 Ｅｕｃｌｉｄ 梯度算子 Ñ定义为

　 　 ÑＳ Ｐ Ñ， （４）
类似地，曲面 Ｌａｐｌａｃｅ 算子 ΔＳ 可以定义为

　 　 ΔＳ ÑＳ·ÑＳ， （５）
其中曲面 Ｌａｐｌａｃｅ 算子可视为散度梯度算子，通过引入非本征技术并将式（４）代入式（５）．曲面梯度算子和曲

面 Ｌａｐｌａｃｅ 算子作用于任何足够光滑的函数可以表示为

　 　 ÑＳｕ ＝ Ñｕ － ｎ∂ｎｕ， （６）
　 　 ΔＳｕ ＝ Δｕ － ＨＳ∂ｎｕ － ∂（２）

ｎ ｕ， （７）
其中 ∂ｎｕ ＝ ｎＴ Ñｕ；∂（２）

ｎ ｕ ＝ ｎＴＪ（Ñｕ）ｎ 并且 ＨＳ ＝ ｔｒ（Ｊ（ｎ）（ Ｉ － ｎｎＴ）），Ｊ 表示 Ｅｕｃｌｉｄ 空间中的 Ｊａｃｏｂｉ 算子．Ｅｕｃｌｉｄ
空间是我们最熟悉的，并且大多数算法也是在 Ｅｕｃｌｉｄ 空间中发展起来的，一旦获得非本征的 Ｅｕｃｌｉｄ 空间下

的形式，曲面算子就自然得到了．例如，对于曲面 Ｓ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ － １ 表示的球面，可以得到单位法向量 ［ｘ，ｙ，
ｚ］ Ｔ ．将其代入式（６）和（７），曲面微分算子可以表示为

　 　 ÑＳ ＝
１ － ｘ２ － ｘｙ － ｘｚ
－ ｘｙ １ － ｙ２ － ｙｚ
－ ｘｚ － ｙｚ １ － ｚ２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∂ｘ

∂ｙ

∂ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

（１ － ｘ２）∂ｘ － ｘｙ∂ｙ － ｘｚ∂ｚ

－ ｘｙ∂ｘ ＋ （１ － ｙ２）∂ｙ － ｙｚ∂ｚ

－ ｘｚ∂ｘ － ｙｚ∂ｙ ＋ （１ － ｚ２）∂ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （８）

　 　 ΔＳ ＝ （１ － ｘ２）∂ｘｘ ＋ （１ － ｙ２）∂ｙｙ ＋ （１ － ｚ２）∂ｚｚ －
　 　 　 　 ２ｘｙ∂ｘｙ － ２ｘｚ∂ｘｚ － ２ｙｚ∂ｙｚ － ２ｘ∂ｘ － ２ｙ∂ｙ － ２ｚ∂ｚ ． （９）
一旦获得了式（８）和（９），就可以使用一些已有的方法来表示在光滑曲面上定义的曲面算子．对于不同

的曲面，由于其法向量不同，因此式（８）和（９）也不同．非本征方法简单高效、精度高，但是需要曲面的解析法

向量．
１．２　 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ

ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 的训练过程如图 １ 所示，可分为三个阶段：标准 ＰＩＮＮ、课程学习和迁移学习．第一阶段使用标

准 ＰＩＮＮ 在短时间内进行求解；第二阶段采用课程学习扩大 ＰＩＮＮ 训练的时域；第三阶段采用迁移学习对第

二阶段后的模型进行时域上的迁移．具体过程可参考算法 １．标准 ＰＩＮＮ 可以很好地求解短时间问题，这也是

ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 得以实现的基础，第二阶段扩大了单个神经网络的可求解时域，并且提高了后续迁移的效率．第三

阶段本质上是一种堆叠分解方法［２１］，其在第二阶段后进一步扩大了可求解域．每一步的训练过程可视为一

个单独的 ＰＩＮＮ 求解过程，某一步课程学习与迁移学习下的神经网络结构如图 ２ 所示．课程学习和迁移学习

阶段的原理详见 １．２．２ 和 １．２．３ 小节．
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图 １　 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 求解步骤示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｔｅｐｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ

图 ２　 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 结构示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

１．２．１　 标准物理信息神经网络基本理论（ＰＩＮＮ）
ＰＩＮＮ 通过最小化损失函数 Ｌ（θ；τ ｉ，τ ｒ） 训练神经网络参数 θ 以得到方程的近似解， Ｌ（θ；τ ｉ，τ ｒ） 由初始

条件以及配点处的偏微分方程残差项组成，其包含了方程的物理信息，其表达式如下所示：
　 　 Ｌ（θ；τ ｉ，τ ｒ） ＝ ｗ ｉＬｉ（θ；τ ｉ） ＋ ｗｒＬｒ（θ；τ ｒ）， （１０）

其中

　 　 Ｌｉ（θ；τ ｉ） ＝ １
Ｎｉ
∑
Ｎｉ

ｉ ＝ １
ｕθ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，０） － Ｉ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ） ２， （１１）

５１２１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 闵建，等： 课程⁃迁移学习物理信息神经网络用于曲面长时间对流扩散行为模拟



　 　 Ｌｒ（θ；τ ｒ） ＝ １
Ｎｒ
∑
Ｎｒ

ｉ ＝ １

∂ｕθ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ）
∂ｔ

－ （ＤΔＳ － ｖ·ÑＳ ＋ ｃ）ｕθ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） － ｆ
２

， （１２）

其中 ｗ ｉ，ｗｒ 分别是损失函数组成部分的权重； Ｌｉ 表示初始条件的监督学习损失， Ｌｒ 表示控制方程的残差损

失； Ｎｉ 和 Ｎｒ 分别为初始条件和方程残差的标记点个数； ｕθ 表示对应数据点上的预测值．将初始条件数据集

和方程残差数据集分别保存为

　 　 τ ｉ ＝ { （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，Ｉ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）） （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ） ∈ Ω } Ｎｉ
ｉ ＝ １， （１３）

　 　 τ ｒ ＝ { （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） ∈ Ω × （０，Ｔ］ } Ｎｒ
ｉ ＝ １ ． （１４）

使用 Σ 表示数据集的总和，即 Σ ＝ { τ ｉ，τ ｒ } ， 有 Ｌ（θ；Σ） ＝ Ｌ（θ；τ ｉ，τ ｒ） ．通过最小化 Ｌ（θ；Σ）， ＰＩＮＮ 可以

在求解域中得出满足物理信息的预测．ＰＩＮＮ 的训练就是一个求解损失函数最小值的优化过程，即

　 　 θ
－
＝ ａｒｇ ｍｉｎ

θ
Ｌ（θ；Σ） ． （１５）

本文以相对误差范数 Ｌ２ 衡量神经网络的性能好坏，Ｌ２ 如下所示：

　 　 Ｌ２ ＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｕθ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） － ｕ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） ｜ ２

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｕ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） ｜ ２

， （１６）

其中 ｕθ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） 为对应点的预测值； ｕ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） 为对应点的真值； Ｎ 为测试点的个数．
标准的 ＰＩＮＮ 在短时间问题上求解效果较好，但是难以求解长时间历程问题，为了将 ＰＩＮＮ 应用于曲面

长时间对流扩散行为的模拟，ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 基于 ＰＩＮＮ 在短时域内的训练模型，采用课程学习和迁移学习策略

求解更长时间下的结果．
１．２．２　 课程学习

课程学习，其思想核心是通过简单的问题进行学习，再逐步过渡到复杂问题．本文中通过此策略扩大训

练的时域，若经过 ｎ 次时域扩大，训练的时域由 ［０，Ｔｐ］ 最终扩大至 ［０，Ｔｃ］， 其过程可描述为

　 　 ［０，Ｔｐ］ → ［０，Ｔｐ ＋ ΔＴ１
ｐｃ］ → … → ［０，Ｔｐ ＋ ΔＴｎ－１

ｐｃ ］ → ［０，Ｔｃ］，
ΔＴｋ

ｐｃ ＞ ΔＴｋ－１
ｐｃ ， ΔＴｎ

ｐｃ ＝ Ｔｃ － Ｔｐ， ｋ ＝ ２，３，…，ｎ ． （１７）
课程学习某一训练步中，源时域 ［０，Ｔｐ ＋ ΔＴｋ－１

ｐｃ ］ 的模型与目标时域 ［０，Ｔｐ ＋ ΔＴｋ
ｐｃ］ 模型具有相同控制方

程与初始条件．为提高训练效率，可将源时域训练完成的模型参数 θ （ｋ－１）
ｐｃ 用于初始化第 ｋ 步模型参数，并采用

源时域已训练成功的模型在两时域交集 ［０，Ｔｐ ＋ ΔＴｋ－１
ｐｃ ］ 内进行预测得到 ｕｋ－１

θｐｃ ， 将预测结果数据保存为 τ （ｋ）
ｓｐ ，

用于目标时域模型训练．τ （ｋ）
ｓｐ 可表示为

　 　 τ （ｋ）
ｓｐ ＝ { （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ，ｕｋ－１

θｐｃ ） ∣（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） ∈ Ω × ［０，Ｔｐ ＋ ΔＴｋ－１
ｐｃ ］ } Ｎｓｐ

ｉ ＝ １ ． （１８）
使用 Σ（ｋ）

ｐｃ ＝ { τ （ｋ）
ｉｐｃ ，τ （ｋ）

ｒｐｃ ，τ （ｋ）
ｓｐ } 表示时域 ［０，Ｔｐ ＋ ΔＴｋ

ｐｃ］ 的训练数据集，则时域 ［０，Ｔｐ ＋ ΔＴｋ
ｐｃ］ 内神经网络的训

练过程可表示为如下的优化问题：
　 　 θ （ｋ）

ｐｃ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
θ

Ｌ（θ；Σ（ｋ）
ｐｃ ，θ （ｋ－１）

ｐｃ ） ． （１９）

损失函数如下：
　 　 Ｌ（θ；Σ（ｋ）

ｐｃ ，θ （ｋ－１）
ｐｃ ） ＝ ｗ ｉＬｉ（θ；τ ｉｐｃ） ＋ ｗｒＬｒ（θ；τ ｒｐｃ） ＋ ｗｓｐＬｓｐ（θ；τ （ｋ）

ｐｃ ）， （２０）
其中 ｗｓｐ 为额外的监督学习部分的权重， Ｌｓｐ 为额外监督学习的损失，

　 　 Ｌｓｐ（θ；τ （ｋ）
ｐｃ ） ＝ １

Ｎｓｐ
∑
Ｎｓｐ

ｉ ＝ １
ｕθ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） － ｕｋ－１

θｐｃ （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） ２， （２１）

其中 Ｎｓｐ 是额外监督学习点的数量， ｕθｐ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） 是前一模型的预测值．
算法 １　 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 求解长时间历程问题步骤

　 Ｉｎｐｕｔ：
１　 　 神经网络结构；

时域扩大间隔： ［０，Ｔｐ］，［０，Ｔｐ ＋ ΔＴ１
ｐｃ］，…，［０，Ｔｃ］
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时域迁移间隔： ［０，Ｔｃ］，［ΔＴ１
ｃｔ，Ｔｃ ＋ ΔＴ１

ｃｔ］，…，［ΔＴｎ
ｃｔ，Ｔｔ］

２　 课程学习部分：
３　 　 初始化神经网络

４　 　 标准 ＰＩＮＮ 求解时域 ［０，Ｔｐ］ 内方程，输出神经网络参数 θ （１）
ｐｃ

５　 　 ｆｏｒ　 ｋ ＝ ２，３，…，ｎ 　 ｄｏ：
６　 　 　 生成监督学习数据集 τ （ｋ）

ｐｃ 并构成训练数据集 Σ（ｋ）
ｐｃ ＝ { τ （ｋ）

ｉｐｃ ，τ （ｋ）
ｒｐｃ ，τ （ｋ）

ｓｐ }

７　 　 　 最小化损失函数 θ （ｋ）
ｐｃ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

θ
Ｌ（θ；Σ（ｋ）

ｐｃ ，θ （ｋ－１）
ｐｃ ）

８　 　 　 更新神经网络参数 θ （ｋ）
ｐｃ 作为下一步的初始化参数

９　 　 ｅｎｄ
１０　 ｅｎｄ
１１　 迁移学习部分：
１２　 　 θ （ｎ）

ｐｃ 作为初始化参数

１３　 　 ｆｏｒ　 ｋ ＝ ２，３，…，ｍ 　 ｄｏ：
１４　 　 　 生成监督学习数据集 τ （ｋ）

ｃｔ 并构成训练数据集 Σ（ｋ）
ｃｔ ＝ { τ （ｋ）

ｉｃｔ ，τ （ｋ）
ｒｃｔ ，τ （ｋ）

ｓｐ }

１５　 　 　 最小化损失函数 θ （ｋ）
ｃｔ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

θ
Ｌ（θ；Σ（ｋ）

ｃｔ ，θ （ｋ－１）
ｃｔ ）

１６　 　 　 保存神经网络参数 θ （ｋ）
ｃｔ 作为下一模型的初始化参数

１７　 　 ｅｎｄ
１８　 ｅｎｄ ．

１．２．３　 迁移学习

迁移学习，其思想是应用已有的知识学习新的知识，本文中以课程学习后的最终时域 ［０，Ｔｃ］ 的模型为

基础，将其求解时域扩大至 ［０，Ｔｔ］ ．值得一提的是，课程学习中最后模型可得到方程 ［０，Ｔｃ］ 内的解，而迁移

学习下的 ［０，Ｔｔ］ 内的解是由多个模型得到的．若经 ｍ 次时域迁移后，可求解域由时域 ［０，Ｔｃ］ 最终扩大至时

域 ［０，Ｔｔ］， 迁移过程描述为

　 　 ［０，Ｔｃ］ → ［ΔＴ１
ｃｔ，Ｔｃ ＋ ΔＴ１

ｃｔ］ → … → ［ΔＴｍ－１
ｃｔ ，Ｔｃ ＋ ΔＴｍ－１

ｃｔ ］ → ［ΔＴｍ
ｃｔ，Ｔｔ］，

ΔＴｋ
ｃｔ ＞ ΔＴｋ－１

ｃｔ ，ΔＴｍ
ｃｔ ＝ Ｔｔ － Ｔｃ， ｋ ＝ ２，３，…，ｍ ． （２２）

与课程学习阶段相同，在从时域迁移学习阶段同样使用上一步训练结束的神经网络参数 θ （ｋ－１）
ｃｔ 初始化

下一步网络参数，并将上一步模型在两时域交集 ［ΔＴｋ
ｃｔ，Ｔｃ ＋ ΔＴｋ－１

ｃｔ ］ 内的预测值 ｕｋ－１
θｃｔ 用作下一步的额外监督

点，则额外的监督数据 τ （ｋ）
ｓｐ 表示为

　 　 τ （ｋ）
ｓｐ ＝ { （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ，ｕｋ－１

θｃｔ ） ∣（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ｔｉ） ∈ Ω × ［ΔＴｋ
ｃｔ，Ｔｃ ＋ ΔＴｋ－１

ｃｔ ］ } Ｎｓｐ
ｉ ＝ １ ． （２３）

对于下一模型，初始条件发生变化，使用上一模型的预测值作为初始条件，初始条件数据 τ （ｋ）
ｉｃｔ 如下：

　 　 τ （ｋ）
ｉｃｔ ＝ { （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ΔＴｋ

ｃｔ，ｕｋ－１
θｃｔ （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ΔＴｋ

ｃｔ）） ∣（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，ΔＴｋ
ｃｔ） ∈ Ω } Ｎｉ

ｉ ＝ １ ． （２４）
使用 Σ（ｋ）

ｃｔ ＝ { τ （ｋ）
ｉｃｔ ，τ （ｋ）

ｒｃｔ ，τ （ｋ）
ｓｐ } 表示第 ｋ 步神经网络的训练数据集，在时域 ［ΔＴｋ

ｃｔ，Ｔｃ ＋ ΔＴｋ
ｃｔ］ 中存在以下优化

问题：
　 　 θ （ｋ）

ｃｔ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
θ

Ｌ（θ；Σ（ｋ）
ｃｔ ，θ （ｋ－１）

ｃｔ ）， （２５）

其中损失函数为

　 　 Ｌ（θ；Σ（ｋ）
ｃｔ ，θ （ｋ－１）

ｃｔ ） ＝ ｗ ｉＬｉ（θ；τ ｉｃｔ） ＋ ｗｒＬｒ（θ；τ ｒｃｔ） ＋ ｗｓｐＬｓｐ（θ；τ （ｋ）
ｓｐ ） ． （２６）

２　 数值算例及讨论

本节采用以上方法，将 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 结合非本征技术应用于求解曲面上瞬态的对流扩散方程，并通过 ３ 个

算例验证其有效性．本文中算例神经网络的激活函数均为 ｔａｎｈ 函数；为加快训练速度，采用 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器

进行优化，Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器是一种基于拟 Ｎｅｗｔｏｎ 方法的优化算法，在优化过程中会自适应地调整学习率；最
大迭代次数为 ５０ ０００ 次，损失函数权重 ｗ ｉ ＝ ｗｒ ＝ ｗｓｐ ＝ １．
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２．１　 球面线性对流扩散问题

将式（６）和（７）代入（１）中，曲面上的瞬态对流扩散方程可写为

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ （ａΔＳ － ｖ·ÑＳ ＋ ｃ）ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ ｆ， （２７）

其中 ａ ＝ １，ｖ ＝ ０，ｃ ＝ ０，ｆ 为源项．精确解为 ｕ ＝ ｓｉｎ（ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ）ｓｉｎ（ ｔ ／ ２） ．为了保证采样的随机性，每次对 ＰＩＮＮ
进行训练时，采用拉丁超立方采样［２７］在对应求解的时空域内选取 Ｎｒ ＝ １ ０００ 个点作为训练点；Ｎｉ ＝ ５００ 个初

始条件监督点；并在时空域内随机取 １ ０００ 个额外的监督学习点（后续算例采样方式相同）．每次时域扩大的

步长取 ０．５ ｓ ．对时域［０ ｓ，５ ｓ］进行模拟，测试在不同的神经网络结构下的训练结果，其结果如表 １ 所示．对于

８ 层神经网络增加每层神经元个数误差基本不变，而 １３ 和 １５ 层随着每层神经元个数增加误差总体表现减

小趋势，１７ 层时误差先随着神经元个数减小而后增加；并且对于不同单层神经元个数，总体上均随着层数增

加误差反而增大，这是因为对于时域［０ ｓ，５ ｓ］的问题较为简单，而更多的神经元与隐藏层数目虽然增加了

神经网络拟合能力，也使得其更易陷入局部最优解．考虑到需要计算更长时间下的问题，为了保证神经网络

有足够的拟合能力，采用 １５ 层神经网络，隐藏层每层都为 ５０ 个神经元（后续算例相同）．
表 １　 不同神经网络结构下的 Ｌ２ 误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒｓ Ｌ２ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

　 １０ ｎｅｕｒｏｎｓ ３０ ｎｅｕｒｏｎｓ ５０ ｎｅｕｒｏｎｓ

８ ｌａｙｅｒｓ ２．７６×１０－４ ２．３２×１０－４ ２．８６×１０－４

１３ ｌａｙｅｒｓ ７．５３×１０－４ ２．８５×１０－４ ３．５８×１０－４

１５ ｌａｙｅｒｓ ６．４３×１０－４ ５．１５×１０－４ ３．２４×１０－４

１７ ｌａｙｅｒｓ ４．３３×１０－３ ３．４８×１０－４ ６．７１×１０－４

　 　 本算例对不同时间步长下 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 的训练结果进行了探究，其结果如图 ３ 所示．可以看出，时间步长越

短，其训练的精度越高，但是步长越短，模型迭代的次数越多，对于时间步长的选择需要综合考虑．以 Δｔ ＝ ０．５ ｓ
为步长采用课程学习策略，得到［０ ｓ，８０ ｓ］的模型，输出其误差的变化，与标准的 ＰＩＮＮ 进行比较，其结果如

图 ４ 所示．可以看出，标准的 ＰＩＮＮ 在短时域内可以得到好的结果，这也是 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 得以实现的基础，但是

随着时域的增大，其误差急剧增大，而通过 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 训练的结果更为精确和稳定．ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 前 ８ 步课程学

习的损失函数随迭代次数收敛的曲线如图 ５ 所示．可以看出，监督学习损失 （Ｌｉ ＋ Ｌｓｐ） 比方程残差损失 （Ｌｒ）
下降更快；并且自第一步后损失函数下降速度明显加快，这表明使用上一步的神经网络参数初始化下一步神

经网络提高了训练效率．

图 ３　 不同时间步长的训练结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｒａｉｎｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ
图 ４　 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 与 ＰＩＮＮ 的误差随时域变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＩＮＮ ｃｈａｎｇｉｎｇ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ

　 　 当时域扩大到一定程度后，为提高训练效率，采用迁移学习策略对课程学习得到的时域［０ ｓ，８０ ｓ］模型

进行时域迁移．每次迁移使用上一模型预测初始点和额外监督学习点各 １ ０００，迁移步长均为 １０ ｓ，迁移 ４
步，其结果如表 ２ 所示．其某一瞬时的绝对误差分布如图 ６ 所示，其中前 ８０ ｓ 由［０ ｓ，８０ ｓ］模型预测，１２０ ｓ 由
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［４０ ｓ，１２０ ｓ］模型预测．

图 ５　 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 前 ８ 步损失函数收敛曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ １ｓｔ ８ ｓｔｅｐｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ

表 ２　 以步长 １０ ｓ 进行迁移学习的 Ｌ２ 误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒｓ Ｌ２ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｗｉｔｈ ａ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｏｆ １０ ｓ

ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ Ｔ ／ ｓ ［０，８０］ ［１０，９０］ ［２０，１００］ ［３０，１１０］ ［４０，１２０］
Ｌ ２ ７．０１×１０－３ ７．６１×１０－３ ９．６７×１０－３ １．１８×１０－２ １．０５×１０－２
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（ａ） ｔ ＝ ２０ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ４０ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ ８０ ｓ （ｄ） ｔ ＝ １２０ ｓ
图 ６　 不同时刻的绝对误差分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

２．２　 球面非线性对流扩散问题

球面上的非线性对流扩散方程为

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ （ａΔＳ － ｖ·ÑＳ ＋ ｃ）ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ ｇ（ｕ） ＋ ｆ， （２８）

其中 ｇ（ｕ） ＝ ｕ２ 并且 ａ ＝ １，ｖ ＝ ［０，０，１］ Ｔ，ｃ ＝ ０．精确解为 ｓｉｎ（ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ）ｃｏｓ（ ｔ） ．时域扩大步长取 ０．５ ｓ，取点方

法同 ２．１ 小节，其不同的额外监督学习点数 Ｎｓｐ 下误差随时域［０，ｔ］ 的变化如图 ７ 所示，可以看出适量的额外

的监督学习点可以提高精度，但是由于这些点的预测值并非真实值，过多的监督学习点反而会影响训练的精

度．分别将（１，０，０）和（０，１，０）两点在不同时间下的预测值和真值输出，如图 ８ 所示，可以看出，无额外监督

学习点时的效果最差．

图 ７　 不同额外监督学习点数量下的误差随时域 ［０，ｔ］ 的变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ［０，ｔ］ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｅｘｔｒａ ｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ

２．３　 复杂曲面上的对流扩散问题

以上算例都是在简单的球面上进行的，为探究该方法用于复杂曲面上的效果，本算例针对复杂曲面上的
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对流扩散行为进行探究，采用对流扩散方程（２８），其中 ｇ（ｕ） ＝ ｕ２ 并且 ａ ＝ １，ｖ ＝ ０，ｃ ＝ ０， 精确解取 ｕ ＝ ｓｉｎ（ｘ
＋ ｙ ＋ ｚ）ｅ －ｔ ／ ５ｓｉｎ（３ｔ） ＋ １， 此处考虑的曲面方程如下：

蝴蝶结曲面（ｂｒｅｔｚｅｌ ２）

　 　 Ｓ ＝ （ｘ２（１ － ｘ２） － ｙ２） ２ ＋ １
２

ｚ２ － １
４０

．

等距积面（ＣＤＰ）

　 　 ｓ ＝ （ｘ － １） ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ （ｘ ＋ １） ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ｘ２ ＋ （ｙ － １） ２ ＋ ｚ２ ｘ２ ＋ （ｙ ＋ １） ２ ＋ ｚ２ － １．１．

（ａ） （１，０，０） （ｂ） （０，１，０）
图 ８　 不同额外监督学习点数量下两点的预测值以及精确解

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ａｎｄ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｅｘｔｒａ ｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ

为描述更为复杂的曲面并保证采样的随机性，在 ｂｒｅｔｚｅｌ ２ 和 ＣＤＰ 两曲面上分别取得 ３６８ ４５８ 和 ３９９ ３１０
个点，每次训练时在其与所求时域构成的时空域上均随机取 Ｎｒ ＝ ３ ０００ 个点作为训练点，Ｎｉ ＝ ３ ０００．以 ０．５ ｓ
为课程学习步长，由［０ ｓ，０．５ ｓ］模型得到［０ ｓ，４ ｓ］模型，其不同额外监督点数 Ｎｓｐ 下的结果如表 ３ 所示．与图

７ 结合分析，监督学习点在小时域内的效果并不明显，但从长远看，可使得模型在时域扩大下更为稳定，综合

来看可选取训练点数的 ５０％．而后对［０ ｓ，４ ｓ］模型以步长 ３ ｓ 进行迁移学习（ｂｒｅｔｚｅｌ ２ 采用 Ｎｓｐ ＝ １ ５００ 模型；
ＣＤＰ 采用 Ｎｓｐ ＝ ２ ４００模型），每次迁移使用上一模型预测初始点和额外监督学习点各 ２ ０００ 个，其结果如表 ４
所示．对于该问题，１９ ｓ 时便已稳定，输出 ｔ ＝ １９ ｓ 时的绝对误差如图 ９ 所示．

表 ３　 复杂曲面上不同 Ｎｓｐ 下模型 Ｌ２ 误差

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ Ｌ２ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｎｓｐ ｖａｌｕｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｕｒｆａｃｅ

Ｎｓｐ ０ ６００ １ ２００ １ ５００ １ ８００ ２ ４００ ３ ０００

ｂｒｅｔｚｅｌ ２ １．０４×１０－３ １．１４×１０－３ １．２３×１０－３ ４．９６×１０－４ ２．６２×１０－３ ３．６１×１０－３ ３．４８×１０－４

ＣＤＰ ５．２７×１０－４ ８．８３×１０－４ １．４１×１０－３ １．６８×１０－３ ３．５４×１０－３ ４．９３×１０－４ ７．４６×１０－３

（ａ） 蝴蝶结曲面 （ｂ） 等距积面

（ａ） Ｂｒｅｔｚｅｌ ２ （ｂ） ＣＤＰ
图 ９　 ｔ ＝ １９ ｓ 时两个曲面的绝对误差分布

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ２ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｔ ｔ ＝ １９ ｓ
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表 ４　 复杂曲面以步长 ３ ｓ 进行迁移学习的 Ｌ２ 误差

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ Ｌ２ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｕｒｆａｃｅ ｗｉｔｈ ａ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｏｆ ３ ｓ

ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ Ｔ ／ ｓ ［０，４］ ［３，７］ ［６，１０］ ［９，１３］ ［１２，１６］ ［１５，１９］

ｂｒｅｔｚｅｌ ２ １．０４×１０－３ １．１４×１０－３ １．２３×１０－３ ４．９６×１０－４ ２．６２×１０－３ ３．６１×１０－３

ＣＤＰ ５．２７×１０－４ ８．８３×１０－４ １．４１×１０－３ １．６８×１０－３ ３．５４×１０－３ ４．９３×１０－４

３　 总结与展望

本文使用课程学习和迁移学习技术结合 ＰＩＮＮ 用于求解曲面长时间对流扩散问题．ＰＩＮＮ 避免了传统数

值方法中网格划分、网格质量等问题，并且在短时间问题上可以得到理想的效果，但是随着时域的增大，其求

解效果越来越差．本文通过课程学习和迁移学习的方法在长时间问题上得到了更为精确的结果，并通过算例

进行了验证．我们可以做出以下的总结与展望：
１） 通过 ＣＴＬ⁃ＰＩＮＮ 可以得到比 ＰＩＮＮ 方法更为精确的解，但是由于需要反复导入模型训练，其相比

ＰＩＮＮ 更为繁琐，必须要考虑如何在增大步长的同时保证模型精度．
２） 额外监督学习点可以提高神经网络的训练效率，但是由于额外监督学习的数据是由神经网络预测得

到的，其与精确值之间存在一定误差，过多的额外监督学习点会导致过大的误差累积．
３） 本文只求解了曲面上的正问题，后续可以更进一步地将此算法用于求解曲面上的反问题．
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