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摘要：　 研究了宽带噪声激励下碰撞摩擦系统的随机响应和概率为 １ 渐近稳定性．基于非光滑变换和随机平均法得

到了碰撞摩擦系统响应的稳态概率密度，并通过与 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟结果对比，验证了上述解析方法的有效性．
讨论了摩擦力和碰撞恢复系数对系统稳态概率密度的影响．基于平均 Ｉｔô 微分方程， 得到其线性化方程的最大 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 指数的表达式，通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数确定系统平凡解的稳定性．结果表明，改变碰撞恢复系数和摩擦系数能调

整系统的随机稳定性．
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０　 引　 　 言

在物理学与工程学领域中，往往会存在着碰撞、不可微刚度、干摩擦等非光滑因素，例如，由于零部件之

间的磨损，热胀冷缩等原因，发生碰撞是不可避免的，而且摩擦也会伴随碰撞同时出现［１⁃２］ ．为了避免这些非

光滑因素带来的零部件磨损，装置毁坏等问题，研究碰撞摩擦系统的动力学行为就显得尤为重要．不仅如此，
现代工程结构和机械工程多处于复杂的环境，其中不可避免地存在着环境噪声、路面或轨道不平度、强风等．
这些随机激励在随机振动领域中称为“噪声”，对于碰撞摩擦系统，噪声主要来源于机械器件产生的声音、振
动等．按照谱密度是否为常量可分为白噪声和非白噪声两类．噪声在机械工程中广泛存在，对碰撞摩擦系统

的动力学行为和功能有着一定的影响．因此，随机碰撞摩擦系统受到了研究者的广泛关注，取得了一些很好

的结果．Ｆｅｎｇ 等［３⁃４］利用平均 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射及线性系统的叠加原理，研究了随机线性碰撞振动系统的均值响

应问题．叶正伟等［５］ 结合极坐标变换和随机平均法讨论了 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下永磁同步电动机模型的随机

分岔．Ｊｉｎｇ 等［６⁃７］研究了白噪声激励下单自由度碰撞振动系统的响应，得到了系统响应的稳态解．Ｈｕａｎｇ 等［８］

利用随机平均法对多自由度碰撞振动系统的随机响应进行了求解．Ｒｏｎｇ 等［９］ 用多尺度方法得到了谐和与随

机激励共同作用下非线性碰撞振动系统的平均响应．Ｚｈｕ［１０⁃１１］将指数多项式闭合方法运用到随机激励下碰撞

振动系统的研究中，得到了不错的结果．孙娇娇等［１２］研究了色噪声激励下含黏弹项的摩擦系统的随机响应．
Ｔｉａｎ 等［１３］基于等效非线性方法研究了 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下带有摩擦力的非线性电磁能量采集器的最优负

载电阻问题．Ｖｉｒｇｉｎ 等［１４］讨论了碰撞摩擦振动系统在谐波激励下的全局动力学特性．Ａｎｄｒｅａｕｓ 等［１５］研究了碰

撞摩擦系统的动力学行为．Ｓｕ 等［１６⁃１７］研究了 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下碰撞振动系统的响应和稳定性．由于白噪声

的谱密度是一个常数，具有无限大的能量，是一种理想化的噪声，在实际生活中并不存在，任何真实的随机过

程必有一个有限的宽度，称为宽带噪声，可以用数学表达式解析建模进而进行分析．这就促使我们探索非白

噪声激励下碰撞摩擦系统的动力学问题．
综上所述，为了避免碰撞摩擦产生的不良影响，将碰撞和摩擦这两个非光滑因素结合起来研究是十分重

要的，但是对于非白噪声激励的碰撞摩擦系统研究得比较少，尤其是稳定性．因此，本文讨论宽带噪声激励下

碰撞摩擦这两种非光滑因素同时存在的响应和稳定性．

１　 系统的描述和随机平均法

本文研究了宽带噪声激励下的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 碰撞摩擦系统，其运动方程如下：
　 　 ｘ ＋ （ω２

０ － ξ１（ ｔ））ｘ ＋ （γｘ２ ＋ βｘ２ － α）ｘ ＋ μ（ｓｇｎ（ｘ）） ＝ ξ２（ ｔ），　 　 ｘ ＞ ０， （１）
　 　 ｘ ＋ ＝ － ｒｘ －，　 　 ｘ ＝ ０， （２）

其中， ｘ 和 ｘ 分别是系统的位移和速度； ω０ 是自然频率， α 为阻尼系数； β 和 γ 是非线性的阻尼系数， μ 是摩

擦系数； ξ１（ ｔ） 和 ξ２（ ｔ） 是两个相互独立的宽带噪声； ｘ ＋ 和 ｘ － 分别是系统碰撞前和碰撞后的速度； ０ ＜ ｒ≤１
为碰撞恢复系数，描述碰撞时系统的能量损失程度．期望和功率谱密度函数分别为

　 　 Ｅ（ξｉ） ＝ ０， Ｓｉ（ω） ＝
Ｄｉｉ

π
１

ω２ ＋ αｉ

，　 　 ｉ ＝ １，２．

宽带噪声 ξｉ（ ｉ ＝ １，２） 利用白噪声的一阶滤波产生：
　 　 ξｉ（ ｔ） ＋ αｉξｉ ＝ Ｗｉ（ ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，

其中 αｉ（ ｉ ＝ １，２） 表示带宽， Ｗｉ（ ｔ） 表示强度为 ２Ｄｉｉ 的白噪声．
对碰撞系统使用 Ｚｈｕｒａｖｌｅｖ 非光滑坐标变换［１８］：

　 　 ｘ ＝ ｙ ＝ ｙｓｇｎ（ｙ）， ｘ ＝ ｙｓｇｎ（ｙ）， ｘ ＝ ｙｓｇｎ（ｙ）， ｓｇｎ（ｙ） ＝
－ １，　 　 ｙ ＜ ０，
０，　 　 ｙ ＝ ０，
１，　 　 ｙ ＞ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（３）

将碰撞项表示为脉冲阻尼的形式：
　 　 （ｙ － － ｙ ＋）δ（ ｔ － ｔ∗） ≈ （１ － ｒ） ｙ δ（ｙ）ｙ ． （４）
将式（３）和（４）代入原系统（１）、（２）中得到新的近似等价系统：
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　 　 ｙ ＋ （γｙ２ ＋ βｙ２ － α）ｙ ＋ （１ － ｒ） ｙ δ（ｙ）ｙ ＋ ω２
０ｙ ＋ μ（ｓｇｎ（ｙ）） ＝ ｙξ１（ ｔ） ＋ ｓｇｎ（ｙ）ξ２（ ｔ） ． （５）

由于系统中各项激励的系数和噪声强度取值比较小，系统运动可以看成是拟周期运动，利用标准随机平

均法，设系统解的形式为

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ａｃｏｓ θ， ｙ（ ｔ） ＝ Ａω０ｓｉｎ ｔ， θ ＝ ω０ ｔ ＋ Θ ． （６）
将方程（６）代入方程（５），得到关于 Ａ 和 Θ 的随机微分方程为

　 　 Ａ ＝ － γω２
０Ａ３ｓｉｎ４θ － βＡ３ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ ＋ αＡｓｉｎ２θ － （１ － ｒ） ｓｉｎ３θ ω０δ（Ａｃｏｓ θ） －

　 　 　 　 μ
ω０

ｓｉｎ θ ＋ １
ω０

ｓｉｎ θｓｇｎ（Ａｃｏｓ θ）ξ１（ ｔ） － １
ω０

Ａｓｉｎ θｃｏｓ θ·ξ２（ ｔ），

　 　 Θ ＝－ γω２
０Ａ２ｓｉｎ３θｃｏｓ θ － βＡ２ｓｉｎ θｃｏｓ３θ － （１ － ｒ）ｓｉｎ θｃｏｓ θ Ａω０ｓｉｎ θ δ（Ａｃｏｓ θ） ＋

　 　 　 　 αｓｉｎ θｃｏｓ θ － μ
Ａω０

ｃｏｓ θｓｇｎ（ｓｉｎ θ） － １
Ａω０

ｃｏｓ θｓｇｎ（ｃｏｓ θ）ξ１（ ｔ） － １
ω０

ｃｏｓ２θ·ξ２（ ｔ） ．

振幅 Ａ（ ｔ） 的平均 Ｉｔô 随机微分方程为

　 　 ｄＡ ＝ ｍ（Ａ）ｄｔ ＋ σ（Ａ）ｄＢ（ ｔ），
漂移系数 ｍ（Ａ） 和扩散系数 σ２（Ａ） 可以表示为

　 　 ｍ（Ａ） ＝ － Ａｓｉｎ２θ［（γＡ２ω２
０ ｓｉｎ２θ ＋ βＡ２ ｃｏｓ２θ － α） ＋ （１ － ｒ） Ａω０ｓｉｎ θ δ（Ａｃｏｓ θ）］ ＋

　 　 　 　
ｓｉｎ θμｓｇｎ（ － Ａω０ｓｉｎ θ）

ω０

＋ Ｊ１１（θ） ＋ Ｊ１２（θ） ，

　 　 σ２（Ａ） ＝ 〈Ｊ２１ ＋ Ｊ２２〉，
其中

　 　 Ｊ１１（θ） ＝ ∫０
－∞

∂Ｇ１１（Ａ，θ）
∂Ａ

Ｇ１１（Ａ，θ ＋ ω０τ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｒ１１（τ）ｄτ ＋

　 　 　 　 ∫０
－∞

∂Ｇ１１（Ａ，θ）
∂φ

Ｇ２１（Ａ，θ ＋ ω０τ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｒ１１（τ）ｄτ，

　 　 Ｊ１２（θ） ＝ ∫０
－∞

∂Ｇ１２（Ａ，θ）
∂Ａ

Ｇ１２（Ａ，θ ＋ ω０τ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｒ１１（τ）ｄτ ＋

　 　 　 　 ∫０
－∞

∂Ｇ１２（Ａ，θ）
∂φ

Ｇ２２（Ａ，θ ＋ ω０τ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｒ１１（τ）ｄτ，

　 　 Ｊ２１（θ） ＝ ∫＋∞

－∞
［Ｇ１１（Ａ，θ）Ｇ１１（Ａ，θ ＋ ω０τ）］Ｒ１１（τ）ｄτ，

　 　 Ｊ２２（θ） ＝ ∫＋∞

－∞
［Ｇ１２（Ａ，θ）Ｇ１２（Ａ，θ ＋ ω０τ）］Ｒ１１（τ）ｄτ ．

进一步计算化简可得

　 　 ｍ（Ａ） ＝ － ３
８

Ａ３ω２
０γ － １

８
βＡ３ ＋ １

２
αＡ － ２μ

ω０π
－

　 　 　 　
Ａω０

π
（１ － ｒ） ＋ ３Ａπ

８ω２
０

Ｄ１

π（ω２
０ ＋ α２

２）
＋ π
２Ａω２

０

Ｄ２

π（ω２
０ ＋ α２

２）
，

　 　 σ２（Ａ） ＝ πＡ２

４ω２
０

Ｄ１

π（４ω２
０ ＋ α２

１）
＋ π
ω２

０

Ｄ２

π（ω２
０ ＋ α２

２）
．

利用随机平均方法可以得到平均后的 ＦＰＫ 方程如下：

　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ － ∂
∂Ａ

［ｍ（Ａ）ｐ］ ＋ １
２

∂２

∂ａ２ ［σ２（Ａ）ｐ］ ．

令
∂ｐ（Ａ，ｔ）

∂ｔ
＝ ０，上述方程的稳态解为
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　 　 Ｐ（Ａ） ＝ Ｃ
σ２（Ａ）

ｅｘｐ ∫Ａ
０

２ｍ（ｕ）
σ２（ｕ）

ｄｕé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （７）

式中 Ｃ 是归一化常数．进一步求得能量的概率密度函数为

　 　 ｐ（Ｈ） ＝ ｐ（Ａ） ｄＡ
ｄＨ

＝ ｐ（Ａ）
ｇ（Ａ） Ａ ＝ Ｕ －１（Ｈ）

．

基于上式可以得到位移和速度的联合概率密度函数：

　 　 ｐ（ｙ，ｙ） ＝ ｐ（Ｈ）
Ｔ（Ｈ） Ｈ ＝ （１ ／ ２）ｘ·２＋Ｕ（ｘ）

， Ｔ（Ｈ） ＝ ２π
ｂ０（Ａ） Ａ ＝ Ｕ －１（Ｈ）

．

原碰撞振动系统的位移和速度的联合概率密度由非光滑变换的逆变换可以得到

　 　 ｐ（ｘ１，ｘ２） ＝ ２ｐｙ，ｙ·（ｘ１，ｘ２），
其中 ｘ１ ＝ ｘ， ｘ２ ＝ ｘ ．同时通过积分可以求得位移和速度的边缘概率密度：

　 　 ｐｘ１（ｘ１） ＝ ∫＋∞

－∞
ｐ（ｘ１，ｓ）ｄｓ， ｐｘ２（ｘ２） ＝ ∫＋∞

－∞
ｐ（ ｓ，ｘ２）ｄｓ ． （８）

２　 方法的有效性

利用第 １ 节的式（７）和（８）得到系统稳态概率密度函数的理论结果，通过对比 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟得到的

数值解验证第 １ 节中所述分析方法的有效性．
固定系统中的参数取值 β ＝ ０．０５，α ＝ ０．０１，γ ＝ ０．０１，ｒ ＝ ０．９６，ω０ ＝ １．０，μ ＝ ０．００１，α１ ＝ ２．０，α２ ＝ ２．０，Ｄ１１

＝ ０．０１，Ｄ２２ ＝ ０．０１．主要考察摩擦系数 μ， 阻尼系数 β，γ 和碰撞恢复系数 ｒ 对系统振幅、位移、速度的稳态概率

密度的影响．

图 １　 不同摩擦系数下系统稳态响应的概率密度函数

Ｆｉｇ． １　 ＰＤＦｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ μ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 １ 和图 ２ 分别显示了摩擦系数和碰撞恢复系数的变化对系统稳态概率密度函数的影响，其中实线表
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示近似的理论结果，其余图形表示数值模拟结果．图 １（ａ）表明摩擦系数的增加使得振幅的概率密度函数的

曲线的峰值更高；图 １（ｂ）和 １（ｃ）表明随着摩擦系数的增加，位移和速度的概率密度函数曲线的峰值也相应

的增加．通过观察图 ２ 可以发现，恢复系数 ｒ 的增加能降低振幅、位移和速度的概率密度曲线的峰值，这与摩

擦系数对响应的概率密度函数的影响正好相反．

图 ２　 不同碰撞系数下系统稳态响应的概率密度函数

Ｆｉｇ． ２　 ＰＤＦｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｒ

图 ３ 给出了不同的非线性阻尼系数 β 和 γ 下系统稳态响应的概率密度函数，其中实线表示近似的理论

结果，其余图形表示数值模拟结果．
观察图 ３（ａ）可以发现，较大的 γ 所对应的振幅的概率密度函数曲线的峰值更高，振子以更大的概率趋

于平衡位置．由于系统的位移及速度与振幅密切相关，图 ３（ｂ）和 ３（ｃ）表明 γ 的增加也使得位移和速度的概

率密度函数曲线的峰值变大．图中概率密度曲线的变化趋势表明 β 的增加使得系统的概率密度函数的峰值

逐渐增大，这与 γ 的影响是相似的．
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图 ３　 不同非线性阻尼系数 β 和 γ 下系统稳态响应的概率密度函数

Ｆｉｇ． ３　 ＰＤＦｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ β ａｎｄ γ

３　 随机稳定性

由于随机外激致使系统的平稳状态发生某种程度的扩散，而随机参激则让系统原来的平稳状态变得不

稳定再重新达到新的平稳状态，系统的响应发生质的变化，这就使得研究参激随机振动的稳定性比研究外激

随机振动更为重要．因此考虑只有参激无外激系统的随机稳定性．早期的随机稳定性大多采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

法，鉴于构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的困难性以及只能得到稳定性的充分条件，因此该方法的适用性不强．近些年

来，基于 Ｏｓｅｌｅｄｅｃ 乘法遍历理论［１９］，利用最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数来确定系统稳定性成为一种新趋势，该方法不

但可以获得稳定性的充要条件，而且是研究概率为 １ 渐近稳定性的最简单方法．因此，本文应用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指

数法研究参激激励下碰撞摩擦系统的概率为 １ 渐近稳定性．
系统的运动方程如下：
　 　 ｘ ＋ （ω２ － ξ１（ ｔ））ｘ ＋ （βｘ２ ＋ γｘ２ － α）ｘ ＋ μｓｇｎ（ｘ） ＝ ０，　 　 ｘ ＞ ０， （９）
　 　 ｘ ＋ ＝ － ｒｘ －，　 　 ｘ ＝ ０． （１０）

系统中的参数的意义和系统（１）、（２）相同．为了将方程（９）在零解处线性化，参考文献［１６］中对摩擦项中的

符号函数的近似方法，本文采用下面的方法：

　 　 μｓｇｎ（ｘ） ＝ ２μ
π

ａｒｃｔａｎ（Θｘ），　 　 Θ ≫ １， （１１）

则系统（９）、（１０）变为

　 　 ｘ ＋ （ω２ － ξ１（ ｔ））ｘ ＋ （βｘ２ ＋ γｘ２ － α）ｘ ＋ ２μ
π

ａｒｃｔａｎ（Θｘ） ＝ ０，　 　 ｘ ＞ ０， （１２）

　 　 ｘ ＋ ＝ － ｒｘ －，　 　 ｘ ＝ ０． （１３）
将方程（１２）在（０，０）处线性化得

　 　 ｘ ＋ （ω２ － ξ１（ ｔ））ｘ － αｘ ＋ ２μΘ
π

＝ ０，　 　 ｘ ＞ ０， （１４）

　 　 ｘ ＋ ＝ － ｒｘ －，　 　 ｘ ＝ ０． （１５）
应用式（３）的非光滑变换可得

　 　 ｙ － αｙ ＋ （１ － ｒ） ｙ δ（ｙ）ｙ ＋ ω２
０ｙ ＋ ２μΘ

π
＝ ｙξ１（ ｔ），

利用随机平均原理，得到关于振幅 Ａ（ ｔ） 的平均 Ｉｔô 随机微分方程：
　 　 ｄＡ ＝ ｍ（Ａ）ｄｔ ＋ σ（Ａ）ｄＢ（ ｔ） ． （１６）

漂移系数和扩散系数分别为
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　 　 ｍ（Ａ） ＝＝ １
２

αＡ － μΘ
π

Ａ －
Ａω０

π
（１ － ｒ） ＋ ３Ａπ

８ω２
０

Ｓ１（２ω０），

　 　 σ２（Ａ） ＝＝ πＡ２

４ω２
０

Ｓ１（２ω） ．

图 ４　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数随碰撞恢复系数 ｒ 和随摩擦系数 μ 的变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ＴＬＥ ｗｉｔｈ ｒ ａｎｄ μ

图 ５　 系统在 （ ｒ，μ） 平面内的概率为 １ 渐近稳定区域

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｇｉｏｎ ｗｉｔｈ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｏｎｅ ｏｎ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ （ ｒ，μ）

　 　 下面计算方程式（１６）的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，首先在 Ａ ＝ ０
处线性化．相关的线性化的 Ｉｔô 方程的形式为

　 　 ｄＡ ＝ ｍ′（０）Ａｄｔ ＋ σ′（０）ＡｄＢ（ ｔ） ． （１７）
系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数：

　 　 λｍａｘ ＝ ｍ′（０） － １
２

［σ′（０）］ ２ ＝ １
２

α － μΘ
π

－

　 　 　 　
ω０

π
（１ － ｒ） ＋ π

４ω２
０

Ｓ１（２ω０） ． （１８）

图 ４ 描述了最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数随摩擦系数和碰撞恢

复系数的变化趋势．从图像变化趋势可以明显看出，最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数随着碰撞恢复系数的增加而增加，而随着

摩擦系数的增加而减少．
图 ５ 讨论了在 （ ｒ，μ） 参数平面内，噪声强度 Ｄ 对系

统（９）的平凡解的稳定区域的影响．如图 ５ 所示，稳定区

域位于每条线的左上方，稳定区域与非稳定区域的分界

线由式（１８）中的 λ ＝ ０ 确定．从图像上可以看出，稳定区

域的面积随着噪声强度的增大而减小．

４　 结　 　 论

本文首先利用非光滑变换和随机平均法分析了宽带噪声激励下碰撞摩擦系统响应，通过对比数值结果

验证了解析方法的有效性．研究结果表明， 系统中摩擦系数、 碰撞恢复系数和非线性阻尼系数的改变对系统

的稳态响应都有一定的影响．然后， 应用最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数法研究了参数激励下系统的概率为 １ 渐近稳定

性．基于平均 Ｉｔô 微分方程的线性化方程计算得到 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的表达式，由此得到系统最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

的近似，系统稳定的充要条件是令该 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为负．进一步讨论了碰撞恢复系数和摩擦系数对系统稳

定性的影响，结果表明，摩擦系数和恢复系数的变化会导致系统由稳定变得不稳定．
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［１０］　 ＺＨＵ Ｈ Ｔ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｖｉｂｒｏ⁃ｉｍｐａｃｔ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓ ｕｎｄｅｒ ｅｘｔｅｒｎａｌ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ Ｇａｕｓｓｉａｎ
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［１２］　 孙娇娇， 徐伟， 林子飞， 等． 高斯色噪声激励下含黏弹力摩擦系统的随机响应分析［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２００１，
２２（８）： ８５２⁃８６１． （ＳＵＮ Ｊｉａｏｊｉａｏ， ＸＵ Ｗｅｉ， ＬＩＮ Ｚｉｆｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｒａｎｄｏｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ
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ｏｂｓｔａｃｌｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００２， ３７（１）： １１７⁃１３３

［１６］　 ＳＵ Ｍ， ＸＵ Ｗ， ＹＡＮＧ Ｇ Ｄ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｄ ａ ｒｉｇｉｄ ｂａｒｒｉｅｒ［Ｊ］ ． Ｍｅ⁃
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Ｇａｕｓｓｉａｎ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｈａｏｓ， ２０１８， ２８（１３）： １８３００４３

［１８］　 ＺＨＵＲＡＶＬＥＶ Ｖ． Ａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ⁃ｉｍｐａｃｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｓｐｅｃｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎ⁃
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［１９］ 　 ＯＳＥＬＥＤＥＣ Ｖ Ｉ． Ａ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ ｅｒｇｏｄｉｃ ｔｈｅｏｒｅｍ： Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒｓ ｆｏｒ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ
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２４２１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


