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摘要：　 为正确模拟土体涉及剪切带演化的后失效力学响应，需采用包含细观特征长度的高阶连续介质力学模型．
笔者利用前期所建立的微极亚塑性模型，对颗粒土中剪切带的发展过程进行了分析推导，得到了剪切带临界状态

条件下关键变量所满足的非线性微分方程．该文展示了上述非线性微分方程的简要推导，重点讨论了该非线性微分

方程的主要性质、主要参数变化范围和求解途径；通过对剪切带进一步的力学分析补充建立了一个能量方程，使问

题具有确定解．在此基础上，应用数值积分求出了剪切带厚度因子和剪切内应力、变形率分布及剪切速度分布的完

全解．其中剪切带厚度因子对于微极亚塑性模型细观参数的确定具有重要作用．

关　 键　 词：　 剪切带；　 微极亚塑性模型；　 临界状态；　 非线性常微分方程；　 完全解
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０　 引　 　 言

临界状态在土力学中指土体剪切失效时所趋近的无剪胀塑性流动状态．土体的临界状态只与土的物理

特性及作用于土体的平均压力有关，不依赖土体的初始密度，因此是建立土体本构模型的重要参考状态［１⁃２］ ．
土体均匀趋于临界状态的失效模式只是一种理想的情形，实际土体破坏往往伴随着剪切带的发展．这种

集中于带状区域的应变局部化的形成和演化是认识土体结构失效与破坏的关键，也一直是土力学与颗粒材

料力学所关注的研究课题．相对于土体结构的宏观尺度，剪切带的厚度是很小的，实验所观察到的剪切带厚

度约为土体颗粒平均粒径的 １０～１５ 倍左右［３⁃４］ ．因此，剪切带两侧有限的相对剪切位移就可在带内引起较大

的剪切变形，使得带内材料很快达到临界状态．
经典连续介质本构模型不包含任何与材料细观结构相关的特征长度，预测的剪切带理论厚度为零．因

此，常规的土体本构模型只能预测剪切带的产生［５⁃６］，一般不能规范剪切带的厚度并正确预测土体涉及剪切

带演化的后失效行为．在采用有限元等方法分析土体的后失效行为时，数值解具有网格尺寸依赖性．
为克服上述困难，可采用高阶连续介质力学理论，如微极场理论［７］、高阶梯度理论［８］等．高阶连续介质力

学模型允许引入材料细观特征长度，可以在一定程度上刻画材料中应力和变形在细观尺度上的变化．其中

Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质属于微极连续介质力学理论中较简单的一种， 通过在连续体中引入质点的转动自由度和偶应

力，可以在一定程度上描述材料细观尺度上的应力和变形的变化，从而能恰当模拟剪切带的发展．Ｍüｈｌｈａｕｓ
和 Ｖａｒｄｏｕｌａｋｉｓ［９］采用 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质弹塑性模型讨论了土体中剪切带厚度与颗粒平均粒径的关系；Ｏｄａ［１０］ 研

究了颗粒材料细观结构、偶应力与剪切带的关系；Ｈｕａｎｇ 等［１１］基于 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质理论，将 Ｇｕｄｅｈｕｓ［１２］ 和 Ｂａｕ⁃
ｅｒ［１３］所建立的模拟砂土等颗粒土的亚塑性模本构型推广为微极亚塑性模型，并用于砂土中局部化应变发展

模式的数值分析［１４］ ．
基于文献［１１］建立的微极亚塑性模型，Ｈｕａｎｇ 和其合作者［１５］分析了颗粒材料在平面 Ｃｏｕｅｔｔｅ 剪切中，条

形区域内的应变局部化的形成与演化机制，并且针对充分发展的平直剪切带，推导得到了临界状态下的控制

方程，但针对该控制方程并未得到完全解．本文主要目的是在前期工作［１５］ 的基础上，探讨剪切带在临界状态

下的关键变量，即 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 转动角速度所满足的非线性常微分方程的主要特性及求解途径，并给出问题的完

全解．

１　 微极亚塑性模型简述

Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质或微极连续介质的宏观质点包含平动和转动自由度．若用矢量 ｖ，ω ｃ 分别表示 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质

质点的运动速度和微转动（Ｃｏｓｓｅｒａｔ 转动）速率矢量，则这种连续介质的变形速率可用下列几何关系所确定

的应变率张量 εｃ 和微曲率率张量 κ 描述：
　 　 εｃ ＝ ｇｒａｄ ｖ ＋ ·ω ｃ， κ ＝ ｇｒａｄ ω ｃ ． （１）
Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质中的应力张量 σ 和偶应力张量 μ 满足平衡方程：
　 　 ｄｉｖ σ ＋ ｂ ＝ ０， ｄｉｖ μ －  ∶ σ ＝ ０， （２）

其中， ｂ 为体力矢量；ｇｒａｄ 代表矢量和张量的梯度运算，ｄｉｖ 代表散度运算； 为置换符号；点乘积运算代表两

个张量相邻的一对下标的缩并，双点积运算代表两个张量前后两对对应下标的缩并．式（１）和（２）也表明

Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质中的应力、偶应力、应变率和微曲率率张量在一般情况下是非对称的．
Ｇｕｄｅｈｕｓ［１２］和 Ｂａｕｅｒ［１３］以 Ｃａｕｃｈｙ 应力 σ 和孔隙比 ｅ 为状态变量，建立了一个有效实用的临界状态亚塑

性模型（Ｇ⁃Ｂ 模型），能较好地模拟砂土等无黏性颗粒土的力学响应．为了能客观模拟颗粒土中剪切带的形成

与发展，Ｈｕａｎｇ 等［１１］ 基于 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质理论将 Ｇ⁃Ｂ 模型推广为微极亚塑性模型，用下列张量方程描述

Ｃａｕｃｈｙ 应力及偶应力张量的客观时间导数与应变率、微曲率率张量之间的关系：

　 　
σ° ＝ ｆｓ［ａ２

０ εｃ ＋ Ｐσ ＋ ｆｄａ０（σ ＋ ｓ）Ｒ］，

μ° ＝ ｄ５０ ｆｓ［ａ２
１ κ∗ ＋ Ｐμ ＋ ２ｆｄａ０μＲ］，

{ （３）

其中， σ ＝ σ ／ ｔｒ σ，ｓ ＝ σ － １ ／ ３，μ ＝ μ ／ （ｄ５０ ｔｒ σ），κ∗ ＝ ｄ５０κ 分别为正则化应力、偏应力、偶应力和微曲率率张
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量；运算符 ｔｒ 代表求张量的迹； Ｐ ＝ σ ∶ εｃ ＋ μ ∶ κ∗，Ｒ ＝ ‖ εｃ‖２ ＋ （ａ１ ／ ａ０） ２‖ κ∗‖２ ； ｆｓ 和 ｆｄ 分别称为刚

度因子和密度因子，是平均应力 ｐ ＝ － ｔｒσ ／ ３ 和孔隙比 ｅ的标量函数， 因在本文的讨论中不重要， 略去具体的

表达式， 感兴趣的读者可参考文献［１２⁃１３］； ｄ５０ 代表颗粒土平均粒径， 为材料细观长度参数， ａ０，ａ１ 为强度

参数．
上述微极亚塑性模型将颗粒土渐近失效的临界状态或无剪胀流动状态条件推广为变形继续发展，但应

力、偶应力和体变不再变化．根据 σ° ＝ ０，μ° ＝ ０ 和体积应变率 ε ｖ ＝ ｔｒ εｃ ＝ ０ 的条件，从本构模型可以得到［１１］ ｆｄ
＝ １ 以及应力和应变率满足的条件：

　 　 Ｐ ＋ ａ０Ｒ ＝ ０， （４）

　 　 εｃ

Ｒ
＝－ ｓ

ａ０
，
ａ１

ａ０

κ∗

Ｒ
＝－ μ

ａ１
， （５）

　 　 ‖ｓ‖２

ａ２
０

＋ ‖μ‖２

ａ２
１

＝ １． （６）

式（５）和（６）实际为建立模型时预设的临界状态流动法则和强度条件［１１］ ．

２　 剪切带内临界状态的数学描述

图 １、２ 所示为土体中剪切带脱离体及质点平面运动自由度正向示意图，其中 ｐ－，τ－ 和 ｍ－ 分别代表剪切带

边界外土体对剪切带作用的法向、切向分布力和分布力偶．文献［１５］基于上述微极亚塑性模型，按平面应变问

题给出了临界状态的具体数学描述，并分析了剪切带内的应力分量及应变率分量所满足的条件，具体如下．

图 １　 剪切带脱离体及受力示意图及坐标系选取

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｂａｎｄ ｗｉｔｈ
ａｐｐｌｉｅｄ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

图 ２　 平面应变条件下 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质质点自由度

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｏｆ ａ Ｃｏｓｓｅｒａｔ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ
ｐａｒｔｉｃｌｅ ｉｎ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

　 　 建立如图 １ 所示坐标系， ｘ１ 轴沿剪切带中间层面， ｘ２ 垂直于剪切方向．图 ２ 指出在此坐标系中 Ｃｏｓｓｅｒａｔ
介质质点运动自由度的正向．剪切带上、下边界之外土体仅作刚体运动．为简化分析，不妨以 ｘ１ 轴为运动参

照，即以 ｘ１ 轴为水平速度零点，剪切带上部、下部边界相对 ｘ１ 轴分别向右、向左作反对称水平向运动，相对剪

切速度为 ｖ－ １Ｔ ．按剪切带受力和变形特点知，剪切带内各变量只是坐标 ｘ２ 的函数，对 ｘ１ 的偏导数应为零．由此

可以确定剪切带内部非零应力、偶应力、应变率和微曲率率分量分别为 σ １１ ＝ σ ２２ ＝ σ ３３ ＝ － ｐ， σ １２， σ ２１， μ ３２；

ε ｃ
１２ ＝

∂ｖ１
∂ｘ２

＋ θ， ε ｃ
２１ ＝ － θ， κ ３２ ＝

∂θ
∂ｘ２

， 这里为简化符号表达用 θ 代表 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 转动角速度．根据剪切带的几何特

性、坐标选取和各物理及几何量的正负号规定知， σ １２，σ ２１，ε ｃ
１２，θ 应为 ｘ２ 的偶函数， μ ３２，∂θ ／ ∂ｘ２ 为 ｘ２ 的奇函

数．在此条件下，忽略体力的作用，平衡方程（２）只包含以下 ３ 个独立的分量等式：

　 　
∂σ １２

∂ｘ２

＝ ０，
∂σ ２２

∂ｘ２

＝ ０，
∂μ ３２

∂ｘ２

－ （σ １２ － σ ２１） ＝ ０，　 　 － ｄ ／ ２ ＜ ｘ２ ＜ ｄ ／ ２， （７）

其中 ｄ 代表剪切带的厚度．平衡方程前两式表明在剪切带内， σ １２ 和 σ ２２ 为常量．并且根据 ｘ２ ＝ ±ｄ ／ ２ 处边界条

件知， σ ２２ ＝ － ｐ ＝ － ｐ－，σ １２ ＝ τ－，σ １２ ＝ τ－ ／ （ － ３ｐ－） ＜ ０．本文所要研究的是土体中理想化的剪切带临界状态数学

描述，忽略体力可以极大地简化数学描述．
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根据上述应力状态，剪切带内临界状态强度条件（５）简化为

　 　
σ ２

１２

ａ２
０

＋
σ ２

２１

ａ２
０

＋
μ ２

３２

ａ２
１

＝ １，　 　 － ｄ
２

≤ ｘ２ ≤ ｄ
２

． （８）

令 α ＝ － σ １２ ／ ａ０ ＝ τ－ ／ （３ｐ－ａ０） ＝ ｃｏｎｓｔ， 流动法则（５）可写成

　 　
ε ｃ

１２

Ｒ
＝－

σ １２

ａ０
＝ α，

ε ｃ
２１

Ｒ
＝－ θ

Ｒ
＝ －

σ ２１

ａ０
，
ａ１

ａ０

κ∗
３２

Ｒ
＝ θ′

Ｒ
＝ －

μ ３２

ａ１
， （９）

这里引入了无量纲长度因子 ξ ＝ ｘ２ ／ ｌｃ， 并记 θ′ ＝ ｄθ ／ ｄξ， 其中

　 　 ｌｃ ＝
ａ１

ａ０
ｄ５０ （１０）

称为材料的细观特征长度，它与土体平均粒径 ｄ５０ 呈正比，并与材料细观和宏观强度参数之比相关．
将流动法则（９）代入平衡方程（７）的第三式，可得到关于 θ 的控制方程（参考附录）：

　 　
θ′
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷
′
－ θ

Ｒ
＝ β，　 　 －

ξ ｄ

２
＜ ξ ＜

ξ ｄ

２
， （１１）

其中， ξ ｄ ＝ ｄ ／ ｌｃ 为剪切带厚度的无量纲参数或剪切带的厚度因子；

　 　 Ｒ ＝ θ ２ ＋ （θ′） ２ ， β ＝ α

１ － α２
＝ ｃｏｎｓｔ ． （１２）

３　 剪切带临界状态完全解

上节推导表明，微极亚塑性模型所模拟颗粒土中的剪切带趋于临界状态（无剪胀流动状态）时，带内质

点的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 转动角速度 θ 满足非线性常微分方程（１１）．本文的主要目标是通过求解方程（１１）获得剪切带

厚度因子及带内各变量的分布规律．具体讨论如下．
３．１　 方程的特点

本文所要求解的控制方程（１１）具有以下几个主要特点：
１） 方程（１１）是关于函数变量 θ 的二阶常微分方程．由于方程中包含了函数 Ｒ 及其导数，且 Ｒ 是 θ 及其

导数的非线性函数，因此方程（１１）具有强烈非线性特性，对基本变量 θ 直接的解析积分存在困难．
２） 方程（１１）关于基本变量 θ 具有齐次性， 若 θ（ξ） 是方程的解， 则对于任意常数 Ａ， Ａθ（ξ） 也是方程

的解．
３） 剪切带的基本特征是其内部材料处于流动状态，外部材料作不变形的刚性运动，因此在剪切带内部

θ ≠０， 在边界 ξ ＝ ±ξ ｄ ／ ２ 处应有 θ ＝ ０．因此剪切带的厚度因子 ξ ｄ 由 θ 的一个完整变化周期决定，并且与 θ 的

绝对值无关．
３．２　 问题的形式解

为求解方程（１１），引入如下的变量替换：

　 　 ｙ ＝ θ
Ｒ
， ｚ ＝ θ′

Ｒ
． （１３）

容易验证

　 　 ｙ２ ＋ ｚ２ ＝ １
Ｒ２［θ

２ ＋ （θ′） ２］ ＝ １，　 　 －
ξ ｄ

２
≤ ξ ≤

ξ ｄ

２
．

考虑先在半带厚 （０≤ ξ ≤ ξ ｄ ／ ２） 内求解 θ 和其余变量，再利用对称性和反对称性获得完全解．根据图 １ 坐标

系选择及剪切带中各变量正负号规定，应有 θ ≤ ０，θ′ ≥ ０， 因此有 ｙ ≤ ０，ｚ ≥ ０， 从而

　 　 ｙ ＝ － １ － ｚ２ ，　 　 ０ ≤ ξ ≤ ξ ｄ ／ ２． （１４）
此外，在剪切带中心和边界处分别有

　 　 ξ ＝ ０： ｚ ＝ ０， ｙ ＝ － １； ξ ＝ ξ ｄ ／ ２： ｙ ＝ ０， ｚ ＝ １． （１５）
将替换变量（１３）和（１４）代入式（１１），问题归结为在半带厚内求解 ｚ ＝ ｚ（ξ）， 满足方程
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　 　 ｄｚ

β － １ － ｚ２
＝ ｄξ，　 　 ０ ≤ ξ ≤

ξ ｄ

２
， （１６）

中间变量 ｚ ＝ ｚ（ξ） 应对式（１６）直接积分获得．另一中间变量 ｙ ＝ ｙ（ξ） 可按式（１４）求出．同时，利用 ξ ＝ ξ ｄ ／ ２ 处

边界条件可得厚度因子表达式：

　 　 ξ ｄ ／ ２ ＝ ∫１
０

ｄｚ

β － １ － ｚ２
． （１７）

求得中间变量 ｚ（ξ） 和 ｙ（ξ） 后，利用流动法则（９）可求出正则化的应力和偶应力分量：

　 　
σ １２

ａ０ｐ
－ ＝ ３α，

σ ２１

ａ０ｐ
－ ＝ － ３ θ

Ｒ
＝ － ３ １ － α２ ｙ（ξ），

μ ３２

ｄ５０ａ１ｐ
－ ＝ ３ θ′

Ｒ
＝ ３ １ － α２ ｚ（ξ） ． （１８）

进一步，利用关系
θ′
θ

＝ ｚ（ξ）
ｙ（ξ）

积分，可得到下列表达式：

　 　 θ（ξ） ＝ － ｅｘｐ ∫ξ
０

ｚ（ζ）
ｙ（ζ）

ｄζæ

è
ç

ö

ø
÷ ， θ′（ξ） ＝ ｚ（ζ）

ｙ（ζ）
θ（ξ）， Ｒ（ξ） ＝ θ（ξ）

ｙ（ξ）
， （１９）

其中记 θ ＝ θ ／ ｜ θ ０ ｜ ，θ′ ＝ θ′ ／ ｜ θ ０ ｜ ，Ｒ ＝ Ｒ ／ ｜ θ ０ ｜ ；θ ０ ＜ ０ 代表 θ 在 ξ ＝ ０ 处的值．在此基础上可得到剪切带

中正则化的应变率与微曲率率分量表达式：

　 　 ε ｃ
１２ ＝

ε ｃ
１２

θ ０

＝ βＲ（ξ）， ε ｃ
２１ ＝

ε ｃ
１２

θ ０

＝ － θＲ（ξ）， κ ３２ ＝
ｌｃκ ３２

θ ０

＝ θ′（ξ） ． （２０）

此外，根据几何关系 ε ｃ
１２ ＝ ∂ｖ１ ／ ∂ｘ２ ＋ θ， 可得到剪切带内速度分布：

　 　
ｖ１（ξ）
θ ０

＝ ｌｃ (β ∫ξ
０
Ｒｄξ － ∫ξ

０
θｄξ ) ． （２１）

令 ξ ＝ ξ ｄ ／ ２， 可以得到剪切带中心 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 转动角速度与边界处剪切速率的线性关系式：

　 　
ｖ－ １Ｔ

ｌｃ ｜ θ ０ ｜
＝ β ∫ξｄ ／ ２

０
Ｒｄξ － ∫ξｄ ／ ２

０
θｄξ ． （２２）

此式表明 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 转动角速度 θ 以及其他变形速率分量的绝对值大小与剪切速率 ｖ－ １Ｔ 成正比．这是率无关本

构模型应有的结果．
３．３　 参数的确定和问题的完全解

由于未能求出式（１６）的解析积分，上述剪切带中各变量的表达式仅是问题的形式解．本文中拟采用数值

积分求出 ｚ ～ ξ 关系及其余各变量的数值解．为此，需要确定方程（１１）中参数 β 的具体数值．
根据第 ２ 节的分析，偶应力 μ ３２ 为 ｘ２ 的奇函数，并且在剪切带边界 ｘ２ ＝ ± ｄ ／ ２ 处， μ ３２ ＝ ± ｍ－ ．因此在剪切

带中间 ｘ２ ＝ ０ 处， μ ３２ ＝ ０，∂μ ３２ ／ ∂ｘ２ ＞ ０．根据强度条件（８），

　 　 ｘ２ ＝ ０：
σ ２

１２

ａ２
０

＋
σ ２

２１

ａ２
０

＝ １． （２３）

根据平衡方程（７）的第三式知， （σ １２ － σ ２１） ｜ ξ ＝ ０ ＝ （∂μ ３２ ／ ∂ｘ２） ｜ ξ ＝ ０ ＞ ０．
若令剪切带中间处剪应力分量之比值 ｒ０ ＝ （σ ２１ ／ σ １２） ｜ ξ ＝ ０， 则 ｒ０ ＜ １．利用这一条件并注意 α ＝ － σ １２ ／ ａ０

以及 β 的表达式（１２），由式（２３）可得到

　 　 α ＝ １

１ ＋ ｒ２０
＞ １

２
， β ＝ α

１ － α２
＝ １
ｒ０

＞ １． （２４）

上述分析虽然给出了参数 β 的范围，但尚不能确定 β 的具体值．通过假定 ｒ０（或 β） 的不同值，按数值解

可求得半剪切带厚度因子 ξ ｄ ／ ２ 的对应值．结果表明（如图 ３ 所示），剪切带厚度因子 ξ ｄ 对参数 ｒ０（或 β） 具有

强烈的依赖关系．
为确定参数 ｒ０ 或 β 的具体数值，还需要建立一个补充条件．为此，将图 １ 中剪切带上半部分作为脱离体

分析其能量耗散关系．本构关系不包含任何热能相关物理量，隐含了将材料变形过程看作一个热力学等温过

程，系统的能量守恒简化为机械能守恒，即剪切带流动中材料的内能变化率等于剪切带外部作功功率： Ｗｉｎｔ
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＝ Ｗｅｘｔ ．对于当前考虑的剪切带上半部分脱离体， Ｗｉｎｔ ＝ ∫ｄ ／ ２
０
（σ １２ε ｃ

１２ ＋ σ ２１ε ｃ
２１ ＋ μ ３２κ ３２）ｄｘ２ ．外部对剪切带作功

功率为脱离体上、下边界处切向、法向分布力和分布力偶与相应位移速率和转动速率乘积： Ｗｅｘｔ ＝
（τ－ ｖ１ ＋ ｍθ） ｘ２ ＝ ０ ＋ （τ－ ｖ１ ＋ ｍ－ θ） ｘ２ ＝ ｄ ／ ２ ．注意在 ｘ２ ＝ ０ 处 ｍ ＝ ０， 在边界 ｘ２ ＝ ｄ ／ ２ 处 θ ＝ ０， 而脱离体上、下边界相

对剪切速率为 ｖ－ １Ｔ ．因此有

　 　 ∫ｄ ／ ２
０
（σ １２ε ｃ

１２ ＋ σ ２１ε ｃ
２１ ＋ μ ３２κ ３２）ｄｘ２ ＝ τ－ ｖ－ １Ｔ ． （２５）

上式两边同除因子 － ３ｐ－， 并注意 τ－ ／ ３ｐ－ ＝ αａ０ 以及等式（４）： σ １２ε ｃ
１２ ＋ σ ２１ε ｃ

２１ ＋ μ ３２κ∗
３２ ＝ Ｐ ＝ － ａ０Ｒ， 可得到

　 　 αｖ－ １Ｔ ＝ ∫ｄ ／ ２
０
Ｒｄｘ２ ＝

ｌｃ ｜ θ ０ ｜

１ － α２ ∫
ξｄ ／ ２

０
Ｒｄξ ． （２６）

与式（２２）联立消去 ｖ－ １Ｔ 后可得到

　 　 β ＝ － ∫ξｄ ／ ２
０

Ｒｄξ ／ ∫ξｄ ／ ２
０

θｄξ ． （２７）

此式为假定的参数 β 值提供了一个后验条件．正确的结果应使 β 的后验值与通过设定 ｒ０ 得到的设定值相等，
据此确定参数从而获得问题的完全解．

图 ４ 所示为根据一系列设定的 ｒ０ 按式（２５）计算的 β 先验值，以及根据假设值求解问题后按式（２４）计算

得到的 β 后验值．要求二者相等求得 β ≈ １．００２， 对应 ｒ０ ≈ ０．９９８．通过数值积分求解得到的剪切带厚度因子

ξ ｄ ≈ ９４．２５， 对应剪切带内主要变量的数值解如图 ５—８ 所示．其中图 ５、６ 分别展示的是中间变量 ｙ（ξ） 和

ｚ（ξ）、变量 θ（ξ），θ′（ξ） 和 Ｒ（ξ） 在剪切带半厚度内的变化规律；图 ７、８ 分别展示的是正则化的应力和偶应

力、正则化的应变率、微曲率率以及剪切速率在整个剪切带厚度内的分布规律．这些结果展示了在剪切带厚

度这样较小尺度范围内，各应力和应变变分量连续而剧烈的变化以及显著的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 效应，即存在 Ｃｏｓｓｅｒａｔ
转动、偶应力以及两个剪应力分量不相等，在剪切带边缘处这种 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 效应尤为显著．

图 ３　 剪切带厚度因子 ξ ｄ ／ ２ 对参数 ｒ０ 的依赖关系

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｈｅａｒ ｂａｎｄ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｆａｃｔｏｒ ξ ｄ ／ ２ ｖｓ． ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒ０

图 ４　 对应 ｒ０ 设定值参数 β 的先验和后验值

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｒｉｏｒｉ ａｎｄ ｐｏｓｔｅｒｉｏｒｉ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ β ｖｓ． ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒ０

３．４　 剪切带厚度因子的作用

Ｃｏｓｓｅｒａｔ 介质模型常被用于研究材料的和应变局部化及细观结构有关的尺寸效应．这类模型往往包含一

个细观特征长度和 ／或其他细观材料参数．本文采用的微极亚塑性模型，以颗粒土平均粒径 ｄ５０ 作为材料细观

特征长度的参考值，材料的剪切带厚度则由式（１０）所表达的特征长度 ｌｃ 所规范．其中 ａ１ 是体现材料细观结

构影响的关键参数，该参数的直接实验测定存在困难．另一方面，剪切带的厚度却可以通过简单剪切［３］ 或双

轴压缩［４］等实验中测定．在求出剪切带厚度因子 ξ ｄ 后，按式（１０）可以给出一个细观强度 ａ１ 参数与剪切带厚

度 ｄ 的关系：

　 　
ａ１

ａ０
＝ ξ ｄ

ｄ５０

ｄ
． （２８）

在颗粒土平均粒径 ｄ５０ 和土体宏观强度参数 ａ０ 已经确定的条件下，此式为细观材料参数 ａ１ 的确定提供
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了一种有效途径．因此，剪切带厚度因子对于材料模型细观参数的确定具有重要作用．

图 ５　 半带厚内 ｙ（ξ） 和 ｚ（ξ）
Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｙ（ξ） ａｎｄ ｚ（ξ） ｉｎ ｔｈｅ ｈａｌｆ ｓｈｅａｒ ｂａｎｄ

图 ６　 半带厚内 θ（ξ），θ′（ξ） 和 Ｒ（ξ）

Ｆｉｇ． ６　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ θ（ξ），θ′（ξ） ａｎｄ ｚ（ξ） ｉｎ ｔｈｅ ｈａｌｆ ｓｈｅａｒ ｂａｎｄ

图 ７　 剪切带内正则化应力、偶应力分布

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｅ
ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｂａｎｄ

图 ８　 剪切带内正则化应变率、微曲率率和剪切速率分布

Ｆｉｇ． ８　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒａｉｎ ｒａｔｅ， ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｃｕｒｖａｔｕｒｅ
ｒａｔｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｉｎ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｂａｎｄ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本．

４　 结　 　 论

剪切带的厚度具有土体颗粒粒径尺度相近的量级，带内变形量的剧烈变化只有采用高阶连续介质力学

模型才能恰当模拟．采用笔者［１１］先期提出的微极亚塑性模型模拟的理想颗粒土，剪切带的临界状态（无剪胀

流动状态）可以通过一组流动法则、强度条件和关于 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 转动角速度的一个非线性常微分方程描述．该
方程的解析求解具有难度．笔者在本文中结合剪切带的基本特征，讨论了该微分方程的一些主要特点和关键

参数的取值范围，通过应用能量守恒关系补充完备了求解条件，从而能够利用数值积分的方法求出剪切带厚

度因子及带内应力、变形率各分量的分布规律等完全解．这一解答揭示了颗粒土失效时凝聚在小尺度范围内

的材料剪切流动机制，而剪切带厚度因子与细观特征长度对于本构模型中细观强度参数的确定具有重要作

用．此外，形如式（１１）这样有趣的非线性常微分方程也值得应用数学研究者们的关注．

附录　 方程（１２）的推导

平衡方程（７）第三式两边同除常量 ａ０ ｔｒ σ ＝ － ａ０３ｐ
－ 并注意 μ３２ ＝ μ３２ ／ （ｄ５０ ｔｒ σ）， 方程可写成

　 　
ａ１ｄ５０

ａ０

∂（μ３２ ／ ａ１）
∂ｘ２

＋
σ２１

ａ０
＝

σ１２

ａ０
＝ － α ． （Ａ１）

将流动法则（９）代入其中，并注意 ｘ２ａ０ ／ （ａ１ｄ５０） ＝ ｘ２ ／ ｌｃ ＝ ξ， 得到

３９２第 ３ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 黄文雄，等： 颗粒土中剪切带临界状态数学描述及其完全解



　 　 θ′
Ｒ( ) ′

－ θ
Ｒ

＝ α， （Ａ２）

其中

　 　 Ｒ ＝ ‖ εｃ‖２ ＋ （ａ１ ／ ａ０） ２‖ κ∗‖２ ＝ ε ｃ２
１２ ＋ ε ｃ２

２１ ＋ ｌ２ｃκ２
３２ ＝ α２Ｒ２ ＋ θ２ ＋ θ′２ ， （Ａ３）

上式两边乘方后可求得 Ｒ 的下列表达式：

　 　 Ｒ ＝ １
１ － α２

θ２ ＋ θ′２ Ｒ
１ － α２

． （Ａ４）

代入式（Ａ２）后得到关于 θ 的常微分方程（１１）．
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