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摘要：　 根据内聚裂纹模型，含裂纹的弹性体在裂纹尖端附近存在一内聚区，内聚区断裂参数表达是其核心研究内

容．该文假定弹性平板直线裂纹尖端存在一带状内聚区，并由一条虚拟线裂纹代替，其张开位移与内聚力存在确定

的非线性函数关系．以Ⅰ型边裂纹为例，导出了满足虚拟裂纹条件的解析解；在此基础上给出了物理裂纹尖端扩展

的能量释放率 Ｇａ、内聚裂纹尖端扩展的能量释放率 Ｇｂ 的计算公式；讨论了 Ｇｂ，Ｊ积分和断裂能 ＧＦ 之间的关系；从理

论上证明了临界能量释放率 Ｇｂｃ 就是断裂能 ＧＦ，Ｇｂｃ 可以作为含内聚区材料裂纹失稳扩展的断裂参数．提出的方法

适用于所有含Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ型内聚裂纹的弹性体．
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０　 引　 　 言

对于韧性材料、胶结材料等，当构件尺寸较小或裂纹尺寸较大时，其裂尖附近的塑性区或微裂区等非线

性区域的大小往往不可忽略［１⁃２］ ．自从 Ｂａｒｅｎｂｌａｔｔ［３］ 提出内聚裂纹模型（ｃｏｈｅｓｉｖｅ ｚｏｎｅ ｍｏｄｅｌ，ＣＺＭ）以来，裂纹

尖端内聚区的内聚力与内聚区应变关系的表述就一直是断裂力学、特别是弹塑性断裂力学研究所关注的核

心问题．由 Ｄｕｇｄａｌｅ［４］的解可以得到塑性区的长度或裂纹尖端张开位移，并为 δ 断裂判据提供了理论支撑，但
这一解答只有在材料为理想刚塑性的假设下才能得到，因此只适用于低碳钢或塑料薄板受面内作用的断裂

问题［５⁃６］ ．文献［７］建立了基于黏聚区模型的纯Ⅱ型断裂的 ＥＮＦ 试件裂纹扩展模型．
混凝土材料切口附近的非线性表现往往伴随着断裂过程区，其尺度大至分米甚至米级．Ｈｉｌｌｅｒｂｏｒｇ 等［８］

将条形状的断裂过程区用虚拟裂纹来代替，提出了更具实用价值的虚拟裂纹模型（ ｆｉｃｔｉｔｉｏｕｓ ｃｒａｃｋ ｍｏｄｅｌ，
ＦＣＭ），断裂能 ＧＦ 和拉应变软化曲线（即内聚区内聚力与内聚裂纹的关系曲线）被定义为材料断裂的两个控

制参数，并应用于混凝土类材料的断裂分析．
内聚区模型具有普遍意义，适用于任何工程材料，但不同材料表现为不同的内聚区受力、变形特征，主要

是不同的内聚区形状、尺度和本构关系．由于其解析的难度，目前绝大多数的研究都是采用试验测试数据结

合有限元等数值方法进行迭代求解，内聚区的本构关系被假定为线性软化、双线性软化、指数函数等形式，或
者内聚区的内聚强度被假定为恒定（Ｄｕｇｄａｌｅ 模型）、水压力、指数函数等形式［９⁃１５］ ．

段树金、中川建治等［１６⁃１７］把裂纹尖端的形状由椭圆形转换为尖劈形，提出了虚拟裂纹一般问题的解析

方法．这种解消除了裂尖的应力奇异性，在全域都是解析的，从理论上为内聚区模型的发展和应用开辟了新

途径．
为了避开裂纹尖端附近的复杂区域，从能量的观点出发，Ｒｉｃｅ［１８］ 提出了 Ｊ 积分作为描述裂纹尖端应力

应变场的参量．在线弹性情况下， Ｊ 积分就是能量释放率 Ｇ； 对于 Ｄｕｇｄａｌｅ 模型等虚拟裂纹模型，由于除线状

的断裂过程区外，整个体都是弹性的，所以可以给出 Ｇ ＝ Ｊ ．
在虚拟裂纹模型中存在两个裂纹尖端，即物理裂纹尖端和虚拟裂纹尖端，因此需要定义两个相应的能量

释放率来描述两个裂尖的扩展［１９］ ．
本文将内聚区简化为虚拟裂纹，导出一种满足虚拟裂纹条件的解析函数，给出物理裂纹尖端扩展的能量

释放率 Ｇａ、内聚裂纹尖端扩展的能量释放率 Ｇｂ 的计算公式，讨论 Ｇａ，Ｇｂ，Ｊ 积分及断裂能 ＧＦ 之间的关系．

１　 内聚区内聚力和张开位移函数

１．１　 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ应力函数与裂尖奇异解

弹性力学平面问题的求解归结为寻求一个满足双调和方程

　 　 Ñ２Ñ２φ（ ｚ，ａ） ＝ ０ （１）
的解 φ（ ｚ）， 并满足弹性体相应的边界条件．对于含裂纹的弹性体，采用复变函数更为便利，其中 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ，ａ
为物理裂纹长度．由此可以求出全部应力分量和位移分量．

对于图 １ 所示的边裂纹平面应力问题，垂直于裂纹面的应力函数为
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　 　 σｙ（ ｚ，ａ） ＝
σ０ ｚ

ｚ － ａ
， （２）

相应的位移函数为

　 　 ｖ（ ｚ，ａ） ＝
σ０

Ｅ
ａ２ － ｚ２ ． （３）

从式（２）、（３）和图 １ 可以看出，应力在裂尖呈奇异性，其根本原因在于裂尖处的张开位移为椭圆形．

图 １　 Ⅰ型边裂纹的椭圆张开位移和奇异应力

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｏｐｅｎｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ａ ｍｏｄｅ⁃Ⅰ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋ

１．２　 满足虚拟裂纹条件的非奇异解

参照图 ２，将带状内聚区模型化为一虚拟裂纹；由文献［１５］，问题的非奇异解可由对奇异解的加权积分

得到，有

　 　 Φ（ ｚ，ａ，ｂ） ＝ ∫ａ＋ｂ
ａ

ρ（ ｔ）φ（ ｚ，ｔ）ｄｔ， （４）

其中， ｔ替代了 ａ作为积分自变量， ｂ为从裂尖算起沿裂纹扩展方向的长度， ρ（ ｔ） 为定义在 ［ａ，ａ ＋ ｂ］ 区间的

权函数，其面积标准化为 １．为简便起见，令 ｃ ＝ ａ ＋ ｂ， 以下的公式仅给出沿 ｘ 轴的结果．
积分得到的 Φ（ ｚ，ａ，ｂ） 仍为解析函数，可以作为弹性力学平面问题的应力函数．以权函数为 ρ（ ｔ） ＝

１ ／ ｂ（ａ ≤ ｔ ≤ ｃ） 为例，对式（２）加权积分， 有

　 　 σｙ（ ｚ，ａ，ｂ） ＝
σ０ ｚ
ｂ ∫ｃ

ａ

１
ｚ － ｔ

ｄｔ，

得

　 　 σｙ（ｘ，ａ，ｂ） ＝
σ０ｘ
ｂ

π
２

－ ａｒｃｔａｎ
ａ

ｘ２ － ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，　 　 ａ ≤ ｘ ≤ ｃ ． （５）

对式（３）积分， 得

　 　
ｖ（ ｚ，ａ，ｂ） ＝

σ０

Ｅｂ ∫
ｃ

ａ
ｚ２ － ｔ２ ｄｔ，

ｖ（ｘ，ａ，ｂ） ＝
σ０

Ｅｂ ｘ２ ｌｎ ｘ ＋ ｃ ｃ２ － ｘ２ － ｘ２ ｌｎ（ｃ ＋ ｃ２ － ｘ２ ）[ ] ，　 　 ０ ＜ ｘ ≤ ｃ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６）

从式（４）、（５）和图 ２ 可以看出，加权积分解消除了裂纹尖端的奇异性，在区间 ａ≤ ｘ ≤ ｃ， 有限应力集中

（即内聚力）和光滑尖劈形张开位移相并存，二者关系呈非线性，在物理上可以表征内聚裂纹；但除内聚区外

的整个体都是弹性的．
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图 ２　 内聚区模型的尖劈形张开位移和非奇异应力分布

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｗｅｄｇｅ ｏｐｅｎｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｈｅｓｉｖｅ ｚｏｎｅ ｍｏｄｅｌ

２　 内聚区模型的能量释放率 Ｇａ 和 Ｇｂ

２．１　 内聚区模型的能量释放率 Ｇａ 和 Ｇｂ 的定义

由上节结果可知，在裂尖延长线上构成了一过渡区间，即把含裂纹界面划分为 ３ 个区域（见图 ２）：物理

裂纹（真实裂纹）区 （ｘ ＜ ａ）、虚拟裂纹（内聚） 区（ａ≤ ｘ≤ ａ ＋ ｂ） 和连续区（ｘ ＞ ａ ＋ ｂ）；存在两个裂纹尖端：
物理裂纹尖端和虚拟裂纹尖端．因此需要定义两个相应的能量释放率 Ｇａ 和 Ｇｂ 来描述两个裂尖的扩展．

由 Ｉｒｗｉｎ 定义的能量释放率 Ｇ，定义物理裂纹扩展（ｂ一定） 的能量释放率Ｇａ 和虚拟裂纹扩展（ａ一定） 的

能量释放率 Ｇｂ， 分别为

　 　 Ｇａ ＝ － １
Ｂ

∂Ｗ（ａ，ｂ）
∂ａ

， （７）

　 　 Ｇｂ ＝ －
１
Ｂ

∂Ｗ（ａ，ｂ）
∂ｂ

， （８）

其中， Ｂ 为板的厚度， Ｗ（ａ，ｂ） 为裂纹扩展时释放的总势能．
２．２　 Ｇａ 和 Ｇｂ 的计算

对图 ２ 所示的内聚区模型，系统的势能可按下列步骤求得：
１） 首先，考虑在无穷远处作用有垂直于 ｘ 轴均匀拉应力 σ０；同时假设在区间 ｘ≤ ａ ＋ ｂ 的裂纹表面作用

着均匀拉应力 σ０， 那么这一问题等同于受均匀拉应力作用的无裂纹板．
２） 无穷远处的拉应力恒定，物理裂纹区间 ｘ ＜ ａ 的应力由 σ０ 连续缓慢地降为零；而虚拟裂纹区（ａ ≤ ｘ

≤ ｃ） 的应力连续缓慢地变为图 ２ 所示的 σｙ（ｘ；ａ，ｂ）； 同时，裂纹张开位移也由零变为图 ２ 所示的 ｖ（ｘ；ａ，ｂ），
则区间 ｘ ＜ ａ 释放的能量为

　 　 Ｗ１（ａ，ｂ） ＝ ２σ０ ∫ａ
０
ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ， （９）

虚拟裂纹区释放的能量为

　 　 Ｗ２（ａ，ｂ） ＝ ２σ０ ∫ｃ
ａ
ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ ＋ ２ ∫ｃ

ａ
σｙ（ｘ；ａ，ｂ）ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ ． （１０）

３） 所以，从无裂纹均匀受拉状态到形成裂纹 ａ ＋ ｂ 的状态，释放的总能量为

　 　 Ｗ（ａ，ｂ） ＝ Ｗ１（ａ，ｂ） ＋ Ｗ２（ａ，ｂ） ． （１１）
考虑单位厚度的薄板， Ｇａ 和 Ｇｂ 分别为

　 　 Ｇａ ＝ １
２

∂Ｗ１（ａ，ｂ）
∂ａ

＋ １
２

∂Ｗ２（ａ，ｂ）
∂ａ

， （１２）

　 　 Ｇｂ ＝
１
２

∂Ｗ１（ａ，ｂ）
∂ｂ

＋ １
２

∂Ｗ２（ａ，ｂ）
∂ｂ

． （１３）

由定义，有

　 　 Ｇａ ＝ σ０
∂
∂ａ ∫

ａ

０
ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ， （１４）
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　 　 Ｇｂ ＝ σ０
∂
∂ｂ ∫

ｃ

ａ
ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ ＋ ∂

∂ｂ ∫
ｃ

ａ
σｙ（ｘ；ａ，ｂ）ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ ． （１５）

本文模型中，由于消除了裂尖的应力奇异性，若 ａ 一定，一旦给定了 σ０ ／ σｓ，ｂ 值就唯一确定；由于在裂纹

尖端（ｘ ＝ ｃ） 处，ＫⅠ ＝ ０， 所以有

　 　 σ０
∂
∂ｂ ∫

ｃ

ａ
ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ ＝ ∂

∂ｂ ∫
ｃ

ａ
σｙ（ｘ；ａ，ｂ）ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ， （１６）

则

　 　 Ｇｂ ＝ ２ ∂
∂ｂ ∫

ｃ

ａ
σｙ（ｘ；ａ，ｂ）ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ， （１７）

或者

　 　 Ｇｂ ＝ ２σ０
∂
∂ｂ∫

ｃ

ａ
ｖ（ｘ；ａ，ｂ）ｄｘ ． （１８）

显然，式（１８）比式（１７）更为便捷．
对于图 ２ 所示问题的应力和张开位移解， ｂ 一定，物理裂纹尖端 ｔ 从零扩展到 ａ， 将式（６）代入式（１４），

可得

　 　 Ｇａ ＝
σ２

０

Ｅ
∂
∂ａ

１
ｂ ∫

ａ

０
［ｘ２ ｌｎ ｘ ＋ ｔ ｔ２ － ｘ２ － ｘ２ ｌｎ（ ｔ ＋ ｔ２ － ｘ２ ）］ ｔ ＝ ａ＋ｂ

ｔ ＝ ｂ ｄｘ{ } ＝

　 　 　 　
σ２

０πａ
Ｅ

１ ＋ ｂ
２ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１９）

同理， ａ 一定，虚拟裂纹尖端 ｔ 从 ａ 扩展到 ａ ＋ ｂ， 将式（６）代入式（１８），得

　 　 Ｇｂ ＝
２σ２

０

Ｅ
∂
∂ｂ

１
ｂ ∫

ｃ

ａ
［ｘ２ ｌｎ ｘ ＋ ｔ ｔ２ － ｘ２ － ｘ２ ｌｎ（ ｔ ＋ ｔ２ － ｘ２ ）］ ｔ ＝ ａ＋ｂ

ｔ ＝ ａ ｄｘ{ } ＝

　 　 　 　
σ２

０πａ
Ｅ

１
２

＋ ｂ
３ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２０）

如果虚拟裂纹长度 ｂ ＝ ０， 由上述公式可得

　 　 Ｇａ ＝ πａ
Ｅ

σ２
０， （２１）

　 　 Ｇｂ ＝
πａ
２Ｅ

σ２
０ ． （２２）

则式（２１）中 Ｇａ 的结果与基于奇异解的能量释放率 Ｇ 完全一致，具有唯一性；而 Ｇｂ 的值则依赖于虚拟裂纹区

的内聚力与张开位移的关系，其值介于（０～１．０） Ｇａ 之间，在本文中依赖于假设的权函数．
２．３　 Ｄｕｇｄａｌｅ模型的 Ｇｂ

特别地，虚拟裂纹区的内聚力为恒定值 σｓ 时的应力无奇异条件为

　 　 ａ ＋ ｂ ＝ ａｓｅｃ
πσ０

２σｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２３）

得物理裂纹尖端张开位移为

　 　 δ ＝
８σｓａ
πＥ

ｌｎ ｓｅｃ
πσ０

２σｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２４）

此时有

　 　 Ｇｂ ＝ σｓδ ＝
２πσ２

０ａ
Ｅ

ｌｎ（ａ ＋ ｂ） － ｌｎ（ａ）
ｃｏｓ －１（ａ ／ （ａ ＋ ｂ））

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２５）

或者表示为

　 　 Ｇｂ ＝
８σ２

ｓ ａ
πＥ

ｌｎ ａ ＋ ｂ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２６）
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由式（２６）可得，当 ｂ ＝ ０ 时， Ｇｂ ＝ ０．

３　 Ｇａ，Ｇｂ 与 Ｊ 积分、 ＧＦ 的关系

３．１　 Ｊ 积分与 Ｇｂ 的关系

Ｒｉｃｅ 定义沿路径 Γ 的 Ｊ 积分为

　 　 Ｊ ＝ ∫
Γ

ωｄｙ － Ｔｉ

∂ｕｉ

∂ｘ
ｄｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２７）

其中， ω 为应变能密度； Ｔｉ 为沿路径 Γ 的作用力矢量； ｕｉ 为位移矢量； Γ 为围绕裂纹尖端的积分线路．
对于本文定义的尖劈形裂纹，取如图 ３ 所示的积分路径，此时 ω ＝ ０，Ｔｉ ＝ σｙ（ｘ，ａ，ｂ），ｕｉ ＝ ｖ（ｘ，ａ，ｂ）， 即

　 　 Ｊ ＝ － ２∫ｃ
ａ
σｙ（ｘ，ａ，ｂ）

∂ｖ（ｘ，ａ，ｂ）
∂ｘ

ｄｘ ． （２８）

比较式（１７）和（２８），因在区间 （ａ，ｃ），对 ｘ 和对 ｂ 求偏导等同，可得

　 　 Ｊｂ ＝ Ｇｂ ． （２９）
对于 Ｄｕｇｄａｌｅ 模型，有

　 　 Ｊｂ ＝ σｓδ ． （３０）

图 ３　 Ｊ 积分线路 Γ
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ Ｊ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｐａｔｈ Γ

３．２　 Ｇｂ 与 ＧＦ 的关系

受拉混凝土断裂能 ＧＦ 定义为单位面积内聚裂纹吸收的能量．在虚拟裂纹模型中，被定义为材料拉应变

软化曲线下的面积，即

　 　 ＧＦ ＝ ∫ｗｃ
０
σ（ｗ）ｄｗ， （３１）

其中， ｗｃ 为临界裂尖张开位移，即内聚力 σ 降为 ０ 时虚拟裂纹的最大宽度，而在虚拟裂尖处的内聚力达到材

料极限强度 σｓ，此处的 ｗ对应于本文模型的２ｖ，ｗＬ 与虚拟裂纹临界长度 ｂｃ 一一对应．因此， ＧＦ 在数值上等于

临界能量释放率 Ｇｃ 或临界 Ｊ 积分值 Ｊｃ， 即

　 　 ＧＦ ＝ Ｇｂｃ ＝ Ｊｂｃ ． （３２）
文献［２０］的解析模型揭示了虚拟裂纹面上某点处的内聚力 σｙ 与该点的张开位移 ｖ 之间的关系，这一关

系正是材料拉应变软化曲线，软化曲线包围的面积正是断裂能 ＧＦ， 即每单位面积裂缝面完全断开所吸收的

能量．
３．３　 讨论

本文的解析对象为一半无限大板，且除了内聚区外，材料处于线弹性状态，因此：
１） 随着试件尺寸的增大，整体的线弹性条件逐渐得到满足，测得的 Ｇａｃ 和 Ｇｂｃ 也趋于真实值．
２） 只有当 ｂ ／ ａ 趋于零（相当于完全线弹性或小范围屈服），即内聚区不存在或很小时，才可以测得真实

的 Ｇａｃ 值（相当于线弹性断裂韧度 ＧＩＣ），此时 Ｇｂｃ 将失去意义．
３） Ｇｂ 随着 ｂ 的增加而增大，当 ｂ 达到一临界值 ｂｃ 时，内聚区完全形成，其物理裂尖的内聚力降为零，Ｇｂｃ

＝ ＧＦ，裂纹开始失稳扩展，所以 Ｇｂｃ 可以作为含内聚区材料的断裂韧性．
４） 对于类似于混凝土的拉应变软化材料，裂纹失稳扩展后，试件的承载力会逐渐下降，内聚区不断前
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移，可以由 Ｇａｃ 来评估试件的剩余强度．
５） 但在实验测试中，断裂能 ＧＦ 的尺寸效应还来源于内聚区以外的附加耗能．采用一般测试手段，要测

得真实的断裂能，除了试件尺寸要求外，还对加载试验机提出了很高的刚度要求．如采用三点弯曲试件由实

测 Ｐ⁃δ曲线计算断裂能时，就包含了内聚区以外的能耗，因而高估了 ＧＦ 值．试件尺寸越大，内聚区以外的塑形

能也越多［２１］，使得小试件情况下， ＧＦ ＞ Ｇｂｃ； 只有当试件足够大，且扣除了内聚区以外的附加耗能时，才有

ＧＦ ＝ Ｇｂｃ
［２２］ ．

６） 文献［２３⁃２４］的研究表明：试件尺寸、初始裂缝相对尺度对测试断裂能产生显著影响．本文的理论模

型具有普遍意义，有限边界试件的内聚区模型解可结合边界配置法得到近似解［２５］，并由此导出 Ｇｂ，Ｊｂ 等的计

算值；随着物理裂纹的扩展，有效韧带的尺度逐渐减小，边界条件的变化使得能量释放率 Ｇ 或 Ｊ 积分值的精

度会越来越差，由此可以对材料断裂参数的尺寸效应进行评估．如果采用通过测试内聚区张开位移获得拉应

变软化曲线的方法，所得的断裂能将不受内聚区以外附加耗能的影响［２６］ ．

４　 结　 　 论

基于导出的满足内聚裂纹条件的解析解，讨论了物理裂纹尖端扩展的能量释放率 Ｇａ、内聚裂纹尖端扩

展的能量释放率 Ｇｂ 的计算，以及 Ｇｂ 与 Ｊ 积分之间的关系，推导出了 Ｇｂ 更为简洁的计算公式（１８），并证明了

Ｇｂ ＝ Ｊｂ ．只要试件足够大，临界能量释放率 Ｇｂｃ （或临界积分 Ｊｂｃ ）就是断裂能 ＧＦ， 表明 Ｇｂｃ 可以作为含内聚区

材料的断裂韧性来判别裂纹的失稳扩展．但试件的实测 ＧＦ 值总是大于 Ｇｂｃ（Ｊｂｃ ）值，主要是源于内聚区以外

的附加耗能的影响．
本文提出的方法适用于所有含Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ型内聚裂纹的弹性体，对于断裂力学内聚区模型的研究和应用

具有重要参考价值．
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