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摘要：　 发展了一种适用于含有切口的压电准晶 ／压电晶体 ／弹性体三材料组合结构界面断裂问题的高精度的半数

值半解析方法．首先，通过引入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系建立了三材料组合结构的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程，将原问题在传统 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 体系下的高阶偏微分控制方程转化为低阶常微分方程组．其次，通过分离变量法求解问题对应的辛本征值和

本征解，将各物理场变量利用辛级数展开形式表示．最后，将辛级数与等几何分析方法相结合，获得了辛⁃等几何耦

合列式，直接求得切口尖端附近奇异物理场及其强度因子的解析表达式．
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０　 引　 　 言

１９８３ 年，诺贝尔奖获得者 Ｓｈｅｃｈｔｍａｎ 教授首次在急速冷却的铝锰合金中发现了一种介于晶体与非晶体

之间的物质———准晶体（ＱＣ）．该类物质由于特殊的微观结构，表现出诸多优良的属性，如隔热、耐腐蚀、耐磨

等，可用于制备太阳能选择吸收器、储氢材料等，在航空航天领域和新能源领域具有广阔的应用前景．但是，
准晶体为脆性材料，自身极易发生断裂失效，需要与其他材料组合使用．然而，由于材料失配问题，不同材料

的界面处不可避免地会出现界面断裂．因此，研究准晶体组合结构的界面断裂问题具有重要的实际意义．
目前，准晶体 ／压电准晶体（ＰＱＣ）的断裂力学研究已经受到了学术界的广泛关注．基于准晶体的弹性理

论［１］，Ｆａｎ（范天佑）等首次研究了准晶体中的 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹［２⁃３］ ．此后，研究者们进一步深入研究了准晶体线弹

性断裂问题［４⁃１３］ ．在压电准晶体断裂方面：Ｊｉａｎｇ 和 Ｌｉｕ［１４］研究了含有 Ｖ 形切口的一维六方压电准晶体断裂问

题，并推导了应力强度因子的解析解；Ｌｉ 等［１５］采用奇异积分方程研究了横观各向同性压电准晶体圆柱壳的

断裂问题；Ｚｈｏｕ 和 Ｌｉ［１６］考虑了压电准晶体中的半渗透裂纹并求解了应力强度因子；Ｚｈａｏ 等［１７⁃１８］发展了一种

扩展位移不连续边界元法，研究了双压电准晶体材料的界面断裂问题；Ｈｕ 等［１９］研究了双压电准晶体材料中

的双界面裂纹．
上述研究工作主要集中于单一准晶体 ／压电准晶体断裂问题，解析分析主要基于单变量的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 求

解系统，需要根据边界条件构造假设函数，因此大部分研究工作为无限大或半无限大的模型．此外，目前还没

有针对含有切口的压电准晶体 ／压电晶体 ／弹性体多材料界面反平面断裂问题的相关研究．为解决上述问题，
本文将辛方法与等几何方法［２０］相结合，发展了一种适用于压电准晶体 ／压电晶体 ／弹性体多材料组合结构反

平面界面断裂问题的辛⁃等几何耦合方法．辛方法［２１］是钟万勰院士首次提出的一种全新的解析求解方法，该
方法无需构造假设函数，是一种直接理性的求解方法，目前已广泛应用于多场耦合材料力学问题和断裂力学

领域．相比传统方法，提出的辛⁃等几何耦合方法主要具有以下三方面优势：① 无需切口尖端的控制点加密，
节省了大量计算资源； ② 无需后处理，直接获得切口尖端附近的物理场和强度因子解析表达式，计算精度

大幅提高； ③ 可以避免复杂的网格剖分过程．

１　 压电准晶体 ／压电晶体 ／弹性体的辛体系

１．１　 基本模型

图 １　 含切口的三材料组合结构

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ３⁃ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｎｏｔｃｈ

含 Ｖ 形切口的三材料组合结构如图 １ 所示，为了研究切口

在不同材料界面的情况，这里考虑 ３ 种情况：① 切口位于压电

准晶体和弹性体之间，即 Ｍ１ 为压电准晶，Ｍ２ 为压电晶体

（ＰＺＣ）， Ｍ３ 为弹性体（情况 １）； ② 切口位于压电晶体和弹性体

之间，即Ｍ１ 为压电晶体，Ｍ２ 为压电准晶，Ｍ３ 为弹性体（情况 ２）；
③ 切口位于压电准晶体和压电晶体之间，即 Ｍ１ 为压电准晶，Ｍ２

为弹性体，Ｍ３ 为压电晶体（情况 ３）．以切口尖端为原点，以上切

口面为 ｘ 轴和极轴建立直角坐标系 （ｘ，ｙ） 和柱坐标系 （ ｒ，θ，ｚ），
以不同材料界面分别建立两个子柱坐标系 （ ｒ１，θ１，ｚ１） 和 （ ｒ２，
θ２，ｚ２） ．
１．２　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ对偶方程

由文献［２２⁃２３］，三种材料反平面问题的应变能密度和对应

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 密度函数为：
应变能密度

　 　 Π（ＰＱＣ） ＝ １
２

σ（ＰＱＣ）γ（ＰＱＣ） ＋ １
２

Ｈ（ＰＱＣ）ω（ＰＱＣ） － １
２

Ｅ（ＰＱＣ）Ｄ（ＰＱＣ） －

　 　 　 　 { ｕ（ＰＱＣ）
ｚ ，ｗ（ＰＱＣ）

ｚ ，φ （ＰＱＣ） } { Ｔ（ＰＱＣ）
σ ，Ｔ（ＰＱＣ）

Ｈ ，Ｔ（ＰＱＣ）
Ｄ } Ｔ， （１）
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　 　 Π（ＰＺＣ） ＝ １
２

σ（ＰＺＣ）γ（ＰＺＣ） － １
２

Ｅ（ＰＺＣ）Ｄ（ＰＺＣ） － { ｕ（ＰＺＣ）
ｚ ，φ （ＰＺＣ） } { Ｔ（ＰＺＣ）

σ ，Ｔ（ＰＺＣ）
Ｄ } Ｔ， （２）

　 　 Π（ｅ） ＝ １
２

σ（ｅ）γ（ｅ） － ｕ（ｅ）
ｚ Ｔ（ｅ）

σ ； （３）

Ｌａｇｒａｎｇｅ 密度函数

　 　 Ｌ（ＰＱＣ） ＝ １
２

Ｃ（ＰＱＣ）
４４

∂ｕ（ＰＱＣ）
ｚ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｒ（ＰＱＣ）
３

∂ｗ（ＰＱＣ）
ｚ

∂θ
∂ｕ（ＰＱＣ）

ｚ

∂θ
＋ ｅ（ＰＱＣ）

１５
∂φ （ＰＱＣ）

∂θ
∂ｕ（ＰＱＣ）

ｚ

∂θ
＋

　 　 　 　 １
２

Ｃ（ＰＱＣ）
４４ （ｕ（ＰＱＣ）

ｚ ） ２ ＋ Ｒ（ＰＱＣ）
３ ｕ（ＰＱＣ）

ｚ ｗ（ＰＱＣ）
ｚ ＋ ｅ（ＰＱＣ）

１５ ｕ（ＰＱＣ）
ｚ φ （ＰＱＣ） ＋ ｄ（ＰＱＣ）

１５
∂φ （ＰＱＣ）

∂θ
∂ｗ（ＰＱＣ）

ｚ

∂θ
－

　 　 　 　 １
２

λ （ＰＱＣ）
１１

∂φ （ＰＱＣ）

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
２

Ｋ（ＰＱＣ）
２

∂ｗ（ＰＱＣ）
ｚ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
２

Ｋ（ＰＱＣ）
２ （ｗ（ＰＱＣ）

ｚ ） ２ ＋

　 　 　 　 ｄ（ＰＱＣ）
１５ φｗ（ＰＱＣ）

ｚ － １
２

λ （ＰＱＣ）
１１ （φ （ＰＱＣ）） ２， （４）

　 　 Ｌ（ＰＺＣ） ＝ １
２

Ｃ（ＰＺＣ）
４４

∂ｕ（ＰＺＣ）
ｚ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｒ（ＰＺＣ）
３

∂ｗ（ＰＺＣ）
ｚ

∂θ
∂ｕ（ＰＺＣ）

ｚ

∂θ
＋ １

２
Ｃ（ＰＺＣ）

４４ （ｕ（ＰＺＣ）
ｚ ） ２ ＋

　 　 　 　 Ｒ（ＰＺＣ）
３ ｕ（ＰＺＣ）

ｚ ｗ（ＰＺＣ）
ｚ ＋ １

２
Ｋ（ＰＺＣ）

２

∂ｗ（ＰＺＣ）
ｚ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
２

Ｋ（ＰＺＣ）
２ （ｗ（ＰＺＣ）

ｚ ） ２， （５）

　 　 Ｌ（ｅ） ＝ １
２

Ｃ（ｅ）
４４

∂ｕ（ｅ）
ｚ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （６）

其中上标（ＰＱＣ）、（ＰＺＣ）、（ｅ）分别代表压电准晶体、压电晶体和弹性体材料； σ（ ｉ） ＝ {σ （ ｉ）
ｚθ ，σ （ ｉ）

ｚｒ } 和 γ（ ｉ） ＝
{ γ （ ｉ）

ｚθ ，γ （ ｉ）
ｚｒ } Ｔ 为声子场的应力和应变，Ｈ（ ｉ） ＝ {Ｈ（ ｉ）

ｚθ ，Ｈ（ ｉ）
ｚｒ } 和 ω（ ｉ） ＝ {ω （ ｉ）

ｚθ ，ω （ ｉ）
ｚｒ } Ｔ 为相位子场的应力和应变，

Ｄ（ ｉ） ＝ {Ｄ（ ｉ）
θ ，Ｄ（ ｉ）

ｒ } 和 Ｅ（ ｉ） ＝ {Ｅ（ ｉ）
θ ，Ｅ（ ｉ）

ｒ } Ｔ 为电位移和电场强度； Ｃ（ ｉ）
４４ 为声子场弹性模量， Ｋ（ ｉ）

２ 为相位子场弹

性模量， Ｒ（ ｉ）
３ 为声子场⁃相位子场耦合系数， ｅ（ ｉ）１５ 和 ｄ（ ｉ）

１５ 分别为声子场和相位子场压电常数， λ （ ｉ）
１１ 为介电常数；

（ ） ＝ ∂（） ／ ∂ξ，ξ ＝ ｌｎ ｒ 为广义坐标．
引入广义位移向量：
　 　 ｑ（ＰＱＣ） ＝ { ｕ（ＰＱＣ）

ｚ ，ｗ（ＰＱＣ）
ｚ ，φ （ＰＱＣ） } Ｔ， ｑ（ＰＺＣ） ＝ { ｕ（ＰＺＣ）

ｚ ，ｗ（ＰＺＣ）
ｚ } Ｔ， ｑ（ｅ） ＝ ｕ（ｅ）

ｚ ． （７）
由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换，广义位移的对偶变量为

　 　
ｐ（ＰＱＣ） ＝ ∂Ｌ（ＰＱＣ）

∂ｑ（ＰＱＣ）
＝ { ｒσ （ＰＱＣ）

ｚｒ ，ｒＨ（ＰＱＣ）
ｚｒ ，ｒＤ（ＰＱＣ）

ｒ } Ｔ，

ｐ（ＰＺＣ） ＝ ∂Ｌ（ＰＺＣ）

∂ｑ（ＰＺＣ）
＝ { ｒσ （ＰＺＣ）

ｚｒ ，ｒＤ（ＰＺＣ）
ｒ } Ｔ， ｐ（ｅ） ＝ ∂Ｌ（ｅ）

∂ｑ（ｅ）
＝ ｒσ （ｅ）

ｚｒ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（８）

因此，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 Ｈ（ ｉ）（ｑ（ ｉ），ｐ（ ｉ）） ＝ （ｐ（ ｉ）） Ｔｑ（ ｉ） － ＬＱＣ（ｑ（ ｉ），ｑ（ ｉ）） ． （９）
由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程为

　 　
ｑ（ ｉ）

ｐ（ ｉ）{ } ＝
∂Ｈ（ ｉ）

∂ｐ（ ｉ）

－ ∂Ｈ（ ｉ）

∂ｑ（ ｉ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝
０ Ｍ（ ｉ）

－ Ｍ（ ｉ） ∂２

∂θ ２ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｑ（ ｉ）

ｐ（ ｉ）{ } ， （１０）

　 　 Ｍ（ＰＱＣ） ＝

Ｃ（ＰＱＣ）
４４ Ｒ（ＰＱＣ）

３ ｅ（ＰＱＣ）
１５

Ｒ（ＰＱＣ）
３ Ｋ（ＰＱＣ）

２ ｄ（ＰＱＣ）
１５

ｅ（ＰＱＣ）
１５ ｄ（ＰＱＣ）

１５ － λ （ＰＱＣ）
１１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｍ（ＰＺＣ） ＝
Ｃ（ＰＺＣ）

４４ Ｒ（ＰＺＣ）
３

Ｒ（ＰＺＣ）
３ Ｋ（ＰＺＣ）

２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

为材料矩阵， Ｍ（ｅ） ＝ Ｃ（ｅ）
４４ ．
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１．３　 辛本征值和本征解

式（１０）可采用分离变量法求解．令 ψ（ ｉ） ＝ { ｑ（ ｉ），ｐ（ ｉ） } ｅ －μξ， 有

　 　
０ Ｍ（ ｉ）

－ Ｍ（ ｉ） ∂２

∂θ ２ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ψ（ ｉ） ＝ μψ（ ｉ） ． （１１）

式（１１）有零本征值，其对应的本征解为

　 　

ψ（ＰＱＣ）
０１ ＝ { １，０，０，０，０，０ } Ｔ，

ψ（ＰＱＣ）
０２ ＝ { ０，１，０，０，０，０ } Ｔ，

ψ（ＰＱＣ）
０３ ＝ { ０，０，１，０，０，０ } Ｔ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

ψ（ＰＺＣ）
０１ ＝ { １，０，０，０ } Ｔ，

ψ（ＰＺＣ）
０２ ＝ { ０，１，０，０ } Ｔ，{ ψ（ｅ）

０１ ＝ { １，０ } Ｔ ． （１２）

对于非零本征值，式（１１）的通解为

　 　 ψ（ ｉ）
ｎ ＝

ｃｏｓ（μ ｎθ）Ｉ（ ｉ） ｓｉｎ（μ ｎθ）Ｉ（ ｉ）

μ ｎｃｏｓ（μ ｎθ）Ｍ（ ｉ） μ ｎｓｉｎ（μ ｎθ）Ｍ（ ｉ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｘ（ ｉ）

１ ， （１３）

其中 ｘ（ＰＱＣ）
１ ＝ { χ （ＰＱＣ）

１１ ， χ （ＰＱＣ）
１２ ， χ （ＰＱＣ）

１３ ， χ （ＰＱＣ）
２１ ， χ （ＰＱＣ）

２２ ， χ （ＰＱＣ）
２３ } Ｔ， ｘ（ＰＺＣ）

１ ＝ { χ （ＰＺＣ）
１１ ， χ （ＰＺＣ）

１２ ， χ （ＰＺＣ）
２１ ， χ （ＰＺＣ）

２２ } Ｔ， ｘ（ｅ）
２

＝ { χ （ｅ）
１ ， χ （ｅ）

２ } Ｔ 是未知系数，下标数字代表不同的子极坐标系； Ｉ（ＰＱＣ） 为三阶单位矩阵， Ｉ（ＰＺＣ） 为二阶单位矩

阵， Ｉ（ｅ） 为 １．式（１３）在不同的子极坐标系下有着统一的形式，而未知系数在不同的子坐标系下有着不同的数

值．这里以情况 １ 为例，介绍未知系数的求解方法．
该情况下，上下切口面声子场、相位子场应力和电位移为零：
　 　 {σ θｚ θ ＝ ０，Ｈｚθ θ ＝ ０，Ｄθ θ ＝ ０ } Ｔ ＝ ０， σ θｚ θ ＝ －γ１－γ２－γ３

＝ ０． （１４）
压电准晶体与压电晶体界面处，声子场对应的应力、位移、电势和电位移连续，相位子场应力为零：

　 　
σ （ＰＱＣ）

θｚ θ ＝ －γ１

Ｄ（ＰＱＣ）
θ θ ＝ －γ１

{ } ＝
σ （ＰＺＣ）

θｚ θ ＝ －γ１

Ｄ（ＰＺＣ）
θ θ ＝ －γ１

{ } ，
ｕ（ＰＱＣ）
ｚ θ ＝ －γ１

φ （ＰＱＣ）
θ ＝ －γ１

{ } ＝
ｕ（ＰＺＣ）
ｚ θ ＝ －γ１

φ （ＰＺＣ）
θ ＝ －γ１

{ } ， Ｈ（ＰＱＣ）
ｚθ θ ＝ －γ１

＝ ０． （１５）

压电晶体与弹性体界面处声子场应力、位移连续，电位移为零：
　 　 σ （ＰＺＣ）

θｚ θ ＝ －γ１－γ２
＝ σ （ｅ）

θｚ θ ＝ －γ１－γ２
， ｕ（ＰＺＣ）

ｚ θ ＝ －γ１－γ２
＝ ｕ（ｅ）

ｚ θ ＝ －γ１－γ２
， Ｄ（ＰＺＣ）

θ θ ＝ －γ１－γ２
＝ ０． （１６）

将通解（１３）代入边界条件（１４）—（１６）中可得

　 　 － ｓｉｎ（μ ｎγ １）Ｍ（ＰＱＣ） ｃｏｓ（μ ｎγ １）Ｍ（ＰＱＣ）[ ] ｘ（ＰＱＣ）
１ ＝ ０， （１７）

　 　 ｓｉｎ（μ ｎγ ３）Ｃ（ｅ）
４４ ｃｏｓ（μ ｎγ ３）Ｃ（ｅ）

４４[ ] ｘ（ｅ）
２ ＝ ０， （１８）

　 　 Γ１ ０２×３[ ] ｘ（ＰＱＣ）
１ ＝ Ｉ（ＰＺＣ） ０２×２[ ] ｘ（ＰＺＣ）

１ ， （１９）

　 　 ０２×３ Γ１Ｍ（ＰＱＣ）[ ] ｘ（ＰＱＣ）
１ ＝ ０２×２ Ｍ（ＰＺＣ）[ ] ｘ（ＰＺＣ）

１ ， （２０）

　 　 ０１×３ Γ２Ｍ（ＰＱＣ）[ ] ｘ（ＰＱＣ）
１ ＝ ０， （２１）

　 　 Γ３ ０１×２[ ] ｘ（ＰＺＣ）
２ ＝ Γ３ｘ（ｅ）

２ ， （２２）

　 　 ０１×２ Γ３Ｍ（ＰＺＣ）[ ] ｘ（ＰＺＣ）
２ ＝ ０ Ｃ（ｅ）

４４[ ] ｘ（ｅ）
２ ， （２３）

　 　 ０１×２ Γ４Ｍ（ＰＺＣ）[ ] ｘ（ＰＺＣ）
２ ＝ ０， （２４）

其中 Γ１ ＝
１ ０ ０
０ ０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Γ２ ＝ ０ １ ０[ ] ， Γ３ ＝ １ ０[ ] ， Γ４ ＝ ０ １[ ] ．

由于子坐标系 ２ 可以通过子坐标系 １ 顺时针旋转 γ ２ 获得，因此， ｘ（ＰＺＣ）
１ 和 ｘ（ＰＺＣ）

２ 满足

　 　 ｘ（ＰＺＣ）
２ ＝

ｃｏｓ（μ ｎγ ２）Ｉ（ＰＺＣ） － ｓｉｎ（μ ｎγ ２）Ｉ（ＰＺＣ）

ｓｉｎ（μ ｎγ ２）Ｉ（ＰＺＣ） ｃｏｓ（μ ｎγ ２）Ｉ（ＰＺＣ）
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｘ（ＰＺＣ）

１ ． （２５）

因此，通解中的未知系数 ｘ（ ｉ）
１ 和 ｘ（ ｉ）

２ 满足

　 　 Λ { ｘ（ＰＱＣ）
１ ，ｘ（ＰＺＣ）

１ ，ｘ（ｅ）
２ } Ｔ ＝ ０， （２６）

其中 Λ 由式（１７）—（２５）获得．
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式（２６）有非零解，因此

　 　 Λ ＝ ０． （２７）
由于式（２７）无法解析求解，采用迭代法可求出辛本征值的数值解．将本征值代入式（２６）中，即可求出所

有的非零本征值对应的本征解．至此，式（１１）中的所有辛本征解已全部获得．因此，式（１０）的解可以表达为这

些辛本征解的线性组合：

　 　 Ψ（ ｉ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
ｃｎψ（ ｉ）

ｎ ｒμｎ， （２８）

其中 ψ（ ｉ）
ｎ 为不同材料所对应的辛本征解， ｃｎ 为待定系数．

２　 辛⁃等几何耦合方法

２．１　 压电准晶体 ／压电晶体 ／弹性体的等几何列式

采用 ＮＵＲＢＳ 基函数对声子场 ／相位子场位移和电势进行离散：
　 　 ｕ（ ｉ）

ｚ ＝ Ｒ（ζ，η）ｕ（ ｉ）
ｚ ， ｗ（ ｉ）

ｚ ＝ Ｒ（ζ，η）ｗ（ ｉ）
ｚ ， φ （ ｉ） ＝ Ｒ（ζ，η）φ（ ｉ）， （２９）

其中 ｕ（ ｉ）
ｚ ＝ { ｕ（ ｉ）

ｚ，１１，…，ｕ（ ｉ）
ｚ，ｋｌ，…，ｕ（ ｉ）

ｚ，（ｐ＋１）（ｑ＋１） } Ｔ，ｗ（ ｉ）
ｚ ＝ {ｗ（ ｉ）

ｚ，１１，…，ｗ（ ｉ）
ｚ，ｋｌ，…，ｗ（ ｉ）

ｚ，（ｐ＋１）（ｑ＋１） } Ｔ 和 φ（ ｉ） ＝ { φ （ ｉ）
１１ ，…，φ （ ｉ）

ｋｌ ，
…，φ （ ｉ）

（ｐ＋１）（ｑ＋１） } Ｔ 分别为控制点的未知量； Ｒ（ζ，η） ＝ {Ｒｐｑ
１１，…，Ｒｐｑ

ｋｌ ，…，Ｒｐｑ
（ｐ＋１）（ｑ＋１） } 为双变量 ＮＵＲＢＳ 基函数向

量； ζ 和 η 为参数坐标； ｐ 和 ｑ 为 ＮＵＲＢＳ 基函数在不同方向的阶次．
对应声子场 ／相位子场应变和电场强度为

　 　 { γ （ ｉ）
ｚｘ ，γ （ ｉ）

ｚｙ } Ｔ ＝ Ｂｕ（ ｉ）
ｚ ， {ω （ ｉ）

ｚｘ ，ω （ ｉ）
ｚｙ } Ｔ ＝ Ｂｗ（ ｉ）

ｚ ， {Ｅ（ ｉ）
ｘ ，Ｅ（ ｉ）

ｙ } Ｔ ＝ － Ｂφ（ ｉ）， （３０）

其中 Ｂ ＝ Ｊ －１
ｃ

∂ＲＴ

∂ζ
，∂Ｒ

Ｔ

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

， Ｊｃ ＝

∂ｘ
∂ζ

∂ｙ
∂ζ

∂ｘ
∂η

∂ｙ
∂η

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

将式（２９）和（３０）代入式（１）—（３）中，由变分原理即可得到等几何列式：
　 　 Ｋ（ ｉ）ａ（ ｉ） ＝ Ｐ（ ｉ）， （３１）

其中 ａ（ＰＱＣ） ＝ { （ｕ（ＰＱＣ）
ｚ ） Ｔ，（ｗ（ＰＱＣ）

ｚ ） Ｔ，（φ（ＰＱＣ）） Ｔ } Ｔ，ａ（ＰＺＣ） ＝ { （ｕ（ＰＺＣ）
ｚ ） Ｔ，（φ（ＰＺＣ）） Ｔ } Ｔ 和 ａ（ｅ） ＝ ｕ（ｅ）

ｚ 为控制点未

知量向量．单元刚度阵 Ｋ（ ｉ） 为

　 　 Ｋ（ＰＱＣ） ＝

Ｋ（ＰＱＣ）
ｕｕ Ｋ（ＰＱＣ）

ｕｗ Ｋ（ＰＱＣ）
ｕφ

Ｋ（ＰＱＣ）
ｗｕ Ｋ（ＰＱＣ）

ｗｗ Ｋ（ＰＱＣ）
ｗφ

Ｋ（ＰＱＣ）
φｕ Ｋ（ＰＱＣ）

φｗ Ｋ（ＰＱＣ）
φφ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｋ（ＰＺＣ） ＝
Ｋ（ＰＺＣ）

ｕｕ Ｋ（ＰＺＣ）
ｕφ

Ｋ（ＰＺＣ）
φｕ Ｋ（ＰＺＣ）

φφ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， Ｋ（ｅ） ＝ Ｋ（ｅ）

ｕｕ ， （３２）

其中

　 　 Ｋ（ ｉ）
ｕｕ ＝ ∫

Ω
ＢＴＣ（ ｉ）

４４ Ｉ２×２ＢｄΩ， Ｋ（ ｉ）
ｗｗ ＝ ∫

Ω
ＢＴＫ（ ｉ）

２ Ｉ２×２ＢｄΩ， Ｋ（ ｉ）
φφ ＝ － ∫

Ω
ＢＴλ （ ｉ）

１１ Ｉ２×２ＢｄΩ，

　 　 Ｋ（ ｉ）
ｕｗ ＝ Ｋ（ ｉ）

ｗｕ ＝ ∫
Ω
ＢＴＲ（ ｉ）

３ Ｉ２×２ＢｄΩ， Ｋ（ ｉ）
ｕφ ＝ Ｋ（ ｉ）

φｕ ＝ ∫
Ω
ＢＴｅ（ ｉ）１５ Ｉ２×２ＢｄΩ， Ｋ（ ｉ）

ｕｗ ＝ Ｋ（ ｉ）
ｗｕ ＝ ∫

Ω
ＢＴｄ（ ｉ）

１５ Ｉ２×２ＢｄΩ ．

载荷向量 Ｐ（ ｉ） 为

　 　 Ｐ（ＰＱＣ） ＝

Ｐ（ＰＱＣ）
ｕ

Ｐ（ＰＱＣ）
ｗ

Ｐ（ＰＱＣ）
φ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

， Ｐ（ＰＺＣ） ＝
Ｐ（ＰＺＣ）

ｕ

Ｐ（ＰＺＣ）
φ

{ } ， Ｐ（ｅ） ＝ Ｐ（ｅ）
ｕ ， （３３）

其中 Ｐ（ ｉ）
ｕ ＝ ∫

∂Ω
ＲＴＴ（ ｉ）

σ ｄＳ， Ｐ（ ｉ）
ｗ ＝ ∫

∂Ω
ＲＴＴ（ ｉ）

Ｈ ｄＳ， Ｐ（ ｉ）
φ ＝ ∫

∂Ω
ＲＴＴ（ ｉ）

Ｄ ｄＳ ．

２．２　 压电准晶体 ／压电晶体 ／弹性体的辛⁃等几何耦合列式

将模型分为两个区域，如图 ２ 所示．Ωｓ 为奇异区，该区域受切口尖端的奇异应力影响较大．Ωｎ 为非奇异

区，该区域远离切口尖端，受奇异应力影响较小．
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图 ２　 奇异区和非奇异区

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｒｅｇｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｓｉｎｇｕｌａｒ ｒｅｇｉｏｎ

将等几何列式（３１）按奇异区和非奇异区进行分块：

　 　
Ｋ（ ｉ）

ｓｓ Ｋ（ ｉ）
ｓｎ

Ｋ（ ｉ）
ｎｓ Ｋ（ ｉ）

ｎｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ａ（ ｉ）
ｓ

ａ（ ｉ）
ｎ

{ } ＝
Ｐ（ ｉ）

ｓ

Ｐ（ ｉ）
ｎ

{ } ， （３４）

下标 ｓ 和 ｎ 代表奇异区和非奇异区．采用辛方法对奇异区进行

求解，将奇异区的解式（２８）代入式（３４）中，即可获得辛⁃等几何

耦合列式：

　 　
（Φ（ ｉ）） ＴＫ（ ｉ）

ｓｓ Φ（ ｉ） Ｋ（ ｉ）
ｓｎ Φ（ ｉ）

（Φ（ ｉ）） ＴＫ（ ｉ）
ｎｓ Ｋ（ ｉ）

ｎｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｃ
ａ（ ｉ）

ｎ
{ } ＝

（Φ（ ｉ）） ＴＰ（ ｉ）
ｓ

Ｐ（ ｉ）
ｎ

{ } ，

（３５）
其中 Φ（ ｉ） 由辛本征解组成．可以发现，辛⁃等几何耦合列式中，基
本未知量为辛本征解的待定系数和非奇异区内控制点的未知量．当求解该方程，获得待定系数 ｃ， 即可获得

模型奇异区内物理场的解析表达式．

３　 数 值 算 例

为避免参与计算的矩阵奇异，对各材料参数和物理量无量纲化处理．材料参数为 Ｃ
－

４４ ＝ Ｃ４４ ／ （１０９ Ｐａ），Ｒ
－

３

＝ Ｒ３ ／ （１０９ Ｐａ），Ｋ
－

２ ＝ Ｋ２ ／ （１０９ Ｐａ），ｅ－ １５ ＝ ｅ１５ ／ （１ Ｃ ／ ｍ２），ｄ
－

１５ ＝ ｄ１５ ／ （１ Ｃ ／ ｍ２），λ
－

１１ ＝ λ １１ × １０９ ／ （１ Ｃ２ ／ （Ｎ·ｍ２））；

位移和电势为 ｕ－ ｚ ＝ ｕｚ ／ ａ，ｗ
－
ｚ ＝ ｗｚ ／ ａ，φ

－ ＝ φ × （１０ －９ Ｃ ／ Ｎ） ／ ａ； 应力和电位移为σ－ ＝σ ／ （１ ＧＰａ）， Ｈ
－
＝Ｈ ／ （１ ＧＰａ），

Ｄ
－
＝ Ｄ ／ （１ Ｃ ／ ｍ２）； 外加载荷为 Ｆ

－

σ ＝ Ｆσ ／ （１０９ Ｎ）， Ｆ
－

Ｈ ＝ ＦＨ ／ （１０９ Ｎ）， Ｑ
－
＝ Ｑ ／ （１ Ｃ） ．采用的材料参数［２２，２４⁃２５］如

表 １ 所示．

表 １　 压电准晶体 ／ 压电晶体 ／ 弹性体材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｏｆ ＰＱＣ ／ ＰＺＣ ／ ｅｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ

Ｃ４４ ／ ＧＰａ Ｒ３ ／ ＧＰａ Ｋ２ ／ ＧＰａ ｅ１５ ／ （Ｃ ／ ｍ２） ｄ１５ ／ （Ｃ ／ ｍ２） λ １１ ／ （Ｃ２ ／ （Ｎ·ｍ２））

ＰＱＣ ５０ １．２ ０．１８ －０．１３８ －０．１６ ８．２６×１０－１１

ＰＺＣ ２５．６ － － １２．７ － ６．４６

ｅｐｏｘｙ １．７６ － － － － －

３．１　 对比算例

图 ３　 含内部裂纹的压电准晶体

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ＰＱＣ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｃｒａｃｋ

由于目前尚未有针对含有切口的压电准晶体 ／压电晶体 ／弹
性体三材料结构断裂问题的研究，为验证提出方法的正确性，首
先考虑如图 ３ 所示的含中心裂纹的单一压电准晶体模型．其边

界受均布反对称荷载作用： σ－ ０ ＝Ｈ
－

０ ＝Ｄ
－

０ ＝ １，模型的几何参数为

Ｗ ＝ Ｈ ＝ Ｌ，δ １ ＝ Ｗ ／ ２ － ａ，δ ２ ＝ Ｈ ／ ２．
图 ４ 展示了不同位置裂纹对应的应力强度因子随边长的变

化曲线．由于模型和载荷对称，三场的强度因子相等，即： Ｋσ
Ⅲ ＝

ＫＨ
Ⅲ ＝ ＫＤ

Ⅲ ＝ Ｋ∗
Ⅲ ．从图中可以发现，随着模型尺寸增加，应力强度

因子不断变小，最终收敛于一个常数，该常数与无限大模型所对

应的解析解［２６］一致．
为进一步验证所提出的方法，将三材料模型中的压电准晶

体的相位子场进行退化，考虑一个如图 ５ 所示的含有边裂纹的

圆形压电晶体 ／环氧树脂组合模型，其上下边界受反对称集中荷

载 Ｆ
－

σ ＝ １， 模型上边界和双材料界面接地．计算参数为 γ ＝ π ／ ２．
Ｍａｔ⁃１ 为压电晶体材料，其材料参数为 Ｃ（ＰＺＣ）

４４ ＝ κ １Ｃ（ＰＺＣ）
４４ ，ｅ （ＰＺＣ）

１５ ＝ κ ２ｅ（ＰＺＣ）１５ ，λ （ＰＺＣ）
１１ ＝ κ ３λ （ＰＺＣ）

１１ ；Ｍａｔ⁃２ 为弹性体，
其材料参数为 Ｃ（ｅ）

４４ ．其中， ｅ（ＰＺＣ）１５ 和 Ｃ（ｅ）
４４ 取表 １ 中的参数．图 ６ 显示了不同材料参数 （κ １，κ ２，κ ３） 下三场的应
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力强度因子．从图中曲线可以发现，辛⁃等几何耦合方法所得结果与文献［２２］吻合良好，进一步验证了本文方

法的准确性．此外，图中曲线还表明，该情况下不同材料参数对各场强度因子影响不同，并且主要影响电位移

强度因子．

图 ４　 应力强度因子随模型尺寸的变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ
ｖｓ． ｔｈｅ ｓｉｚｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ

图 ５　 圆形压电晶体 ／ 环氧树脂双材料结构

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ＰＺＣ ／ ｅｐｏｘｙ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ

（ａ） κ１ 的影响

（ａ） Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ κ１

（ｂ） κ２ 的影响 （ｃ） κ３ 的影响

（ｂ） Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ κ２ （ｃ） Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ κ３

图 ６　 材料参数对应力、电位移强度因子的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ
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３．２　 压电准晶体 ／压电晶体 ／弹性体三材料结构的奇异性

考虑图 １ 中各角度对切口尖端奇异性的影响．计算参数为 γ １ ＝ γ ３ ＝ Δθ，γ ２ ＝ １８０° ．表 ２—４ 给出了不同情

况下，切口尖端的奇异性随各角度的变化．结果显示情况 １ 和情况 ２ 均有两个奇异性指数，而情况 ３ 仅有一

个奇异性指数，并且所有的奇异性指数均随着角度 Δθ 的增加而降低．因此，切口的角度越小，３ 种情况的应

力奇异性越强．
表 ２　 情况 １ 时切口奇异性指数随角度 Δθ 的变化

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｖｓ． Δθ ｉｎ ｃａｓｅ １

　
Δθ

５０° ６０° ７０° ８０° ９０°
μ１ － １ －０．２０９ ８ －０．２４３ ８ －０．２７５ ９ －０．３０６ ０ －０．３３４ ５
μ２ － １ －０．０１３ ２ －０．０１８ ８ －０．０２８ ０ －０．０４６ ２ －０．０８３ ７

表 ３　 情况 ２ 时切口奇异性指数随角度 Δθ 的变化

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｖｓ． Δθ ｉｎ ｃａｓｅ ２

　
Δθ

５０° ６０° ７０° ８０° ９０°
μ１ － １ －０．４７６ ８ －０．４８１ ０ －０．４８４ ２ －０．４８６ ７ －０．４８８ ７
μ２ － １ －０．２４０ ０ －０．２７３ ６ －０．３０４ １ －０．３３２ ５ －０．３５８ ０

表 ４　 情况 ３ 时切口奇异性指数随角度 Δθ 的变化

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｒｄｅｒｓ ｖｓ． Δθ ｉｎ ｃａｓｅ ３

　
Δθ

５０° ６０° ７０° ８０° ９０°
μ１ － １ －０．８３８ ９ －０．８５２ ８ －０．８６３ ６ －０．８７２ ４ －０．８７９ ７

３．３　 含边切口的方形三材料结构

考虑如图 ７ 所示的含有边切口的方形压电准晶体 ／压电晶体 ／环氧树脂组合结构，分别考虑情况 １、情况

２、情况 ３ 三种组合方式．三材料角度分别为： γ １ ＝ γ ３ ＝ ６０° 和 γ ２ ＝ １８０°；切口深度为 ａ；模型宽和高为 Ｌ ＝ ６，
Ｈ ＝ １２；无量纲载荷参数为：Δｕ ＝ Δｗ ＝ Δφ ＝ ０．１．由于三材料组合结构尖端奇异性指数不再为－１ ／ ２，这里采用

文献［２３，２７］所定义的广义强度系数．

（ａ） 情况 １ （ｂ） 情况 ２ （ｃ） 情况 ３
（ａ） Ｃａｓｅ １ （ｂ） Ｃａｓｅ ２ （ｃ） Ｃａｓｅ ３

图 ７　 含边切口的方形压电准晶体 ／ 压电晶体 ／ 环氧树脂模型

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ＰＱＣ ／ ＰＺＣ ／ ｅｐｏｘｙ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｍｏｄｅｌｓ

表 ５—１０ 为三场强度系数．结果发现，在情况 １ 下，切口有两个奇异本征值；界面 １ 有电位移强度系数，
界面 ２ 无电位移强度系数；并且两个界面上 Ｋσ

１ 占主导．情况 ２ 下，切口仍有两个奇异本征值；界面 １ 有电位
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移强度系数，界面 ２ 无电位移强度系数；两个界面上 Ｋσ
２ 占主导．情况 ３ 下，切口仅有一项奇异本征值，此时双

界面上均只有声子场应力强度系数．
表 ５　 界面 １ 强度系数（情况 １）

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ １ （ｃａｓｅ １）

　
ａ

１ ２ ３ ４ ５

Ｋσ
１ ０．９４９ ０ １．０４２ ３ １．０５８ ４ １．０４９ ７ １．０２３ ７

ＫＤ
１ ０．０１１ ０ ０．０１２ ０ ０．０１２ ２ ０．０１２ １ ０．０１１ ８

ＫＨ
１ ０ ０ ０ ０ ０

Ｋσ
２ －０．０２１ ３ －０．０２１ ５ －０．０２１ ６ －０．０２１ ６ －０．０２１ ６

ＫＤ
２ ０．０１０ ９ ０．０１１ ０ ０．０１１ ０ ０．０１１ ０ ０．０１１ ０

ＫＨ
２ ０ ０ ０ ０ ０

表 ６　 界面 ２ 强度系数（情况 １）
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ２ （ｃａｓｅ １）

　
ａ

１ ２ ３ ４ ５

Ｋσ
１ ０．０５１ ２ ０．０５６ ３ ０．０５７ １ ０．０５６ ７ ０．０５５ ３

ＫＤ
１ ０ ０ ０ ０ ０

Ｋσ
２ ０．０００ ９ ０．０００ ９ ０．０００ ９ ０．０００ ９ ０．０００ ９

ＫＤ
２ ０ ０ ０ ０ ０

表 ７　 界面 １ 强度系数（情况 ２）
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ １ （ｃａｓｅ ２）

　
ａ

１ ２ ３ ４ ５

Ｋσ
１ －０．０１４ ５ －０．０１４ ４ －０．０１４ ０ －０．０１２ ８ －０．００９ ９

ＫＤ
１ ０．００７ ９ ０．００７ ８ ０．００７ ６ ０．００７ ０ ０．００５ ４

ＫＨ
１ ０ ０ ０ ０ ０

Ｋσ
２ ０．９３２ ９ １．０２８ ９ １．０４４ １ １．０３１ ７ ０．９９４ ９

ＫＤ
２ ０．０１１ ７ ０．０１２ ９ ０．０１３ １ ０．０１３ ０ ０．０１２ ５

ＫＨ
２ ０ ０ ０ ０ ０

表 ８　 界面 ２ 强度系数（情况 ２）
Ｔａｂｌｅ ８　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ２ （ｃａｓｅ ２）

　
ａ

１ ２ ３ ４ ５

Ｋσ
１ ０．０００ ４ ０．０００ ４ ０．０００ ４ ０．０００ ４ ０．０００ ３

ＫＤ
１ ０ ０ ０ ０ ０

ＫＨ
１ ０ ０ ０ ０ ０

Ｋσ
２ ０．０４８ ９ ０．０５３ ９ ０．０５４ ７ ０．０５４ １ ０．０５２ １

ＫＤ
２ ０ ０ ０ ０ ０

ＫＨ
２ ０ ０ ０ ０ ０

表 ９　 界面 １ 强度系数（情况 ３）
Ｔａｂｌｅ ９　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ １ （ｃａｓｅ ３）

　
ａ

１ ２ ３ ４ ５

Ｋσ
１ ０．０５８ ０ ０．０７５ １ ０．０７６ ０ ０．０７３ ６ ０．０７３ ６

ＫＤ
１ ０ ０ ０ ０ ０

ＫＨ
１ ０ ０ ０ ０ ０
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表 １０　 界面 ２ 强度系数（情况 ３）
Ｔａｂｌｅ １０　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ２ （ｃａｓｅ ３）

　
ａ

１ ２ ３ ４ ５

Ｋσ
１ ０．０５８ ３ ０．０７５ ４ ０．０７６ ４ ０．０７４ ０ ０．０７４ ０

ＫＤ
１ ０ ０ ０ ０ ０

４　 结　 　 论

本文发展了一种适用于压电准晶多材料组合结构界面断裂问题的辛⁃等几何耦合方法．该方法可以分析

含 Ｖ 形切口的压电准晶体 ／压电晶体 ／弹性体的界面断裂问题，直接获得切口尖端附近区域内的奇异物理场

的解析表达式以及各物理场对应的强度因子．该方法克服了传统数值方法在计算强度因子时存在网格和路

径依赖问题，并且不需要引入新的单元和复杂的后处理程序．
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［２１］　 姚伟岸， 钟万勰． 辛弹性力学［Ｍ］ ． 北京： 高等教育出版社， ２００２． （ＹＡＯ Ｗｅｉａｎ， ＺＨＯＮＧ Ｗａｎｘｉｅ． Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｅ⁃
ｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， ２００２． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２２］　 ＸＵ Ｃ Ｈ， ＺＨＯＵ Ｚ Ｈ， ＸＵ Ｘ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａｎ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｉｎ
ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１５， ３９（９）： ２７２１⁃２７３９．

［２３］　 ＺＨＯＵ Ｚ， ＹＡＮＧ Ｚ， ＸＵ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｓｉｚｅ Ｖ⁃ｎｏｔｃｈｅｄ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎ⁃
ｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ ｗｉｔｈ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ［ Ｊ］ ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， １００： １３９⁃１５３．

［２４］　 ＷＵ Ｙ Ｆ， ＣＨＥＮ Ｗ Ｑ， ＬＩ Ｘ Ｙ． Ｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｎ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ： ｇｅｎｅｒａｌ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ
ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｍａｇａｚｉｎｅ， ２０１３， ９３（８）： ８５８⁃８８２．

［２５］　 ＬＩ Ｘ Ｙ， ＬＩ Ｐ Ｄ， ＷＵ Ｔ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａ⁃
ｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｉｔｈ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａ， ２０１４， ３７８（１０）： ８２６⁃８３４．

［２６］　 ＹＡＮＧ Ｊ， ＬＩ Ｘ． Ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｂｏｕｔ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ａ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｃｒａｃｋ ｉｎ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ８２：
１７⁃２４．

［２７］　 ＣＨＥＮ Ｃ Ｄ， ＣＨＵＥ Ｃ Ｈ． Ｓｉｎｇｕｌａｒ ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｆｉｅｌｄｓ ｎｅａｒ ｔｈｅ ａｐｅｘ ｏｆ ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｂｏｎｄｅｄ ｗｅｄｇｅ ｕｎ⁃
ｄｅｒ ａｎｔｉｐｌａｎｅ ｓｈｅａｒ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００３， ４０（２３）： ６５１３⁃６５２６．

４５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


