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摘要：　 该文研究了渐近均质法在单相气体渗流理论中的应用，开发了气体在孔隙尺度下流动的数学模型和数值

方法．基于渐近均质法，建立了周期单元上描述周期性多孔结构孔隙尺度下单相气体流动的局部问题．讨论了局部

问题的特殊数学性质和物理意义．利用一种基于对称性和反对称性扩展的简化方法，提出了求解局部问题的最小二

乘有限元方法，克服了由于平均算子和周期性边界条件引起的数值困难．局部问题的求解能够获得单孔内速度和压

力的精确分布，并且在仅知道孔隙几何形状的情况下评估多孔介质的渗透性．在局部问题的基础上，通过理论分析

获得了微管中 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流动的解析解，验证了所提出的数学模型和数值算法．最后，考虑了一种三维周期性多孔结

构，获得了单孔中气体局部流动的数值结果和多孔介质的渗透系数．
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０　 引　 　 言

多孔介质中的气体流动广泛存在于自然现象和工业技术中，因而对其开展数学建模研究具有重要的科

学意义和应用价值［１］，如地质层中天然气的输运［２］，飞机油箱内多孔阀的油气过滤，飞行器外壳热防护材料

的气动烧蚀等．然而，由于测量技术的局限性和多孔介质空间结构的复杂性，使得这种流动的研究非常困难，
大多数工作仅能获得多孔介质中气体流动的宏观结果．许多研究是根据 Ｄａｒｃｙ 定律及其修正，从宏观现象分

析孔隙中气体的流动．这种情况下，单孔中所发生的局部效应仅作为整体特征的简单估计（如 Ｄａｒｃｙ 定律中

平均流速和实验中渗透系数的确定），未充分考虑孔隙中流动的真实过程．孔隙中的流动对渗流的整体影响

非常重要［３］：孔隙的几何特征和局部流动决定了渗流的渗透性．因此，有必要准确描述孔隙中的局部流动．
许多学者应用多种方法研究了多孔介质孔隙中的局部流动，如均质化和体积平均模型［４］，孔隙网络

（“管束”）模型［５］，分数阶模型［６］等．每种方法都有其优缺点，对于渗流问题的研究，描述孔隙中发生的实际

物理过程以及微宏观过程之间的理论联系至关重要．因此，本文采用了文献［７］中提出的针对周期性复合材

料建模的渐近均质法，该方法能够有效模拟多孔介质孔隙中的物理过程．目前，渐近均质法已经被广泛应用

于解决多孔材料的热力学问题［８］、复合材料有效性能预测［９⁃１０］，以及材料渗透性能估计［１１］等问题．
应用渐近均质法获得的描述局部流动的数学模型具有一些特殊性［１２］，主要是：通常具有积分⁃微分类型

的均匀化限制和周期性边界条件所构成的约束条件．这使得局部问题的理论意义和求解方法有别于经典的

数学模型．一些研究数值求解了周期单元上的局部问题，包括罚函数有限元法［１３］、光滑粒子流体动力学

（ＳＰＨ）方法［１４］等．但是少有讨论局部问题的特殊性和复杂约束条件的求解方法．
本文的目的是研究周期单元上气体的局部流动问题，提出了一种基于对称性和反对称性扩展的简化方

法，开发求解局部问题的最小二乘有限元法，通过微管中 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流动的解析解验证了相关模型和算法．

１　 多孔介质中气体流动的连续介质力学模型

１．１　 多孔介质的几何模型

考虑如图 １ 所示的正交各向异性多孔介质．建立如下假设： ① 多孔介质的微观结构具有周期性特征；
② 多孔介质无死孔； ③ 周期单元是孔隙中充满气体的纤维和纤维材料所组成的区域； ④ 周期单元关于局

部直角坐标系中的坐标平面具有几何和物理的对称性，这使得能够将计算区域简化为 １ ／ ８ 周期单元．

（ａ） 多孔介质的微观结构 （ｂ） 多孔介质的周期单元 （ｃ） 多孔介质的 １ ／ ８ 周期单元

（ａ） Ｔｈｅ ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ （ｂ） Ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｅｌｌ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ （ｃ） １ ／ ８ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｅｌｌ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ

图 １　 多孔介质的几何模型（显示为气体所占的孔隙）

Ｆｉｇ． １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ （ｓｈｏｗｉｎｇ ｔｈｅ ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｏｃｃｕｐｉｅｄ ｂｙ ｇａｓ）

图 １ 中， Ｖ表示整个孔隙所占的区域，其边界（固⁃气边界）用 Σ表示， Ｖξ 表示周期单元， Σξ 表示孔隙中气

体与固体的边界．
１．２　 气体流动的力学方程组

多孔介质中气体的流动由可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组描述：
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其中， ρ 是密度， ｖ 是速度， Ｔ 是 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量， 􀱋 表示张量积．
对气体介质设置如下假设： ① 孔隙中的气体介质为理想气体； ② 气体是各向同性的 Ｎｅｗｔｏｎ 黏性介质，

黏性系数非常小且不为零； ③ 气体的质量力密度为零； ④ 气体的运动是等温等压的； ⑤ 气体的体积黏度

系数［１２］为零，即 λ ＋ ２μ ／ ３ ＝ ０， 其中 λ 和 μ 是黏度系数．
根据各向同性线黏性介质的本构关系，Ｃａｕｃｈｙ 应力张量可写为

　 　 Ｔ ＝ － ｐＥ ＋ σ， （２）
其中， ｐ 是压力， σ ＝ λ（Ñ·ｖ）Ｅ ＋ ２με 是黏性应力张量， ε ＝ （Ñ􀱋 ｖ ＋ Ñ􀱋 ｖＴ） ／ ２ 是应变率张量．

考虑理想气体的状态方程：
　 　 ｐ ＝ ρＲθ ０， （３）

其中， Ｒ 是气体常数； θ ０ 是恒定温度．
在固气界面，设置无滑移边界条件：
　 　 ｖ Σ ＝ ０． （４）
初始时刻 ｔ ＝ ｔ０ 的给定压力为

　 　 ｐ ｔ ＝ ｔ０
＝ ｐ０ ． （５）

２　 多孔介质中气体流动的局部建模

２．１　 局部建模中渐近均质法的尺度放大

定义 Ｌ 为整个多孔介质的特征长度， ｌ 为周期单元的特征长度， κ ＝ ｌ ／ Ｌ≪１ 为不同尺度之间特征长度的

比例小参数，并通过小参数将宏观坐标系 ｘ 和局部坐标系 ξ 联系起来．描述孔隙中流动的所有函数 ｆ 是准周

期性的（即取决于 ｘ 和 ξ），包括速度 ｖ、压力 ｐ 和密度 ρ ．函数的两尺度微分可通过以下规则： Ñｆ（ｘ，ξ） → Ñｘ ｆ

＋ １
κ

Ñξ ｆ， 其中 Ñｘ 和 Ñξ 分别是全局坐标和局部坐标的微分算子．此外，引入函数 ｆ 在域 Ｖξ 的平均算子 〈 ｆ〉 ＝

１
φ ｐ
∫
Ｖξ
ｆｄＶ， 其中 φ ｐ ＝ ∫

Ｖξ
ｄＶ 为介质的孔隙度．

根据多孔介质的周期性假设，速度 ｖ、压力 ｐ 和密度 ρ 由小参数 κ 的渐近展开式表示：

　 　
ｖ ＝ ｖ（０）（ｘ，ξ） ＋ κｖ（１）（ｘ，ξ） ＋ κ ２ｖ（２）（ｘ，ξ） ＋ …，
ｐ ＝ ｐ（０）（ｘ，ξ） ＋ κｐ（１）（ｘ，ξ） ＋ κ ２ｐ（２）（ｘ，ξ） ＋ …，
ρ ＝ ρ （０）（ｘ，ξ） ＋ κρ （１）（ｘ，ξ） ＋ κ ２ρ （２）（ｘ，ξ） ＋ … ．

ì

î

í

ïï

ïï

（６）

根据气体黏性的假设，可以得到 μ ＝ μ ０κ ２ ．
将式（６）和黏性假设代入系统（１）—（５）并以小参数 κ 的幂次进行分组后，得到周期单元上的局部问题

如下：

　 　

Ñξ·ｖ（０） ＝ ０，
－ Ñｘｐ（０） － Ñξｐ（１） ＋ μ ０Δξｖ（０） ＝ ０，

ｐ（１） ＝ Ｒθ ０ρ （１），

〈ｐ（１）〉 ＝ ０， ｖ（０） ＝ ０， ｐ（１） ＝ ０，
ｖ（０） ＝ ０， ξ ∈ Σξ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（７）

其中， ｖ（０），ｐ（１） 和 ρ （１） 是未知函数．符号 · 表示周期性边界条件，周期单元为 － １ ／ ２ ≤ ξ ｉ ≤１ ／ ２．局部问题中

的压力梯度 Ñｘｐ（０） 仅取决于全局坐标 ｘ， 看作局部问题的“输入数据”．
进一步考虑三维多孔结构，气体沿着局部坐标轴运动时，由于局部问题（７）的线性性质，其解可表示为
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“输入数据” Ñｘｐ（０） 的线性函数：

　 　 ｐ（１） ＝ － ∑
３

α ＝ １
Ｐ（α）（ξ）ｐ（０）

，α ， ｖ（０）ｉ ＝ － １
μ ０∑

３

α ＝ １
Ｖ（α）

ｉ （ξ）ｐ（０）
，α ， （８）

其中， ｆ，ｉ ＝ ∂ｆ ／ ∂ｘｉ， ｆ ／ ｉ ＝ ∂ｆ ／ ∂ξ ｉ， 函数 Ｐ（α） 和 Ｖ（α）
ｉ 依赖于 ξ ．

将表达式（８）代入局部问题（７），消掉 ｐ（０）
，ｉ 后，得到一组需要确定函数 Ｐ（α） 和 Ｖ（α）

ｉ 的局部问题，这些问题

不包含描述气体物理性质的常量，也不依赖于“输入数据”：

　 　

Ｖ（α）
ｉ ／ ｉ ＝ ０，

Ｐ（α）
／ ｉ － Ｖ（α）

ｉ ／ ｊｊ ＝ ｈ（α）
ｉ ，

〈Ｐ（α）〉 ＝ ０， Ｖ（α）
ｉ ＝ ０， Ｐ（α） ＝ ０，

Ｖ（α）
ｉ Σξ

＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

　 　 ｉ ＝ １，２，３； ｊ ＝ １，２，３； α ＝ １，２，３． （９）

当多孔结构退化为在一个坐标方向上没有其他流动通道的情况下，引入函数 ｈ（α）
ｉ ：

　 　 ｈ（α）
ｉ ＝

０，　 　 ｉ ≠ α 　 ｏｒ　 ｉ ＝ α， Ｐ（０）
，α ＝ ０，

１，　 　 ｉ ＝ α， Ｐ（０）
，α ≠ ０ ．{ （１０）

２．２　 局部问题的物理意义

通过分析系统（９）可得结论：在局部层面上，当系统（９）固定一个 α 的值，也就确定一个伪不可压缩线性

流体的稳态流动问题，并且系统（９）的解仅由孔的几何形状决定．因此，系统（９）适用于在上述假设框架下计

算多孔介质中气体的流动．
问题（９）有一些特定的属性．首先，式（６）中的函数 ｐ（１） 表示压力 ｐ 相对于 ｐ（０） 平均值的压力脉冲，即：

κｐ（１） ＝ ｐ － ｐ（０） ＋ Ｏ（κ ２） 和 ｐ－ ＝ 〈ｐ（０）〉 ．由于 〈ｐ（１）〉 ＝ ０， 所以函数 ｐ（１） 可以是正的，也可以是负的．其次，条件

〈ｐ（１）〉 ＝ ０ 的存在使得问题（９）具有积分形式的约束条件，再结合周期性边界条件，从根本上区别于经典的

Ｓｔｏｋｅｓ 问题．此外，问题（９）是多孔介质中气体运动模型在均质化理论下得到的局部模型，注意到问题（９）中
气体介质的可压缩性在局部流动描述中已不再体现．
２．３　 局部问题在 １ ／ ８ 周期单元上的简化

进一步，考虑将局部问题简化为 １ ／ ８ 周期单元上的问题，从而进行数值求解．因此，根据解的对称和反对

称原理得到以下关于解的延续性定理［１１⁃１２］ ．
定理 １　 设周期单元 Ｖξ 的三维结构具有相对于坐标面 ξ １Ｏξ ２，ξ １Ｏξ ３，ξ ２Ｏξ ３ 的镜像对称性，因此，问题

（９）的解 Ｐ（α） 和 Ｖ（α）
ｉ 是通过定义于 １ ／ ８ 周期单元（第一象限 ξ ｉ：０ ≤ ξ ｉ ≤ １ ／ ２{ } ） 函数 Ｐ（α） 和 Ｖ（α）

ｉ 进行对称

或反对称扩展得到的，函数 Ｐ（α） 和 Ｖ（α）
ｉ 是以下问题的解：

　 　

Ｖ（α）
ｉ ／ ｉ ＝ ０，

Ｐ（α）
／ ｉ － Ｖ（α）

ｉ ／ ｊｊ ＝ ｈ（α）
ｉ ，

Ｖ（α）
ｉ Σξ

＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｉ ＝ １，２，３； ｊ ＝ １，２，３； α ＝ １，２，３ ． （１１）

当 α ＝ １， 函数 Ｐ（α） 和 Ｖ（α）
ｉ 以对称或反对称扩展到整个周期单元上时， 其符号变化如图 ２ 所示．当 α ＝

２，３ 时，可采用类似的置换方式进行．图 ２ 中的符号“＋”表示从第一象限扩展到其他象限时函数不更改符号

（即对称扩展），符号“－”表示符号更改（即反对称扩展）．
利用系统（１１）的解进行对称和反对称扩展，在 １ ／ ８ 周期单元的边界平面上设置如下边界条件：

　 　

ξ １ ＝ ０， ξ １ ＝ １ ／ ２：　 Ｖ（１）
１ ／ １ ＝ ０， Ｖ（１）

２ ＝ ０， Ｖ（１）
３ ＝ ０， Ｐ（１） ＝ ０，

ξ ２ ＝ ０， ξ ２ ＝ １ ／ ２：　 Ｖ（１）
１ ／ ２ ＝ ０， Ｖ（１）

２ ＝ ０， Ｖ（１）
３ ／ ２ ＝ ０， Ｐ（１）

／ ２ ＝ ０，

ξ ３ ＝ ０， ξ ３ ＝ １ ／ ２：　 Ｖ（１）
１ ／ ３ ＝ ０， Ｖ（１）

２ ／ ３ ＝ ０， Ｖ（１）
３ ＝ ０， Ｐ（１）

／ ３ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

２．４　 渗透性的确定

求解局部问题（９）事实上就是仅仅根据孔的几何形状来计算多孔介质的渗流特性．可将式（８）改写为

ｖ（０）ｉ ＝ － １
μ ０ Ｖ

（ ｊ）
ｉ ｐ（０）

，ｊ ， 并作用平均算子，得到渗流问题的 Ｄａｒｃｙ 定律：
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　 　 〈ｖ（０）ｉ 〉 ＝ －
Ｋ ｊ

ｉ

μ ０ ｐ
（０）
，ｊ ， （１３）

其中， Ｋ ｊ
ｉ ＝ μ ０〈Ｖ（ ｊ）

ｉ 〉 是多孔介质渗透张量的分量．
事实上，将平均算子作用于局部问题（９），根据 〈ｐ（１）〉 ＝ ０ 的条件，得到关系： 〈Ｖ（α）

ｉ ／ ｊｊ 〉 ＝ ｈ（α）
ｉ ．这表明平均

流速仅与 μ ０ 有关，且 〈Ｖ（α）
ｉ 〉 是对角阵．进一步分析：因为 α ≠ β 的函数 Ｖ（α）

β 是反对称的（如图 ２），所以二阶

张量 Ｋ ＝ （Ｋ ｊ
ｉ） 是对角线的．若 Ｋ１

１ ＝ Ｋ２
２ ＝ Ｋ３

３ ＝ Ｋ， 则多孔介质是各向同性的， 否则是各向异性的． 需要注意的

是， 由于速度分量 Ｖ（ ｊ）
ｉ 与多孔介质中气体的物理性质无关， 因此， 无量纲渗透系数 Ｋ ｊ

ｉ 仅由单孔的几何形状

确定．

（ａ） Ｖ （１）
１ （ｂ） Ｖ （１）

２ （ｃ） Ｖ （１）
３ （ｄ） Ｐ（１）

图 ２　 对称或反对称扩展中局部问题 Ｌ（１） 的解的符号变化

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｙｍｂｏｌｉｃ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｌｏｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｌ（１） ｉｎ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｏｒ ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ

３　 局部问题的最小二乘有限元数值解法

本节开发求解局部问题的数值方法．Ｈｍ（Ω） 表示在 Ω 中 ｍ ≥ ０ 阶的标准 Ｓｏｂｏｌｅｖ（或 Ｈｉｌｂｅｒｔ）空间，
（·，·）ｍ，ｈ 表示 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间中的相应内积， ‖·‖ｍ，Ω 表示相应范数．空间 Ｌ２（Ω） 由平方可积的函数组成，空
间 Ｈ１

０（Ω） 由 Ｈ１（Ω） 空间中边界上值为零的函数组成［１５］ ．通过取控制方程（１１）中残差的 Ｌ２ 范数平方和来构

建与速度⁃压力⁃应力相关的标准 Ｌ２ 范数最小二乘函数的一阶系统［１６］：

　 　 Ｊ（Ｖ（α）
ｉ ，Ｐ（α），τ （α）

ｉｊ ；ｈ（α）
ｉ ） ＝ １

２
（‖Ｒ１‖２

Ω，０ ＋ ‖Ｒ２‖２
Ω，０ ＋ ‖Ｒ３‖２

Ω，０），

其中， Ｒ１ ＝ Ｖ（α）
ｉ ／ ｉ ，Ｒ２ ＝ Ｐ（α）

／ ｉ － Ｖ（α）
ｉ ／ ｊｊ － ｈ（α）

ｉ ，Ｒ３ ＝ τ （α）
ｉｊ － （Ｖ（α）

ｉ ／ ｊ ＋ Ｖ（α）
ｊ ／ ｉ ） ．

选择并替换适当有限元近似值作为场变量 （Ｖ（α）
ｉ ，Ｐ（α），τ （α）

ｉｊ ） 之后，获得残差 （Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３） ．最小化问题

的解 δＪ ＝ ０， 就是计算的解 Ｕ ＝ （Ｖ（α）
ｉ ，Ｐ（α），τ （α）

ｉｊ ） ∈Ψ ．因此，对所有的 δＵ ＝ （δＶ（α）
ｉ ，δＰ（α），δτ （α）

ｉｊ ） ∈Ψ 均有

下式：
　 　 Ｂ（（Ｖ（α）

ｉ ，Ｐ（α），τ （α）
ｉｊ ），（δＶ（α）

ｉ ，δＰ（α），δτ （α）
ｉｊ ）） ＝ Ξ（δＶ（α）

ｉ ，δＰ（α），δτ （α）
ｉｊ ），

　 　 ∀（δＶ（α）
ｉ ，δＰ（α），δτ （α）

ｉｊ ） ∈ Ψ， （１４）
其中， Ψ ＝ { （Ｖ（α）

ｉ ，Ｐ（α），τ （α）
ｉｊ ） ∈ ［Ｈ１

０（Ω）］ ３ × ［Ｈ１（Ω） ∩ Ｌ２（Ω）］ × ［Ｈ１（Ω）］ ３ } ，（δＶ（α）
ｉ ，δＰ（α），δτ （α）

ｉｊ ） 表示

变量集 （Ｖ（α）
ｉ ，Ｐ（α），τ （α）

ｉｊ ） 的相应变分， Ψ 是相应的函数空间．由此产生的双线性形式 Ｂ（·，·） 和线性形式

Ξ（·，·） 可写为

　 　 Ｂ（Ｕ，δＵ） ＝ ∫
Ω

{ （δＶ（α）
ｉ ／ ｉ ）（Ｖ（α）

ｉ ／ ｉ ） ＋ （δＰ（α）
／ ｉ － δτ （α）

ｉｊ ／ ｊ ）（Ｐ（α）
／ ｉ － τ （α）

ｉｊ ／ ｊ ） ＋

　 　 　 　 ［δτ （α）
ｉｊ － （δＶ（α）

ｉ ／ ｊ ＋ δＶ（α）
ｊ ／ ｉ ）］［τ （α）

ｉｊ － （Ｖ（α）
ｉ ／ ｊ ＋ Ｖ（α）

ｊ ／ ｉ ）］ } ｄΩ， （１５）

　 　 Ξ（Ｕ，δＵ） ＝ ∫
Ω
（δＰ（α）

／ ｉ － δτ （α）
ｉｊ ／ ｊ ）（ｈ（α）

ｉ ）ｄΩ ． （１６）

接下来，考虑有限元公式（１４）—（１６）的近似函数．由于最小二乘公式（１４）中近似函数的最小要求是线

性的，因此可采用 Ｃ０ 基函数［１７］ ．尽管在所用的近似空间之间没有兼容性限制（即 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件），在本文中仍

然使用满足 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件的近似函数．
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４　 数 值 结 果

本节中，首先验证了所提出的模型和算法的可靠性和准确性，然后模拟了在图 １ 所示结构中的流动．
４．１　 微管中 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流动的数学模型和数值模拟

为验证模型和算法，考虑单通道结构中 α ＝ １ 时模型（９）的解析解．微管的 １ ／ ８ 周期单元如图 ３ 所示．

图 ３　 圆柱形单通道结构的 １ ／ ８ 周期单元

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ １ ／ ８ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｅｌｌ ｏｆ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｉｎｇｌｅ ｃｈａｎｎｅｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

假设在毛细管中不可压缩线性黏性流体沿着 ξ １ 轴缓慢流动，则速度的矢量形式为 Ｖ（１） ＝ （Ｖ（１）
１ ，０，０），这

种流动对应于经典 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 问题［１８］ ．这种情况下，模型（９）可以写成

　 　

Ｖ（１）
１ ／ １ ＝ ０，

Ｐ（１）
／ １ － Ｖ（１）

１ ／ ｊｊ ＝ １，

Ｐ（１）
／ ２ ＝ ０， Ｐ（１）

／ ３ ＝ ０，

〈Ｐ（１）〉 ＝ ０， Ｖ（１）
１ ＝ ０， Ｐ（１） ＝ ０， Ｖ（１）

１ Σξ
＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１７）

由式（１７）的第 １ 个方程可得Ｗ（１）
１ ＝Ｗ（１）

１ （ξ ２，ξ ３）；由第 ３ 个方程可得 Ｐ（１） ＝ Ｐ（１）（ξ １）；由第 ２ 个方程可得

Ｐ（１） 是一个线性函数．又因为 Ｐ（１）
／ １ 不依赖于 ξ １， 由于周期性条件 Ｐ（１） ＝ ０， 可得 Ｐ（１） ＝ Ｃ ＝ ｃｏｎｓｔ ．根据平均化

条件 〈Ｐ（１）〉 ＝ ０， 可确定 Ｐ（１） ＝ ０．然后系统（１７）可简化为

　 　

Ｖ（１）
１ ／ １ ＝ ０，

－ Ｖ（１）
１ ／ ｊｊ ＝ １，

Ｖ（１）
１ ＝ ０， Ｖ（１）

１ Σξ
＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１８）

圆柱形单通道结构的 １ ／ ８ 周期单元中，系统（１８）在柱坐标系下可表述为

　 　
１
ｒ

ｄ
ｄｒ

（Ｖ（１）
１ ｒ） ＝ ０， － １

ｒ
ｄ
ｄｒ ｒ

ｄＶ（１）
１

ｄｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １，

Ｖ（１）
１ （Ｒ） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１９）

其中， Ｒ 是圆柱形单通道的半径．根据式（１９）可得 Ｃａｕｃｈｙ 问题：

　 　
ｄＶ（１）

１

ｄｒ
＝ ｒ，

Ｖ（１）
１ （Ｒ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２０）

通过求解式（２０），得到了速度的解析表达式： Ｖ（１）
１ （ ｒ） ＝ （Ｒ２ － ｒ２） ／ ４．

在试验中，微管的半径为 ０．４．因此，孔隙度的精确结果为 ０．５０２ ６５４ ８２．计算微管中 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流动采用的

是 ２ ６７４ 个单元、４ ６９８ 个节点的四面体网格．图 ４ 中给出了计算结果，孔隙度的数值结果为 ０．５０２ ６５４ ６５．由
此，数值结果验证了模型和数值算法的可靠性和准确性．
４．２　 正交各向异性多孔介质中局部流动的数值结果

考虑图 １ 所示的几何模型，孔隙中球体的无量纲半径为 ０．３５，圆柱（连接通道）的无量纲半径为 ０．１．模型

采用的参数为：压力量纲 ｐ０ ＝ １０６ Ｐａ，速度量纲 ｖ０ ＝ １ ｍ ／ ｓ，多孔介质的量纲长度 Ｌ ＝ １ ｍ，周期单元的量纲长

度 ｌ ＝ １０ －４ ｍ，气体（氮气）的黏度 μ ＝ ０．０１８ ４４８ Ｐａ·ｓ ．
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（ａ） Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流动的数值解 （ｂ） 与精确解的比较

（ａ） Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ ｆｌｏｗ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

图 ４　 单通道结构中 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流动的数值解及其与精确解比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ ｆｌｏｗ ｉｎ ｓｉｎｇｌｅ ｃｈａｎｎｅｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ， ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ） 速度分量 Ｖ （１）
１ （ｂ） 速度分量 Ｖ （１）

２

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｖ （１）
１ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｖ （１）

２

（ｃ） 速度分量 Ｖ （１）
３ （ｄ） 压力 Ｐ（１）

（ｃ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｖ （１）
３ （ｄ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｐ（１）

图 ５　 局部问题 Ｌ（１） 的数值结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｌｏｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｌ（１）

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

经过网格验证，采用 ３ ３４２ 个单元、６ ２６９ 个网格节点的四面体有限元网格．图 ５ 给出了局部问题 Ｌ（１） 的

数值结果，即局部流动的速度分量 Ｖ（１）
１ ，Ｖ（１）

２ ，Ｖ（１）
３ 和压力 Ｐ（１） 在 １ ／ ８ 周期单元上的准确分布．从图 ５ 可以看
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出，气体流动速度分量 Ｖ（１）
１ 的最大值在 １ ／ ８ 周期单元的 ξ １ 轴上，压力 Ｐ（１） 的最大值在纤维通道的收缩区域．

　 　 表 １ 给出了渗透性和孔隙率的数值结果，表明了本文所提出的均质化数学模型对确定多孔介质渗透性

和孔隙率等物理参数的有效性．
表 １　 多孔介质孔隙率和渗透系数的计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｓｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ

ｌｏｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｌ（１） ｌｏｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｌ（２） ｌｏｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｌ（３）

ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ０．０００ ２３２ ２２２ ７４４ ７１１ ０．０００ ２３１ ９６７ ２３４ ９６７ ０．０００ ２３２ ９３３ ４３６ ０４７

ｐｏｒｏｓｉｔｙ ０．２０４ ７４５ ２１６ ８９３ ７７１ ０．２０４ ７４５ ２１６ ８９３ ７７１ ０．２０４ ７４５ ２１６ ８９３ ７７１

５　 结　 　 论

本文应用渐近均质法建立了描述三维周期性多孔结构孔隙尺度下单相气体局部流动的数学模型，获得

了周期单元上的局部问题，明确了局部问题的数学特殊性和物理意义，提出了一种基于对称性和反对称性扩

展的简化方法．通过对局部问题的分析，能够准确地获得多孔介质的渗透率．
本文在分析局部问题的基础上，提出了求解局部问题的最小二乘有限元方法，克服了由平均算子和周期

性边界条件引起的数值困难．最后，通过理论分析获得了微管中 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流动的解析解，并验证了所提出的

数学模型和数值算法的可靠性和准确性．研究结果表明，应用渐近均质法能够解决多孔介质中的单相气体流

动问题，获得多孔介质的气体渗透性．
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