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摘要：　 为了获得 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中一类随机广义拟变分不等式的迭代解法， 证明了点到由具闭（凸）值的随机集值映

射所刻画的变约束集上的投影算子的可测性．利用该可测性结果和可测选择定理， 构造了求解随机广义拟变分不

等式的随机迭代算法．在单调性及 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性条件下， 获得了由算法生成的随机序列的收敛性．作为应用， 给

出了随机广义 Ｎａｓｈ 博弈和随机 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡问题的一些刻画性结果．
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０　 引　 　 言

变分和拟变分不等式问题是非线性分析和优化的重要研究内容之一， 为解决产生于经济和金融、物理
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和力学、运筹和控制等领域的一些实际问题提供了强有力的工具［１⁃１５］ ．众所周知， 随机泛函分析是概率论与

泛函分析的交叉学科［１６］， 而随机变分和拟变分不等式问题是随机泛函分析的重要组成部分， 可以用于刻画

随机环境下的许多现实问题［１７］ ．
据笔者所知， 最早的随机拟变分不等式问题是由 Ｔａｎ 在文献［１８］中提出的．随后， 国内外有大量的学者

对随机变分和拟变分不等式的理论、算法和应用进行了研究， 获得了丰硕的研究成果［８，１９⁃２３］ ．注意到在已有

的随机拟变分不等式问题研究中， 约束映射往往需要满足紧性条件假设［１７⁃１８］， 从而在现实应用时条件略显

苛刻； 或者是假设具有特殊的结构（通常为一单值映射加上一个固定的非空闭凸子集）， 从而本质上可以转

化为随机变分不等式问题［８，１９⁃２１］ ．
为了获得随机拟变分不等式问题解的存在性以及构造逼近解的迭代算法， 通常需要在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间框

架下研究该类问题［８，１９⁃２１，２３］ ．设 （Ω，Ａ） 为可测空间， （Ｈ，〈·，·〉） 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， ｓ：Ω × Ｈ→ Ｈ 为单值映射，
Ｋ，Ｍ：Ω × Ｈ→２Ｈ 为集值映射， 使得对任意的 （ω，ｘ） ∈ Ω × Ｈ，Ｋ（ω，ｘ） 是 Ｈ 的非空闭凸子集．考虑下述随机

广义拟变分不等式： 找可测映射 ｘ，ｕ：Ω → Ｈ， 使得 ｘ（ω） ∈ Ｋ（ω，ｘ（ω）），ｕ（ω） ∈ Ｍ（ω，ｘ（ω））， 且

　 　 〈 ｓ（ω，ｘ（ω）） ＋ ｕ（ω）， ｙ － ｘ（ω）〉 ≥ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ（ω，ｘ（ω）） ． （１）
特别地， 若对任意的 （ω，ｘ） ∈ Ω × Ｈ，Ｋ（ω，ｘ） 是 Ｈ 的非空闭凸锥， 则问题（１）等价于下述随机广义拟相补

问题：找可测映射 ｘ，ｕ：Ω → Ｈ， 使得 ｘ（ω） ∈ Ｋ（ω，ｘ（ω）），ｕ（ω） ∈ Ｍ（ω，ｘ（ω））， 且

　 　 ｓ（ω，ｘ（ω）） ＋ ｕ（ω） ∈ Ｋ∗（ω，ｘ（ω））， 〈 ｓ（ω，ｘ（ω）） ＋ ｕ（ω）， ｘ（ω）〉 ＝ ０， （２）
其中

　 　 Ｋ∗（ω，ｘ（ω）） ＝ { ｙ ∈ Ｈ ｜ 〈ｙ，ｚ〉 ≥ ０，∀ｚ ∈ Ｋ（ω，ｘ（ω）） } ，　 　 ∀ω ∈ Ω ．
显然， 随机广义拟变分不等式问题（１）和随机广义拟相补问题（２）包含了许多已知的（随机）拟变分不等式

和（随机）拟相补问题作为特例．
注意到问题（１）中， Ｋ：Ω × Ｈ → ２Ｈ 通常是可测的集值映射， 当应用投影方法求解时， 需要用到 Ｈｉｌｂｅｒｔ

空间中点到闭（凸）子集 Ｋ（ω，ｘ（ω）） 上投影算子的可测性．但是， 据笔者所知， 现在还没有这种可测性研究

结果．本文通过引入集值映射相关技巧， 证明了 σ⁃ 紧 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中的点到闭（凸）子集 Ｋ（ω，ｘ（ω）） 上投影

算子的可测性， 继而结合可测选择定理， 构造出求解随机广义拟变分不等式问题（１）和随机广义拟相补问

题（２）的随机迭代序列， 得到了随机迭代序列收敛的一些充分性条件， 为解决随机环境下的一些现实问题

提供了有效的方法．

１　 预 备 知 识

本节先回顾一些定义和引理．
定义 １［２４］ 　 设 （Ω，Ａ） 为一可测空间， Ｈ 为一 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间． 单值映射 ｆ：Ω → Ｈ 称为（开、闭、紧）可测

的， 如果对任意的 Ｂｏｒｅｌ（开、闭、紧）子集 Ｂ ⊂ Ｈ， 有 ｆ －１（Ｂ） ＝ { ｘ ∈ Ω ｜ ｆ（ｘ） ∈ Ｂ } ∈ Ａ；  集值映射 Ｆ：Ω
→ ２Ｈ 称为（开、闭、紧）可测的， 如果对任意的 Ｂｏｒｅｌ（开、闭、紧）子集 Ｂ ⊂ Ｈ， 有 Ｆ －１（Ｂ） ＝ { ｘ ∈ Ω ｜ Ｆ（ｘ） ∩
Ｂ ≠ ⌀ } ∈ Ａ ．

定义 ２［２４］ 　 拓扑空间 Ｘ 称为 σ⁃ 紧的， 如果存在 Ｘ 中的紧集 {Ｘｎ } ∞
ｎ ＝ １ 使得 Ｘ ＝∪∞

ｎ ＝ １Ｘｎ ．

注 １　 由定义 ２ 知， 紧空间一定是 σ⁃ 紧的， 但反之不然．例如： 欧氏空间 Ｒｎ 是 σ⁃ 紧的， 但 Ｒｎ 不是紧的．事实上， 任意有

限维赋范空间都是 σ⁃ 紧的， 即： 若 Ｘ 是一有限维赋范空间， 则 Ｘ ＝∪∞
ｎ ＝ １Ｂｎ， 其中 Ｂｎ ＝ { ｘ ｜‖ｘ‖ ≤ ｎ} ．

定义 ３［８，２５］ 　 设 Ｘ，Ｙ为拓扑空间， Ｆ：Ｘ→２Ｙ 为集值映射． 若 ｘ０ ∈Ｘ，对 Ｆ（ｘ０） 的任一给定的邻域 Ｖ⊂
Ｙ， 存在 ｘ０ 的邻域 Ｕ， 使得 Ｆ（Ｕ） ⊂ Ｖ， 则称 Ｆ 在 ｘ０ 处上半连续；  若 ｘ０ ∈ Ｘ， 对任意的与 Ｆ（ｘ０） 相交的开

集 Ｖ ⊂ Ｙ， 存在 ｘ０ 的邻域 Ｕ， 使得当 ｘ ∈ Ｕ， 有 Ｆ（ｘ） ∩ Ｖ≠ ⌀， 则称 Ｆ 在 ｘ０ 处下半连续；  若 ｘ０ ∈ Ｘ， 且

Ｆ 在 ｘ０ 处既上半连续又下半连续， 则称 Ｆ 在 ｘ０ 处连续．
定义 ４［８，２６］ 　 设 Ｍ 为一完备度量空间， Ｘ，Ｙ 为 Ｍ 中非空闭子集， 则

　 　 ｄＨ ＝ ｍａｘ { ｓｕｐ
ｘ∈Ｘ

ｉｎｆ
ｙ∈Ｙ

ｄ（ｘ，ｙ）， ｓｕｐ
ｙ∈Ｙ

ｉｎｆ
ｘ∈Ｘ

ｄ（ｘ，ｙ） }
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为集合 Ｘ 与 Ｙ 的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 距离．
引理 １［２４］ 　 设 （Ω，Ａ） 为完全可测空间（即存在一个定义在 Ａ 上的完备的 σ⁃ 有限测度）， Ｘ 为可分完

备度量空间， Ｆ：Ω → ２Ｘ 为闭值集值映射．则下列陈述等价： Ｆ 是可测的；  Ｆ 是开可测的；  Ｆ 是闭可测

的；  对任意 ｚ ∈ Ｘ， 由 ｄ（ω） ＝ ｄ（ ｚ，Ｆ（ω）） 所定义的函数 ｄ：Ω → ［０， ＋ ∞） 是可测的；  Ｇｒ（Ｆ） ∈ Ａ ×
Ｂ（Ｘ）， 其中 Ｇｒ（Ｆ） 表示 Ｆ 的图像， Ｂ（Ｘ） 是 Ｘ 中的 Ｂｏｒｅｌ σ 代数．进一步地， 如果假设 Ｘ 还是 σ⁃ 紧的， 则

—中的任意一个陈述均等价于：  Ｆ 是紧可测的．
引理 ２［２６］ 　 设 （Ω，Ａ） 为可测空间， Ｘ 为可分度量空间， {Ｆｎ } ∞

ｎ ＝ １：Ω→２Ｘ 为闭值集值映射列．若 {Ｆｎ }

开可测， ｎ ＝ １，２，…， 则 Ｇｒ（∩∞
ｎ ＝ １ Ｆｎ） ∈ Ａ × Ｂ（Ｘ） ．

引理 ３［２４］ 　 设 （Ω，Ａ） 为完全可测空间， Ｘ为可分完备度量空间， Ｙ为度量空间， ｇ：Ω × Ｘ →Ｙ为单值映

射， 满足：  对任意 ｘ∈ Ｘ，ｇ（·，ｘ） 可测；  对任意 ω ∈ Ω，ｇ（ω，·） 连续．若 Ｆ：Ω→２Ｘ 为具有闭值的可测

映射， 则由 Ｇ（ω） ＝ ｇ（ω，Ｆ（ω）） ＝∪ｘ∈Ｆ（ω）ｇ（ω，ｘ） 所定义的集值映射 Ｇ：Ω → ２Ｙ 是可测的．
引理 ４［２６］ 　 设 （Ω， Ａ） 为可测空间， Ｘ，Ｙ 为可分度量空间， Ｆ：Ω × Ｘ →２Ｙ 为闭值映射，满足： 对任意

ｘ ∈ Ｘ， 映射 Ｆ（·，ｘ）： Ω→２Ｙ 是开可测的；  对任意的 ω ∈ Ω， 映射 Ｆ（ω，·）： Ｘ→２Ｙ 是连续的或者 Ｈａｕｓ⁃
ｄｏｒｆｆ 连续的．则 Ｆ：Ω × Ｘ → ２Ｙ 是开可测的．

引理 ５　 设 （Ω， Ａ） 为完全可测空间， Ｘ 为可分度量空间， Ｙ 为可分完备度量空间， Ｆ：Ω × Ｘ →２Ｙ 为闭

值映射，满足： 对任意 ｘ ∈ Ｘ， 映射 Ｆ（·，ｘ）： Ω→２Ｙ 是可测的；  对任意的 ω ∈ Ω， 映射 Ｆ（ω，·）： Ｘ →
２Ｙ 是连续的或者 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的．如果 ξ：Ω → Ｘ 为可测映射， 则 Ｆ（·，ξ（·））：Ω → ２Ｙ 是可测的．

证明　 对任意的 Ｂｏｒｅｌ 子集 Ｂ ⊂ Ｙ， 需要证明 {ω ｜ Ｆ（ω，ξ（ω）） ∩ Ｂ ≠ ⌀ } ∈ Ａ ．由假设条件和引理

４ 知 Ｆ：Ω × Ｘ→２Ｙ 是开可测的， 从而由引理 １ 得知 Ｆ：Ω × Ｘ→２Ｙ 是乘积可测的．这样， { （ω，ｘ） ｜ Ｆ（ω，ｘ） ∩
Ｂ ≠ ⌀ } ∈ Ａ × Ｂ（Ｘ） ．对任意的 ω ∈ Ω， 定义 ϕ（ω） ＝ （ω， ξ（ω））， 则 ϕ：Ω → Ω × Ｘ ．记 ＣＢ ＝ { （ω，ｘ） ｜
Ｆ（ω，ｘ） ∩ Ｂ ≠ ⌀ } ， 则

　 　 ϕ －１（ＣＢ） ＝ {ω ∈ Ω ｜ （ω，ξ（ω）） ∈ ＣＢ } ＝ {ω ∈ Ω ｜ Ｆ（ω，ξ（ω）） ∩ Ｂ ≠ ⌀ } ．
这样， 我们只需证明 ϕ －１（ＣＢ） ∈ Ａ ．又因为 ＣＢ ∈ Ａ × Ｂ， 故只需证明 ϕ －１（Ａ × Ｂ） ⊂ Ａ ．根据测度论， 只需

要证明对任意的 Ｍ ∈ Ａ 和 Ｎ ∈ Ｂ， 有 ϕ －１（Ｍ × Ｎ） ∈ Ａ ．又因为 ξ：Ω → Ｘ 可测， 故 ξ －１（Ｎ） ∈ Ａ， 从而

　 　 ϕ －１（Ｍ × Ｎ） ＝ {ω ∈ Ω ｜ （ω，ξ（ω）） ∈ Ｍ × Ｎ } ＝ Ｍ ∩ ξ －１（Ｎ） ∈ Ａ ．
因此， Ｆ（·，ξ（·））：Ω → ２Ｙ 是可测的． □

由 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 度量的定义及集值可测映射的 Ｃａｓｔａｉｎｇ 表示定理（文献［２４］中定理 ５．６）， 容易证明下述引

理成立．
引理 ６　 设 （Ω，Ａ） 为可测空间， Ｘ 为可分完备度量空间， Ｆ，Ｇ：Ω → ２Ｘ 为两个可测闭值映射．如果 ｕ：Ω

→ Ｈ 是 Ｆ 的一个可测选择， 且 γ：Ω → （１， ＋ ∞） 是任一可测函数， 则存在 Ｇ 的一个可测选择 ｖ：Ω → Ｈ， 使

得对任意的 ω ∈ Ω， 有 ‖ｕ（ω） － ｖ（ω）‖ ≤ γ（ω）ｄＨ（Ｆ（ω），Ｇ（ω）） ．
我们还需要 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中投影算子的下述刻画结果［８，１０］ ．
定义 ５　 设 Ｈ 为一 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ ⊂ Ｈ， 投影算子 ＰＫ：Ｈ → ２Ｋ 定义如下：

　 　 ＰＫ（ ｚ） ＝ { ｘ ∈ Ｋ ｜‖ｘ － ｚ‖ ＝ ｉｎｆ
ｙ∈Ｋ

‖ｙ － ｚ‖ } ．

引理 ７　 若 Ｋ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 中的闭凸集， 则 ＰＫ 为单值映射．
引理 ８　 若 Ｋ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 中的闭凸集， 则下述结论成立：
 对任意 ｘ，ｙ ∈ Ｈ， 有 ‖ＰＫｘ － ＰＫｙ‖ ≤ ‖ｘ － ｙ‖；
 对任意给定的 ｚ ∈ Ｈ，ＰＫ（ ｚ） ＝ ｙ 当且仅当对任意的 ｘ ∈ Ｋ， 有 〈ｙ － ｚ，ｘ － ｙ〉 ≥ ０；
 对任意 ｘ，ｙ ∈ Ｈ， 有 ‖ｘ － ｙ － （ＰＫ（ｘ） － ＰＫ（ｙ））‖ ≤ ‖ｘ － ｙ‖ ．

２　 随机迭代算法

为了获得逼近问题（１）解的随机迭代序列， 先刻画 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中由具闭值的可测集值映射所刻画的子
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集上投影算子的可测性．
定理 １　 设 （Ω，Ａ） 为完全可测空间， Ｈ为 σ⁃紧 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ：Ω→２Ｈ 为一可测闭值映射．则对任意 ｚ０

∈ Ｈ， 由 Ｐ０（ω） ＝ ＰＫ（ω）（ ｚ０） 所定义的映射 Ｐ０：Ω → ２Ｈ 是可测的．
证明　 对任意 ω ∈ Ω， 记 ｄ（ω） ＝ ｄ（ ｚ０，Ｋ（ω））， 则由 Ｋ 的可测性及引理 １ 知 ｄ：Ω → ［０， ＋ ∞） 是可测

函数．定义 Ｘ：Ω → ２Ｈ 如下：
　 　 Ｘ（ω） ＝ { ｘ ∈ Ｈ ｜‖ｘ － ｚ０‖ ＝ ｄ（ω） } ，　 　 ∀ω ∈ Ω，

则对任意的 ω ∈ Ω， 有 Ｐ０（ω） ＝ Ｘ（ω） ∩ Ｋ（ω） ．由引理 ２ 及 Ｋ 的可测性， 若 Ｘ 可测， 则 Ｐ０ 可测．因 Ｈ 是 σ⁃
紧的， 由引理 １， 只需证明 Ｘ 是紧可测的．

定义映射 Ｂ：［０， ＋ ∞） → ２Ｈ 为

　 　 Ｂ（ ｒ） ＝ { ｘ ∈ Ｈ ｜‖ｘ － ｚ０‖ ＝ ｒ } ，　 　 ｒ ∈ ［０， ＋ ∞） ．
对任意给定的紧集 Ｃ ⊂ Ｈ， 记 Ｆ ＝ { ｒ∈［０， ＋ ∞） ｜ Ｂ（ ｒ） ∩ Ｃ≠⌀ } ．现证 Ｆ 是 ［０， ＋ ∞） 中闭集， 即对任

意的序列 { ｒｎ } ⊂ Ｆ 满足 ｒｎ → ｒ０ 有 ｒ０ ∈ Ｆ ．事实上， 由 Ｆ 的定义， 存在 ｘｎ ∈ Ｃ 使得 ‖ｘｎ － ｚ０‖ ＝ ｒｎ ．由于 Ｃ
是 Ｈ 中紧集， 存在 { ｘｎ } 的子列 { ｘｎｋ

} ，使得 ｘｎｋ → ｘ０ ∈Ｃ ．又 ‖ｘｎｋ
－ ｚ０‖ ＝ ｒｎｋ，等式两边令 ｎ→∞，得 ‖ｘ０

－ ｚ０‖ ＝ ｒ０， 即 ｘ０ ∈ Ｂ（ ｒ０） ∩ Ｃ， 从而 ｒ０ ∈ Ｆ， 故 Ｆ 是闭的．
现在证明 ｄ －１（Ｆ） ＝ Ｘ －１（Ｃ） ．事实上， 由于 ω ∈ ｄ －１（Ｆ） ⇔ ｄ（ｗ） ∈ Ｆ ⇔ { ｘ∈ Ｈ ｜‖ｘ － ｚ０‖ ＝ ｄ（ω） } ∩

Ｃ ≠ ⌀ ⇔ Ｘ（ω） ∩ Ｃ ≠⌀ ⇔ ω ∈ Ｘ －１（Ｃ）， 故 ｄ －１（Ｆ） ＝ Ｘ －１（Ｃ） ．又因为 ｄ 是可测的， Ｆ 是闭集， 我们知道

ｄ －１（Ｆ） ∈ Ａ， 从而 Ｘ －１（Ｃ） ∈ Ａ， 即 Ｘ 是紧可测的．因此， 映射 Ｐ０：Ω → ２Ｈ 是可测的．
定理 ２　 设 （Ω，Ａ） 为完全可测空间， Ｈ 为 σ⁃ 紧 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ：Ω × Ｈ → ２Ｈ 为闭凸值映射， 使得对任

意的 ｘ ∈ Ｈ，Ｋ（·， ｘ）：Ω → ２Ｈ 是可测的， 且对任意的 ω ∈ Ω 及 ｚ０ ∈ Ｈ，ＰＫ（ω，·） ｚ０：Ｈ → Ｈ 是连续的．则对任意

给定的 ｚ０ ∈ Ｈ 及可测映射 ξ：Ω → Ｈ， 由 Ｐ１（ω） ＝ ＰＫ（ω，ξ（ω））（ ｚ０） 所定义的映射 Ｐ１：Ω → Ｈ 是可测的．
证明　 对任意 ω ∈ Ω 及 ｘ ∈ Ｈ， 记 Ｐ（ω，ｘ） ＝ ＰＫ（ω，ｘ） ｚ０ ．则由定理 １， Ｐ（·，ｘ）：Ω → Ｈ 是可测的．根据假设

知 Ｐ（ω，·）：Ｈ → Ｈ 是连续的．这样， 由 ξ 的可测性及引理 ３ 可得， Ｐ（·，ξ（·））：Ω → Ｈ 是可测的， 从而映射

Ｐ１：Ω → Ｈ 是可测的． □

注 ２　  设 Ｈ为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ：Ω × Ｈ→２Ｈ 为闭凸值映射， 使得对任意 ω ∈Ω，Ｋ（ω，·） 是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的，则对任意

的 ω ∈ Ω 及任意的 ｚ０ ∈ Ｈ，ＰＫ（ω，·） ｚ０：Ｈ→ Ｈ 是连续的［２７］ ；  设 Ｈ 为欧氏空间， Ｋ：Ω × Ｈ→２Ｈ 为闭凸值映射， 使得对任意的

ω ∈ Ω，Ｋ（ω，·） 是连续的，则对任意的 ω ∈ Ω 及任意的 ｚ０ ∈ Ｈ，ＰＫ（ω，·） ｚ０：Ｈ → Ｈ 是连续的［２］ ．

定理 ３　 设 （Ω，Ａ） 为一完全可测空间， Ｈ 为 σ⁃ 紧 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ：Ω × Ｈ → ２Ｈ 为一闭凸值映射， 使得

对任意的 ｘ ∈ Ｈ，Ｋ（·，ｘ） 是可测的， 且对任意的 ω ∈ Ω，Ｋ（ω，·） 是连续的或者 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的．则对任意

给定的 ｚ０ ∈ Ｈ 及可测映射 ξ：Ω → Ｈ， 由 Ｐ１（ω） ＝ ＰＫ（ω，ξ（ω））（ ｚ０） 所定义的映射 Ｐ１：Ω → Ｈ 是可测的．
证明　 对任意的 ω∈Ω，记 Ｋ（ω）＝ Ｋ（ω，ξ（ω）） ．则由引理 ５， Ｋ：Ω→２Ｈ 是可测的．又根据定理 １， Ｐ１（·）

＝ ＰＫ（·，ξ（·））（ ｚ０） 是可测的． □
定理 ４　 假设定理 ２ 或定理 ３ 的条件成立．若 ｚ：Ω × Ｈ→ Ｈ 满足对任意的 ω ∈ Ω，ｚ（ω，·） 是连续的， 且

对任意的 ｘ∈ Ｈ，ｚ（·，ｘ） 是可测的， 则对任意的可测映射 ξ：Ω→ Ｈ，由 Ｐ（ω） ＝ ＰＫ（ω，ξ（ω））（ ｚ（ω， ξ（ω））） 所定

义的映射 Ｐ：Ω → Ｈ 是可测的．
证明　 对任意 ω ∈ Ω， 记 ｚ（ω） ＝ ｚ（ω，ξ（ω）） ．则由引理 ３， ｚ：Ω→ Ｈ 是可测的．对任意的 ω ∈ Ω 及 ｚ ∈

Ｈ， 记 Ｐ１（ω，ｚ） ＝ ＰＫ（ω，ξ（ω））（ ｚ） ．根据定理 ２ 或定理 ３， 对任意的 ｚ０ ∈ Ｈ，Ｐ１（·，ｚ０） 是可测的．又由引理 ８， 对任

意的 ω ∈ Ω，Ｐ１（ω，·） 是连续的．这样， 结合 ｚ（ｗ） 的可测性及引理 ３ 知， 映射 Ｐ：Ω → Ｈ 是可测的． □
我们还需要下述等价性刻画结果， 其证明可由投影算子的性质直接得到．
引理 ９　 设 （Ω，Ａ） 为可测空间， Ｈ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ：Ω × Ｈ → ２Ｈ 为闭凸值映射， Ｍ：Ω × Ｈ → ２Ｈ 为闭

值映射， ｓ：Ω × Ｈ→Ｈ为单值映射．则可测映射 ｘ∗， ｕ∗：Ω→Ｈ满足随机广义拟变分不等式（１）当且仅当存在

可测映射 ｘ∗，ｕ∗：Ω → Ｈ 使得对任意的 ω ∈ Ω，ｘ∗（ω） ∈ Ｋ（ω，ｘ∗（ω）），ｕ∗（ω） ∈ Ｍ（ω，ｘ∗（ω））， 且

　 　 ＰＫ（ω，ｘ∗（ω））［ｘ∗（ω） － ρ（ω）（ ｓ（ω，ｘ∗（ω）） ＋ ｕ∗（ω））］ ＝ ｘ∗（ω），
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其中 ρ：Ω → （０， ＋ ∞） 为任一可测函数．
现在， 由引理 ９ 和定理 ４， 我们构造求解随机广义拟变分不等式（１）的随机迭代算法如下．
算法 １　 设 （Ω，Ａ） 为一完全可测空间， Ｈ 为 σ⁃ 紧 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ：Ω × Ｈ → ２Ｈ 为闭凸值映射， Ｍ：Ω ×

Ｈ →２Ｈ 为闭值映射， ｓ：Ω × Ｈ→Ｈ为单值映射， 满足下述条件：  对任意的 ｘ∈Ｈ，Ｋ（·，ｘ），Ｍ（·，ｘ） 和 ｓ（·，
ｘ） 是可测的；  对任意的 ω ∈ Ω，Ｍ（ω，·） 是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的， ｓ（ω，·） 是连续的， 且对任意给定的 ｚ０ ∈
Ｈ，ＰＫ（ω，·） ｚ０ 是连续的．任意选取可测映射 ｘ０：Ω → Ｈ， 由假设条件及引理 ５ 知 Ｍ（·，ｘ０（·）） 是可测的， 从而

Ｍ（·，ｘ０（·）） 存在可测选择 ｕ０：Ω → Ｈ 使得对任意的 ω ∈ Ω，ｕ０（ω） ∈ Ｍ（ω，ｘ０（ω）） ．令
　 　 ｘ１（ω） ＝ ＰＫ（ω，ｘ０（ω））［ｘ０（ω） － ρ（ω）（ ｓ（ω，ｘ０（ω）） ＋ ｕ０（ω））］，　 　 ∀ω ∈ Ω，

其中， ρ：Ω→（０， ＋ ∞） 为一个任意给定的可测函数．这样， 由定理 ４ 及文献［１６］中的基本性质Ⅴ易知 ｘ１：
Ω → Ｈ 是可测的， 从而 Ｍ（·，ｘ１（·）） 是可测的．根据引理 ６， 存在 Ｍ（·，ｘ１（·）） 的可测选择 ｕ１（ω） ∈ Ｍ（ω，
ｘ１（ω））， 使得

　 　 ‖ｕ１（ω） － ｕ０（ω）‖ ≤ １ ＋ １
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＨ（Ｍ（ω，ｘ１（ω）），Ｍ（ω，ｘ０（ω））），　 　 ∀ω ∈ Ω ．

令

　 　 ｘ２（ω） ＝ ＰＫ（ω，ｘ１（ω））［ｘ１（ω） － ρ（ω）（ ｓ（ω，ｘ１（ω）） ＋ ｕ１（ω））］，　 　 ∀ω ∈ Ω ．
继续上述过程， 可得可测映射序列 { ｘｎ（ω） } 和 { ｕｎ（ω） } 满足

　 　

ｕｎ（ω） ∈ Ｍ（ω，ｘｎ（ω）），　 　 ∀ω ∈ Ω，
‖ｕｎ＋１（ω） － ｕｎ（ω）‖ ≤

　 　 １ ＋ １
１ ＋ ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＨ（Ｍ（ω，ｘｎ＋１（ω）），Ｍ（ω，ｘｎ（ω））），　 　 ∀ω ∈ Ω，

ｘｎ＋１（ω） ＝ ＰＫ（ω，ｘｎ（ω））［ｘｎ（ω） － ρ（ω）（ ｓ（ω，ｘｎ（ω）） ＋ ｕｎ（ω））］，　 　 ∀ω ∈ Ω，

ｎ ＝ ０，１，２，… ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３）

注 ３　 随机迭代算法 １ 包含了一些已知的随机迭代算法作为特例．

３　 随机迭代算法的收敛性

本节在适当的假设条件下证明随机迭代算法 １ 的收敛性．
定理 ５　 设 （Ω，Ａ） 为完全可测空间， Ｈ为 σ⁃紧 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ，Ｍ：Ω × Ｈ→２Ｈ 为两个集值映射， ｓ：Ω ×

Ｈ → Ｈ 为单值映射， 满足下述条件：
 对任意的 ω ∈ Ω 及 ｘ ∈ Ｈ，Ｋ（ω， ｘ） 是 Ｈ 中的闭凸集； 对任意的 ｘ ∈ Ｈ，Ｋ（·， ｘ） 是可测的； 存在函

数 ｌ：Ω → （０，１）， 使得

　 　 ‖ＰＫ（ω，ｘ）（ ｚ） － ＰＫ（ω，ｙ）（ ｚ）‖ ≤ ｌ（ω）‖ｘ － ｙ‖，　 　 ∀ω ∈ Ω， ∀ｘ，ｙ，ｚ ∈ Ｈ ． （４）
 存在函数 η：Ω → （０， ＋ ∞）， 使得

　 　 ｄＨ（Ｍ（ω，ｘ），Ｍ（ω，ｙ）） ≤ η（ω）‖ｘ － ｙ‖，　 　 ∀ω ∈ Ω， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｈ ．
 存在函数 α，β：Ω → （０， ＋ ∞）， 使得

　 　 ‖ｓ（ω，ｘ） － ｓ（ω，ｙ）‖ ≤ α（ω）‖ｘ － ｙ‖，　 　 ∀ω ∈ Ω， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｈ，
且

　 　 〈 ｓ（ω，ｘ） － ｓ（ω，ｙ），ｘ － ｙ〉 ≥ β（ω）‖ｘ － ｙ‖２，　 　 ∀ω ∈ Ω， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｈ ．
如果

　 　 ｌ（ω） ＋ ρ（ω）η（ω） ＋ １ ＋ ρ ２（ω）α２（ω） － ２ρ（ω）β（ω） ＜ １，　 　 ∀ω ∈ Ω， （５）
则存在可测映射 ｘ∗，ｕ∗：Ω → Ｈ 满足随机广义拟变分不等式（１）， 且

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ（ω） ＝ ｘ∗（ω）， ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ（ω） ＝ ｕ∗（ω），　 　 ∀ω ∈ Ω，

其中， { ｘｎ（ω） } 和 { ｕｎ（ω） } 是由随机迭代算法 １ 生成的可测映射序列．
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证明　 首先证明由算法 １ 生成的随机序列 { ｘｎ（ω） } 是 Ｃａｕｃｈｙ 序列．为简单起见，记 ｚ（ω，ｘ） ＝ ｘ －
ρ（ω）（ ｓ（ω，ｘ） ＋ ｕ（ω）） ．则由引理 ８ 及条件（４）可得

　 　 ‖ｘｎ＋１（ω） － ｘｎ（ω）‖ ＝ ‖ＰＫ（ω， ｘｎ（ω））［ ｚ（ω，ｘｎ（ω）］ － ＰＫ（ω，ｘｎ－１（ω））［ ｚ（ω，ｘｎ－１（ω））］‖ ≤
　 　 　 　 ‖ＰＫ（ω，ｘｎ（ω））［ ｚ（ω， ｘｎ（ω））］ － ＰＫ（ω，ｘｎ－１（ω））［ ｚ（ω，ｘｎ（ω））］‖ ＋
　 　 　 　 ‖ＰＫ（ω，ｘｎ－１（ω））［ ｚ（ω，ｘｎ（ω）） ］ － ＰＫ（ω，ｘｎ－１（ω））［ ｚ（ω，ｘｎ－１（ω）） ］‖ ≤
　 　 　 　 ｌ（ω） ‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω）‖ ＋ ‖ｚ（ω，ｘｎ（ω）） － ｚ（ω，ｘｎ－１（ω））‖ ≤
　 　 　 　 ｌ（ω）‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω）‖ ＋ ρ（ω）‖ｕｎ（ω） － ｕｎ－１（ω）‖ ＋
　 　 　 　 ‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω） － ρ（ω） （ ｓ（ω，ｘｎ（ω）） － ｓ（ω，ｘｎ－１（ω）））‖ ≤

　 　 　 　 ｌ（ω）‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω）‖ ＋ １ ＋ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ（ω）η（ω）‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω）‖ ＋

　 　 　 　 ‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω） － ρ（ω） （ ｓ（ω，ｘｎ（ω）） － ｓ（ω，ｘｎ－１（ω）））‖ ．
又由假设条件可得

　 　 ‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω） － ρ（ω）（ ｓ（ω，ｘｎ（ω）） － ｓ（ω，ｘｎ－１（ω）））‖２ ＝
　 　 　 　 ‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω）‖２ － ２ρ（ω） 〈 ｓ（ω，ｘｎ（ω）） － ｓ（ω，ｘｎ－１（ω）），ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω）〉 ＋
　 　 　 　 ρ ２（ω）‖ｓ（ω，ｘｎ（ω）） － ｓ（ω，ｘｎ－１（ω））‖２ ≤
　 　 　 　 （１ ＋ ρ ２（ω）α２（ω） － ２ρ（ω）β（ω））‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω）‖２ ．

综合上述两个不等式， 对任意 ω ∈ Ω， 有

　 　 ‖ｘｎ＋１（ω） － ｘｎ（ω）‖ ≤

　 　 　 　 ｌ（ω） ＋ １ ＋ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ（ω）η（ω） ＋ １ ＋ ρ ２（ω）α２（ω） － ２ρ（ω）β（ω）é

ë
êê

ù

û
úú ‖ｘｎ（ω） － ｘｎ－１（ω）‖ ．

（６）
根据式（５）， 当 ｎ 充分大时， 有

　 　 ｌ（ω） ＋ １ ＋ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ（ω）η（ω） ＋ １ ＋ ρ ２（ω）α２（ω） － ２ρ（ω）β（ω） ＜ １．

故由不等式（６）， 对任意 ω ∈ Ω， 易知 { ｘｎ（ω） } 是 Ｈ 中的 Ｃａｕｃｈｙ 序列， 从而存在唯一的 ｘ∗（ω） ∈ Ｈ 使得

ｘ∗（ω） ＝ ｌｉｍｎ→∞ ｘｎ（ω） ．又由于 { ｘｎ（·） } 可测， 根据文献［１６］中的基本性质Ⅴ易知 ｘ∗：Ω → Ｈ 是可测的．
因为 { ｘｎ（ω） } 是 Ｈ 中的 Ｃａｕｃｈｙ 序列， 由式（３）及假设条件易知， 对任意 ω ∈ Ω， { ｕｎ（ω） } 也是 Ｈ

中的 Ｃａｕｃｈｙ 序列．这样， 存在可测映射 ｕ∗：Ω → Ｈ， 使得 ｕ∗（ω） ＝ ｌｉｍｎ→∞ ｕｎ（ω） ．
下面证明， 对任意 ω ∈ Ω， 有 ｕ∗（ω） ∈ Ｍ（ω，ｘ∗（ω）） ．事实上，
　 　 ｄ（ｕ∗（ω），Ｍ（ω，ｘ∗）） ≤ ｄ（ｕ∗（ω），ｕｎ（ω）） ＋ ｄ（ｕｎ（ω），Ｍ（ω，ｘ∗（ω））） ≤
　 　 　 　 ｄ（ｕ∗（ω），ｕｎ（ω）） ＋ ｄＨ（Ｍ（ω，ｘｎ（ω））， Ｍ（ω，ｘ∗（ω））） → ０．

注意到 Ｍ 是闭值映射， 可得 ｕ∗（ω） ∈ Ｍ（ω，ｘ∗（ω）） ．
最后， 由假设条件易知 ｌｉｍｎ→∞ ｚ（ω，ｘｎ（ω）） ＝ ｚ（ω，ｘ∗（ω））， 从而

　 　 ｘ∗（ω） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ（ω） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ＰＫ（ω，ｘｎ（ω））［ ｚ（ω，ｘｎ（ω））］ ＝

　 　 　 　 ＰＫ（ω，ｘ∗（ω））［ ｚ（ω，ｘ∗（ω））］，　 　 ∀ω ∈ Ω ．
故 ｘ∗（ω） ∈ Ｋ（ω，ｘ∗（ω）） ．由引理 ９， 可测映射 ｘ∗，ｕ∗：Ω → Ｈ 满足随机广义拟变分不等式（１）． □

注 ４　  假设条件（４）可以认为是文献［２８］中相应连续性假设（ α ＝ １）的随机化版本；  在一些实际问题中， Ｋ具有一

定的特殊结构，比如

　 　 Ｋ（ω，ｘ） ＝ ｍ（ω，ｘ） ＋ Ｋ０，　 　 ∀ω ∈ Ω， ∀ｘ ∈ Ｈ，
其中， Ｋ０ 是 Ｈ 中非空闭凸集， ｍ：Ω × Ｈ → Ｈ 使得对任意 ｘ ∈ Ｈ，ｍ（·，ｘ） 可测， 且存在函数 ｌ：Ω → （０，１）， 使得

　 　 ‖ｍ（ω，ｘ） － ｍ（ω，ｙ）‖ ≤ ｌ（ω） ‖ｘ － ｙ‖，　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｈ， ∀ω ∈ Ω ．
则由引理 ８， 容易验证假设条件（４）成立．这时， 随机广义拟变分不等式（１）等价于一类随机广义变分不等式问题， 从而 Ｈ 只

需要是可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间．
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由定理 ５， 容易获得下述结果．
定理 ６　 设 （Ω，Ａ） 为完全可测空间， Ｈ为 σ⁃紧 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｋ，Ｍ：Ω × Ｈ→２Ｈ 为两个集值映射， ｓ：Ω ×

Ｈ→Ｈ为单值映射， 满足定理 ５ 的所有条件， 其中 Ｋ具有闭凸锥值．则存在可测映射 ｘ∗，ｕ∗：Ω→Ｈ满足随机

广义拟相补问题（２）， 且

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ（ω） ＝ ｘ∗（ω）， ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ（ω） ＝ ｕ∗（ω），　 　 ∀ω ∈ Ω，

其中， { ｘｎ（ω） } 和 { ｕｎ（ω） } 是由随机迭代算法 １ 生成的可测映射序列．

注 ５　  定理 ５ 和 ６ 包含了一些已知随机（拟）变分不等式和随机（拟）拟相补问题解的存在性和算法的收敛性结果作为

特例；  由文献［２９］知， 具有闭值的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续集值映射一定是下半连续的（具紧值的集值映射连续当且仅当它是 Ｈａｕｓ⁃
ｄｏｒｆｆ 连续的）， 且单调的下半连续集值映射一定是单值映射［３０］ ．注意到定理 ５ 和 ６ 的假设条件中， 集值映射 Ｍ 只假设是

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的， 故定理 ５ 和 ６ 是已有（随机）拟变分不等式和（随机）拟相补问题相关研究工作的改进和推广．

４　 应　 　 用

本节给出对随机广义 Ｎａｓｈ 博弈及随机 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡的应用．
４．１　 随机广义 Ｎａｓｈ博弈

考虑随机环境下的 ｎ 人非合作博弈问题．设 （Ω，Ｆ，Ｐ） 为完备概率空间， Ｈ 为可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， 参与者

集合为 Ｎ ＝ { １，２，…，ｎ } ．对任意 ｉ∈ Ｎ， 设 Ｘ ｉ 是 Ｈ 的非空子集．记 Ｘ ＝∏ ｉ∈Ｎ
Ｘ ｉ 和 Ｘ －ｉ ＝∏ ｊ∈Ｎ ＼｛ ｉ｝

Ｘ ｊ ．假设第

ｉ 个参与者的随机策略 ｘｉ：Ω→ Ｘ ｉ 为单值映射， ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）：Ω→ Ｘ 为 ｎ 人随机策略组合， ｘ －ｉ ＝ （ｘ１，ｘ２，
…，ｘｉ －１，ｘｉ ＋１，…，ｘｎ）：Ω→ Ｘ －ｉ 为除去第 ｉ 个参与者外其他参与者的随机策略组合， Ｋ ｉ：Ω × Ｘ －ｉ →２Ｘｉ 为非空闭

凸值映射， 其表示当除去参与者 ｉ以外的其他参与者给出随机策略值组合后， 第 ｉ个参与者的随机策略满足

ｘｉ（ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ －ｉ（ω）） 几乎必然成立（ａ．ｓ．） ．假设 ｆｉ：Ω × Ｘ → Ｒ 为第 ｉ 个参与者的随机收益函数， 其期望收

益满足条件 Ｅ［ ｆｉ（ω，ｘｉ，ｘ －ｉ）］ ＜ ＋ ∞ ．
若存在可测映射 ｘ∗ ＝ （ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，…，ｘ∗

ｎ ）：Ω→ Ｘ， 使得对任意 ｉ∈Ｎ 及满足 ｙ（ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ∗
－ｉ（ω）） ａ．ｓ．的

任意可测映射 ｙ：Ω → Ｘ ｉ， 有

　 　
ｘ∗
ｉ （ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ∗

－ｉ（ω）），　 ａ．ｓ．，

Ｅ［ ｆｉ（ω，ｘ∗（ω））］ ≥ Ｅ［ ｆｉ（ω，ｘ∗
－ｉ（ω），ｙ（ω））］，{

则称其为随机环境下的 ｎ 人非合作博弈问题的随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点．
若存在可测映射 ｘ∗ ＝ （ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，…，ｘ∗

ｎ ）：Ω→ Ｘ， 使得对任意 ｉ∈Ｎ 及满足 ｙ（ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ∗
－ｉ（ω）） ａ．ｓ．的

任意可测映射 ｙ：Ω → Ｘ ｉ， 有

　 　
ｘ∗
ｉ （ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ∗

－ｉ（ω）），　 ａ．ｓ．，

ｆｉ（ω，ｘ∗（ω）） ≥ ｆｉ（ω，ｘ∗
－ｉ（ω），ｙ（ω）），　 ａ．ｓ．，{

则称其为随机环境下的 ｎ 人非合作博弈问题的强随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点．
在给出等价性结果之前， 先证明下述引理．
引理 １０　 设 （Ω，Ａ） 和 （Ｅ，Ｅ） 为可测空间， ｙ，ｚ：Ω → Ｅ 为可测映射．对任意给定的 Ｂ ∈ Ａ， 定义

　 　 ｙＢ ＝
ｙ（ω），　 　 ω ∈ Ｂ，
ｚ（ω），　 　 ω ∈ Ω ＼Ｂ，{

则 ｙＢ：Ω → Ｅ 是可测的．
证明　 对任意 Ｃ ⊂ Ｅ， 有

　 　 ｙ －１
Ｂ （Ｃ） ＝ {ω ｜ ｙＢ（ω） ∈ Ｃ } ＝

　 　 　 　 {ω ∈ Ｂ ｜ ｙＢ（ω） ∈ Ｃ } ∪ {ω ∈ Ω ＼Ｂ ｜ ｙＢ（ω） ∈ Ｃ } ＝
　 　 　 　 {ω ∈ Ｂ ｜ ｙ（ω） ∈ Ｃ } ∪ {ω ∈ Ω ＼Ｂ ｜ ｚ（ω） ∈ Ｃ } ＝
　 　 　 　 （Ｂ ∩ ｙ －１（Ｃ）） ∪ （（Ω ＼Ｂ） ∩ ｚ －１（Ｃ）） ∈ Ａ ．

这样， ｙＢ：Ω → Ｅ 是可测的． □
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定理 ７　 对于随机环境下的 ｎ 人非合作博弈问题， 强随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点存在的充分必要条件是随机

广义 Ｎａｓｈ 均衡点存在．
证明　 必要性　 设 ｘ∗ ＝ （ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，…，ｘ∗

ｎ ） 为强随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点．则对任意的 ｉ∈Ｎ 及满足 ｙ（ω） ∈
Ｋ ｉ（ω，ｘ∗

－ｉ（ω）） ａ．ｓ．的任意可测映射 ｙ：Ω → Ｘ ｉ， 有

　 　 ｆｉ（ω，ｘ∗
ｉ （ω），ｘ∗

－ｉ（ω）） ≥ ｆｉ（ω，ｙ（ω），ｘ∗
－ｉ（ω）），　 ａ．ｓ．．

因此，

　 　 Ｅ［ ｆｉ（ω，ｘ∗
ｉ （ω），ｘ∗

－ｉ（ω））］ ＝ ∫
Ω
ｆｉ（ω，ｘ∗

ｉ （ω），ｘ∗
－ｉ（ω））ｄＰ ≥

　 　 　 　 ∫
Ω
ｆｉ（ω，ｙ（ω），ｘ∗

－ｉ（ω））ｄＰ ＝

　 　 　 　 Ｅ［ ｆｉ（ω，ｙ（ω），ｘ∗
－ｉ（ω））］ ．

即 ｘ∗ 是随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点．
充分性　 设 ｘ∗ ＝ （ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，…，ｘ∗

ｎ ） 为随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点， 即对任意 ｉ ∈ Ｎ 及满足 ｙ（ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，
ｘ∗
－ｉ（ω）） ａ．ｓ．的任意可测映射 ｙ：Ω → Ｘ ｉ， 有

　 　 Ｅ［ ｆｉ（ω，ｘ∗
ｉ （ω），ｘ∗

－ｉ（ω））］ ≥ Ｅ［ ｆｉ（ω， ｙ（ω），ｘ∗
－ｉ（ω）］ ．

下面用反证法证明 ｘ∗ 是强随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点．假设存在 ｉ∈Ｎ， 存在 Ｂ ⊂Ω满足 Ｐ（Ｂ） ＞ ０， 且存在可测

映射 ｚｉ：Ω → Ｘ ｉ， 满足 ｚｉ（ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ∗
－ｉ（ω）） ａ．ｓ．， 使得

　 　 ｆｉ（ω，ｘ∗
ｉ （ω），ｘ∗

－ｉ（ω）） ＜ ｆｉ（ω，ｚｉ（ω），ｘ∗
－ｉ（ω）），　 　 ∀ω ∈ Ｂ ．

定义 ｘ－：Ω → Ｘ 如下：

　 　 ｘ－（ω） ＝
（ｘ∗

－ｉ（ω），ｚｉ（ω）），　 　 ω ∈ Ｂ，

ｘ∗（ω），　 　 ω ∈ Ω ＼Ｂ ．{
则由引理 ７， ｘ－：Ω → Ｘ 可测， 且易知 ｘ－ ｉ（ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ∗

－ｉ（ω）） ａ．ｓ．．因此，

　 　 Ｅ［ ｆｉ（ω，ｘ∗
ｉ （ω），ｘ∗

－ｉ（ω））］ ＝ ∫
Ω
ｆｉ（ω，ｘ∗

ｉ （ω），ｘ∗
－ｉ（ω））ｄＰ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｂ
ｆｉ（ω，ｘ∗

ｉ （ω），ｘ∗
－ｉ（ω））ｄＰ ＋ ∫

Ω ＼Ｂ
ｆｉ（ω，ｘ∗

ｉ （ω），ｘ∗
－ｉ（ω））ｄＰ ＜

　 　 　 　 ∫
Ｂ
ｆｉ（ω，ｚｉ（ω），ｘ∗

－ｉ（ω））ｄＰ ＋ ∫
Ω ＼Ｂ

ｆｉ（ω，ｘ∗
ｉ （ω），ｘ∗

－ｉ（ω））ｄＰ ＝

　 　 　 　 Ｅ［ ｆｉ（ω，ｘ－（ω））］，
矛盾．因此， ｘ∗ 是强随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点． □

类似于文献［８］中命题 １．２．１ 的证明， 容易证得下述结果．
定理 ８　 对任意 ｉ∈ Ｎ， 假设随机收益函数 ｆｉ：Ω × Ｘ → Ｒ 在 Ｘ ｉ 上是一个 Ｇâｔｅａｕｘ 可微的凹泛函， 对任意

给定的 （ω， ｘ －ｉ） ∈ Ω × Ｘ －ｉ， 其微分 Ｄｉ ｆｉ（ω，ｘ －ｉ，·）：Ｘ ｉ → Ｈ 定义为

　 　 〈Ｄｉ ｆｉ（ω，ｘ －ｉ，ｘｉ），ｗ ｉ〉 ＝ ｌｉｍ
ｔ→０ ＋

ｆｉ（ω，ｘ －ｉ，ｘｉ ＋ ｔｗ ｉ） － ｆｉ（ω，ｘ －ｉ，ｘｉ）
ｔ

，　 　 ∀ｘｉ，ｗ ｉ ∈ Ｘ ｉ ．

则强随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点存在的充分条件为存在可测映射 ｘ∗＝ （ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ，…，ｘ∗
ｎ ）：Ω→ Ｘ， 使得对任意 ｉ∈ Ｎ，

　 　 　 　
ｘ∗
ｉ （ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ∗

－ｉ（ω）），

〈 － Ｄｉ ｆｉ（ω，ｘ∗
－ｉ（ω），ｘｉ

∗（ω）），ｙｉ － ｘ∗
ｉ （ω）〉 ≥ ０，　 　 ∀ｙｉ ∈ Ｋ ｉ（ω，ｘ －１

∗（ω）） ．{
注 ６　 根据定理 ５、７、８， 容易获得随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点及强随机广义 Ｎａｓｈ 均衡点存在的一些充分性条件．

４．２　 随机Ｗａｌｒａｓｉａｎ均衡问题

基于文献［６］的工作， 考虑随机因素干扰下具有完全竞争结构市场中的 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡问题．设 （Ω，Ｆ，
Ｐ） 为完备概率空间， 市场中有 ｎ 种商品， 其价格 ｐ：Ω→ Ｒｎ 为随机变量．设 Ｅ：Ω × Ｒｎ →２Ｒｎ

为随机过度需求

映射， 它刻画了市场的过度需求， 受商品价格及随机因素的影响．
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对于随机变量 ｐ∗（ω） ≥０（即 ｐ∗
ｉ （ω） ≥０， ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ａ．ｓ．， 若存在随机变量 ｑ∗（ω） ∈Ｅ（ω，ｐ∗（ω））

ａ．ｓ．且 ｑ∗（ω） ≤ ０ ａ．ｓ．， 使得

　 　 〈ｐ∗（ω），ｑ∗（ω）〉 ＝ ０， 　 ａ．ｓ．，
则称价格 ｐ∗（ω） 为随机 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡价格．

定理 ９　 价格 ｐ∗（ω） 是随机 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡价格当且仅当对随机变量 ｐ∗（ω） ≥ ０ ａ．ｓ．， 存在随机变量

ｑ∗（ω） ∈ Ｅ（ω， ｐ∗（ω）） ａ．ｓ．， 使得对任意的 ｐ（ω） ≥ ０ ａ．ｓ．， 有

　 　 〈 － ｑ∗（ω）， ｐ（ω） － ｐ∗（ω）〉 ≥ ０，　 ａ．ｓ．． （７）
证明　 必要性　 若 ｐ∗（ω） 是随机 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡价格， 则存在 Ｂ ⊂ Ω 满足 Ｐ（Ｂ） ＝ １， 且存在 ｑ∗：Ω →

Ｒｎ， 使得

　 　 ｑ∗（ω） ∈ Ｅ（ω，ｐ∗（ω））， ｑ∗（ω） ≤ ０， ｐ∗（ω） ≥ ０， 〈ｐ∗（ω），ｑ∗（ω）〉 ＝ ０，　 　 ∀ω ∈ Ｂ ． （８）
对任意的 ｐ（ω） ≥０ ａ．ｓ．，存在 Ｃ⊂Ω满足 Ｐ（Ｃ） ＝ １， 使得对任意 ω ∈Ｃ，有 ｐ（ω） ≥０．下面证明式（７）成立．事
实上， 对任意 ω ∈ Ｂ ∩ Ｃ， 由式（８）知

　 　 〈 － ｑ∗（ω），ｐ（ω） － ｐ∗（ω）〉 ＝ 〈 － ｑ∗（ω），ｐ（ω）〉 ≥ ０．
又因为 Ｐ（Ｂ ∩ Ｃ） ＝ １， 故式（７）成立．

充分性　 由假设， 存在 Ｄ ⊂ Ω 满足 Ｐ（Ｄ） ＝ １， 使得对任意的 ｐ（ω） ≥ ０ ａ．ｓ．， 有

　 　 ｐ∗（ω） ≥ ０， ｑ∗（ω） ∈ Ｅ（ω，ｐ∗（ω））， 〈 － ｑ∗（ω）， ｐ（ω） － ｐ∗（ω）〉 ≥ ０，　 　 ∀ω ∈ Ｄ ． （９）
现证对任意的 ω ∈Ｄ， 有 ｑ∗（ω） ≤０．假设不真， 则存在 ω ０ ∈Ｄ， 使得 ｑ∗（ω ０） ≤０ 不成立， 即存在 ｉ∈ { １，
２，…，ｎ } ， 使得 ｑ∗

ｉ （ω ０） ＞ ０．对任意的 ω ∈ Ω 及 ｊ ∈ { １，２，…，ｎ } ， 取

　 　 ｐ ｊ（ω） ＝
ｐ∗
ｉ （ω） ＋ １，　 　 ｊ ＝ ｉ，

ｐ∗
ｊ （ω）， ｊ ≠ ｉ ．{

则 ｐ（ω） ≥ ｐ∗（ω） ≥ ０ ａ．ｓ．， 且

　 　 〈ｑ∗（ω ０），ｐ（ω ０） － ｐ∗（ω ０）〉 ＝ ｑ∗
ｉ （ω ０） ＞ ０，

与式（９）矛盾．故 ｑ∗（ω） ≤ ０ ａ．ｓ．．又因为 ｐ∗（ω） ≥ ０ ａ．ｓ．， 所以 〈ｐ∗（ω），ｑ∗（ω）〉 ≤ ０ ａ．ｓ．．另外， 在式（９）中
取 ｐ（ω） ＝ ０， 可得 〈ｐ∗（ω），ｑ∗（ω）〉 ≥ ０ ａ．ｓ．， 从而 〈ｐ∗（ω），ｑ∗（ω）〉 ＝ ０ ａ．ｓ．． □

由于各种商品的生产和需求存在相互影响， 其价格也会相互影响．考虑刻画商品价格的随机变量 ｐ：Ω
→ Ｒｎ， 记

　 　 ｐ －ｉ（ω） ＝ （ｐ１（ω），ｐ２（ω），…，ｐｉ －１（ω），ｐｉ ＋１（ω），…，ｐｎ（ω）），　 　 ω ∈ Ω ．
对任意 ｉ∈ { １，２，…，ｎ } ， 假设 Ｋ ｉ：Ω × Ｒｎ－１ →２Ｒ 为商品 ｉ 的价格约束集， 其表示给定其余 ｎ － １ 种商品的价

格后， 商品 ｉ 的价格被限制在 Ｋ ｉ（ω，ｐ －ｉ） 中， 即要求 ｐｉ（ω） ∈ Ｋ ｉ（ω，ｐ －ｉ（ω）） ａ．ｓ．．
通常情况下， 随机过度需求映射有如下表示：
　 　 Ｅ（ω，ｐ） ＝ Ｄ（ω，ｐ） － Ｓ（ω，ｐ），　 　 ∀（ω，ｐ） ∈ Ω × Ｒｎ， （１０）

其中 Ｄ（ω，ｐ） 和 Ｓ（ω，ｐ） 分别是随机需求映射和随机供给映射．一般假设随机需求映射是单值的， 并记 Ｇ
＝－ Ｄ， 则由式（１０）及定理 ９， ｐ∗（ω） 是随机 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡价格等价于下述问题：寻找随机变量 ｐ∗（ω） ∈

Ｋ
－
（ω，ｐ∗（ω）） ａ．ｓ．及 ｓ∗（ω） ∈ Ｓ（ω，ｐ∗（ω）） ａ．ｓ．， 使得

　 　 〈Ｇ（ω，ｐ∗（ω）） ＋ ｓ∗（ω），ｐ － ｐ∗（ω）〉 ≥ ０，　 　 ∀ｐ ∈ Ｋ
－
（ω，ｐ∗（ω）），　 ａ．ｓ．， （１１）

其中　 　 Ｋ
－
（ω，ｐ（ω）） ＝ ∏

ｎ

ｉ ＝ １
Ｋ ｉ（ω，ｐ －ｉ（ω）） ．

注 ７　 由于 Ｒｎ 是 σ⁃ 紧的， 根据式（１１）及定理 ５， 在一定条件下， 我们可以获得随机 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡价格的存在性和收敛

性结果．

５　 结　 　 论

通过引入集值映射分解技巧， 证明了 σ⁃ 紧的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中由可测闭值集值映射刻画的子集上投影算
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子的可测性．利用所得可测性结果及可测选择定理， 构造了求解问题（１）和（２）的随机迭代算法．在恰当条件

下， 证明了由算法生成的随机序列的收敛性．最后， 给出了对随机环境下广义 Ｎａｓｈ 博弈和 Ｗａｌｒａｓｉａｎ 均衡问

题的应用．
随机微分变分不等式是由随机微分方程和随机变分不等式刻画的一类随机耦合系统， 为解决产生于科

学和工程的许多随机现实问题提供了统一的框架［２３，３１⁃３２］ ．因此， 探索由随机微分方程和随机拟变分不等式

所描述的随机耦合系统， 有重要的理论和现实意义， 值得我们进一步研究．
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