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摘要：　 磁性纳米颗粒可以提升聚合物的导电性和导热性等性能，被广泛应用于机械、生物医学、能源存储等领域．
当外界施加非均匀磁场时，感应磁场在高 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数的情况下不可忽略．为探究磁性纳米颗粒对层流边界层内黏

弹性流体非稳态拉伸流动与磁扩散的影响，将时间分布阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 本构方程与动量方程耦合，建立了二维不可压缩

Ｍａｘｗｅｌｌ 磁纳米流体的速度与磁扩散偏微分方程组．采用有限差分法进行数值分析，通过控制磁性纳米颗粒种类、体
积分数和磁参数大小，分析了流体的速度和感应磁场在边界层内的分布．研究发现：在熔融聚合物中添加 Ｆｅ２Ｏ３纳

米颗粒后，流体的速度、感应磁场最大，速度和磁边界层的厚度最厚；Ｍａｘｗｅｌｌ 纳米流体的松弛时间参数增大，速度

与磁扩散均减小；另外，随着磁参数增大，流体的速度边界层厚度减小，磁边界层厚度增大；Ｆｅ３Ｏ４纳米颗粒的体积

分数越大，流体流动越快，感应磁场越小．因此，非均匀磁场下在聚合物中添加磁性纳米颗粒的研究，为改善材料的

性能给予了可参考的数据．
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０　 引　 　 言

聚合物是经聚合反应生成的高分子化合物，而熔融的聚合物在力的作用下可以流动，是一类同时具有黏

性和弹性的黏弹性流体［１］ ．在聚合物中加入纳米颗粒可有效改善聚合物的性能，提高其韧性和传热速率，在
工业和生物医学等领域被广泛应用，增加了能源的利用率［２⁃３］ ．磁性纳米颗粒具有磁性特征且具有纳米颗粒

的独特效应，常见的磁性纳米颗粒有金属铁、钴、镍、金属氧化物 Ｆｅ２Ｏ３和 Ｆｅ３Ｏ４等，在熔融聚合物中加入微量

的磁性纳米颗粒，可以使材料的各种性能如导电性、导热性、阻隔性等提高．Ｚａｉｎａｌ 等［４］应用边界层理论研究

了包含电磁流体动力学在拉伸板上复合纳米流体的非稳态常驻点流动．Ｓｈｅｉｋｈｏｌｅｓｌａｍｉ 等［５］ 研究了非均匀磁

场对 Ｆｅ３Ｏ４⁃水基纳米流体强制对流换热的影响．
对磁性纳米流体施加外磁场，可以在非接触的条件下对其流动产生影响．这种非接触操控方式在实际操

作中更便于实现，且操控范围广，不受 ｐＨ 值、离子强度、表面电荷和温度的影响［６］ ．在多数实际情况下，外加

磁场是可变的，近年来，很多研究探讨了非均匀磁场对纳米流体流动的影响．Ｓｈｅｉｋｈｏｌｅｓｌａｍｉ 等［７］ 研究了变磁

场下磁场力对纳米流体传热的影响．Ｓｈａｋｅｒ 等［８］研究了非均匀磁场对磁性纳米流体在开腔通道内混合对流

换热的影响，发现腔加热壁的上角附近产生了涡流．磁流体力学（ＭＨＤ）是结合经典流体力学和电动力学的

方法研究导电流体和磁场相互作用的学科［９］，在天体物理、地球物理、宇航工程、电磁学以及工程技术中都

有广泛的应用．Ｂéｇ 等［１０］研究了导电金属流体在感应磁场作用下的流动，发现增加磁参数会使速度提高、感
应磁场降低．Ｈａｙａｔ 等［１１］采用有限差分格式数值计算了随时间变化的黏性纳米流体在感应磁场中的流动， 并

讨论了 Ｂｒｏｗｎ 运动和热泳运动．但在现有的关于非均匀磁场的数值模拟研究中， 尚未清楚阐明感应磁场的

物理机制．
考虑到黏弹性磁纳米流体在流动过程中的复杂特性［１２］，将分数阶导数引入本构关系能更灵活地描述黏

弹性流体的性质．杨旭等［１３］基于分数阶微积分理论，采用空间分数阶导数建立了圆管内分数阶非 Ｎｅｗｔｏｎ 流

体本构模型，为非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的记忆特征提供了一种建模方法．Ｚｈａｏ 等［１４］ 通过在本构关系中引入分数阶

Ｍａｘｗｅｌｌ 剪切应力和 Ｃａｔｔａｎｅｏ 热流模型，研究了 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体在平面上的非稳态 Ｍａｒａｎｇｏｎｉ 对流换热．然而上

述模型中分数阶导数参数固定，导致了有限的记忆特性和非局部特性，且无法准确描述一些复杂的动力学过

程，例如复合材料的流变特性［１５］ ．分布阶本构模型是分数阶导数在参数值范围内的积分，具有不同的时间和

空间特征［１６］，作为更有效的工具引起了很多学者的关注．Ｙａｎｇ 等［１７］建立了空间分布阶本构关系来研究边界

层中的流动和传热．Ｌｏｎｇ 等［１８］基于 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体流动和 Ｃａｔｔａｎｅｏ 传热的传统本构关系，建立了分布阶导数的
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非稳态 Ｍａｒａｎｇｏｎｉ 对流边界层流动和传热模型．Ｌｉｕ 等［１９］将分布阶导数引入 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体的本构模型，并分析

了相关参数的影响．
基于上述研究发现，在感应磁场作用下，非稳态时间分布阶的 Ｍａｘｗｅｌｌ 磁纳米流体流动的问题很少有人

研究．本文将时间分布阶Ｍａｘｗｅｌｌ 本构关系代入动量方程，并与磁扩散方程建立流动和感应磁场的控制方程，
然后结合有限差分方法与 Ｌ１ 算法获得控制方程的数值解，最后分析相关参数对流动和感应磁场的影响．

１　 数 学 模 型

时间分布阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体的本构方程为

　 　 σｘｙ ＋ ∫１
０
ω１（α）λα

１

∂ασｘｙ

∂ｔα
ｄα ＝ μ ∂ｕ

∂ｙ
， （１）

其中， σｘｙ 是随时间变化的剪切应力，λ１ 和 μ 分别指的是松弛时间参数和黏度，α 是分数阶导数参数，ω１（α）

是控制分数阶导数的权重系数且满足条件 ω１（α） ≥ ０， ∫１
０
ω１（α）ｄα ＜ ∞ ． ∂

α

∂ｔα
是 Ｃａｐｕｔｏ 定义的分数阶导

数［２０］，如下所示：

　 　 ∂α ｆ（ ｔ）
∂ｔα

＝ １
Γ（１ － α） ∫

ｔ

０
（ ｔ － η） －α ∂ｆ（η）

∂η
ｄη，　 　 ０ ＜ α ＜ １，

其中， Γ（·） 为 Ｇａｍｍａ 函数．
考虑线性拉伸板上的二维不可压缩非稳态 Ｍａｘｗｅｌｌ 磁纳米流体的边界层流动问题，如图 １ 所示．建立二

维直角坐标系，其中 ｘ 轴与平板平行，ｙ 轴垂直于平板．施加非均匀磁场 Ｈｅ ＝ Ｈ０（ｃｏｓ（ｘ ／ Ｌ） ＋ １），假设（ｕ， ｖ）
和（Ｈ１， Ｈ２） 分别是沿着板和垂直于板的速度和感应磁场的分量，并假设感应磁场的法向分量 Ｈ２ 在壁处消

失、平行分量 Ｈ１ 在边界层边缘接近给定值．则时间分布阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 磁纳米流体的边界层流动和磁扩散控制方

程为

　 　 ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｖ
∂ｙ

＝ ０，
∂Ｈ１

∂ｘ
＋

∂Ｈ２

∂ｙ
＝ ０， （２）

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ｖ ∂ｕ
∂ｙ

＋ ∫１
０
ω１（α）λα

１
∂α＋１ｕ
∂ｔα＋１

ｄα ＋ ∫１
０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
ｕ ∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα ＋ ∫１

０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
ｖ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα ＝

　 　 　 　 －
μｅＨｅ

４πρｎｆ

ｄＨｅ

ｄｘ
＋

μｅ

４πρｎｆ
∫１

０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
Ｈ１

∂Ｈ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα ＋

　 　 　 　
μｅ

４πρｎｆ
∫１

０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
Ｈ２

∂Ｈ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα ＋

μｎｆ

ρｎｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ｕ
∂ｙ２， （３）

　 　
∂Ｈ１

∂ｔ
＋ ｕ

∂Ｈ１

∂ｘ
＋ ｖ

∂Ｈ１

∂ｙ
－ Ｈ２

∂ｕ
∂ｙ

－ Ｈ１
∂ｕ
∂ｘ

＝ αｍ

∂２Ｈ１

∂ｙ２ ． （４）

满足下列初始条件和边界条件：

　 　

ｔ ＝ ０：　 ｕ ＝ ０， ｖ ＝ ０， Ｈ１ ＝ ０， Ｈ２ ＝ ０，

ｔ ＞ ０：　 ｕ ＝ ｕｗ ＝ ａｘ， ｖ ＝ ０，
∂Ｈ１

∂ｙ
＝ Ｈ２ ＝ ０，　 　 ｙ ＝ ０，

ｕ → ０， Ｈ１ → Ｈｅ ＝ Ｈ０ ｃｏｓ ｘ
Ｌ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｙ → ∞ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（５）

式（２）—（５）中， μｎｆ 和 ρｎｆ 分别是纳米流体的黏度和密度，αｍ ＝ １
４πμｅσｎｆ

是磁扩散系数，μｅ 和 σｎｆ 分别是磁导率

和纳米流体的电阻率，α 为拉伸参数，Ｌ 为特征长度（板长）．
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图 １　 物理模型示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ

纳米流体的物理性质参数为

　 　 μｎｆ ＝
μｆ

（１ － ϕ） ２．５， ρｎｆ ＝ ρｆ（１ － ϕ） ＋ ρｓϕ， σｎｆ ＝ σｆ １ ＋
３

σｓ

σｆ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ

σｓ

σｆ

＋ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

σｓ

σｆ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （６）

其中 ϕ是磁性纳米颗粒的体积分数，μｆ 是流体的黏度，ρｆ 和 ρｓ 分别是流体和磁性纳米颗粒的密度，σｆ 和σｓ 分

别是流体和磁性纳米颗粒的电阻率．磁性纳米颗粒铁、钴、Ｆｅ２Ｏ３和 Ｆｅ３Ｏ４主要的物理性质如表 １ 所示［２１⁃２２］ ．
表 １　 磁性纳米颗粒的物理性质

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｎａｎｏｐａｒｔｉｃｌｅｓ

ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） σ ／ （Ω·ｍ） －１

Ｆｅ３Ｏ４ ５ ２００ ２５ ０００
Ｆｅ２Ｏ３ ５ １８０ １０－５．９９

Ｆｅ ７ ８７０ ９．９３ ´１０６

Ｃｏ ８ ９００ ６．２４ ´１０６

　 　 对方程（２）—（５）进行无量纲化：

　 　

ｕ∗ ＝ ｕ
ａＬ

， ｖ∗ ＝ ｖ
ａＬ Ｒｅ

， ｘ∗ ＝ ｘ
Ｌ
， ｙ∗ ＝ ｙ

Ｌ Ｒｅ
， ｔ∗ ＝ ｔａ， Ｈ∗

１ ＝
Ｈ１

Ｈ０
，

Ｈ∗
２ ＝

Ｈ２

Ｈ０ Ｒｅ
， λ∗

１ ＝ λ１ａ， λ∗
２ ＝ λ２ａ， Ｍ ＝

μｅＨ２
０

４πρｆａ２Ｌ２， Ｐｒｍ ＝
μｆ

ρｆαｍｆ
，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（７）

其中 Ｍ是磁参数，Ｐｒ 是磁 Ｐｒａｎｄｔｌ 数， Ｒｅ 是 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数，得到无量纲控制方程如下（为了方便，后面将省略标

记“∗”）：

　 　 ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｖ
∂ｙ

＝ ０，
∂Ｈ１

∂ｘ
＋

∂Ｈ２

∂ｙ
＝ ０， （８）

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ ∫１
０
ω１（α）λα

１
∂α＋１ｕ
∂ｔα＋１

ｄα ＋ ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∫１
０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
ｕ ∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα ＋

　 　 　 　 ｖ ∂ｕ
∂ｙ

＋ ∫１
０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
ｖ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα ＝

　 　 　 　 Ｍ
ρｆ

ρｎｆ
（ｃｏｓ ｘ ＋ １）ｓｉｎ ｘ ＋ Ｍ

ρｆ

ρｎｆ
Ｈ１

∂Ｈ１

∂ｘ
＋ Ｍ

ρｆ

ρｎｆ
Ｈ２

∂Ｈ１

∂ｙ
＋ １

（１ － ϕ） ２．５

ρｆ

ρｎｆ

∂２ｕ
∂ｙ２

＋
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　 　 　 　 Ｍ
ρｆ

ρｎｆ
∫１

０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
Ｈ２

∂Ｈ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα ＋ Ｍ

ρｆ

ρｎｆ
∫１

０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
Ｈ１

∂Ｈ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα， （９）

　 　
∂Ｈ１

∂ｔ
＋ ｕ

∂Ｈ１

∂ｘ
＋ ｖ

∂Ｈ１

∂ｙ
－ Ｈ１

∂ｕ
∂ｘ

－ Ｈ２
∂ｕ
∂ｙ

＝ １
Ｐｒｍ

σｆ

σｎｆ

∂２Ｈ１

∂ｙ２ ． （１０）

无量纲化后的初值和边界条件为

　 　

ｔ ＝ ０：　 ｕ ＝ ０， ｖ ＝ ０， Ｈ１ ＝ ０， Ｈ２ ＝ ０，

ｔ ＞ ０：　 ｕ ＝ ｘ， ｖ ＝ ０，
∂Ｈ１

∂ｙ
＝ Ｈ２ ＝ ０，　 　 ｙ ＝ ０，

ｕ → ０， Ｈ１ → ｃｏｓ ｘ ＋ １，　 　 ｙ → ∞ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

因此，建立了二维非稳态 Ｍａｘｗｅｌｌ 磁纳米流体的控制方程（８）—（１１），方程（１１）为相应的初始条件和边

界条件．

２　 数值差分格式

采用有限差分法与 Ｌ１ 算法［２３］相结合来求解耦合的二维分布阶控制方程（８）—（１１）．对时间和空间进

行网格划分，设 ｈｘ， ｈｙ 分别为沿 ｘ 轴和 ｙ 轴的空间步长，τ 为时间步长．定义

　 　

ｘｉ ＝ ｉｈｘ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｍｘ，

ｙ ｊ ＝ ｊｈｙ，　 　 ｊ ＝ ０，１，２，…，Ｍｙ，

ｔｋ ＝ ｋτ，　 　 ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中 Ｍｘ，Ｍｙ，Ｎ 是网格划分的数量．

定理 １　 设 ０ ＜ ａ ＜ １， ｆ（ｘ） ＝ Ｃｎ［ａ，ｂ］，ｎ ＝ 「α⌉， 则 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数为［２４］

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｆ（ ｔｎ） ＝ １
Γ（１ － α） ∫

ｔｎ

０

ｆ ′（ ｔ）ｄτ
（ ｔｎ － τ） α

＝ １
Γ（１ － α）∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
∫ｔ ｊ ＋１
ｔ ｊ

ｆ ′（ ｔｎ － τ）ｄτ
τα ≈

　 　 　 　 １
Γ（１ － α）∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０

ｆ（ ｔｎ － ｔ ｊ） － ｆ（ ｔｎ － ｔ ｊ ＋１）
ｈ ∫ｔ ｊ ＋１

ｔ ｊ
τ －αｄτ ＝

　 　 　 　 ｈ －α

Γ（１ － α）∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ ｆｎ－ｊ － ｆｎ－ｊ－１）［（ ｊ ＋ １） １－α － ｊ１－α］，

称之为 Ｌ１ 算法，其基本思想是将被积函数中出现的 ｆ 的分数阶导数直接用数值微分公式逼近，还可改写为

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｆ（ ｔｎ） ＝ ｈ －α

Γ（２ － α）∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
［ ｆ（ ｔｎ－ｊ） － ｆ（ ｔｎ－ｊ－１）］ ＋ Ｏ（ｈ２－α） ＝

　 　 　 　 ｈ －α

Γ（２ － α） [ ｆ（ ｔｎ） － ｃｎ－１ ｆ（ ｔ０） － ∑
ｎ－１

ｊ ＝ １
（ｃｊ －１ － ｃｊ） ｆ（ ｔｎ－ｊ） ] ＋ Ｏ（ｈ２－α）， （１２）

其中 ｃｊ ＝ （ ｊ ＋ １） １－α － ｊ１－α，ｊ ＝ ０，１，２，…，Ｎ ．
根据中点 Ｇａｕｓｓ 求积规则，使用多个分数项的加权和变换时间分布阶分数导数，可以获得分布项的数值

离散格式：

　 　

∫１
０
ω１（α）λα

１
∂αｕ
∂ｔα

ｄα ≈ ｈα∑
Ｒ１－１

ｒ ＝ ０
ω１（αｒ）λαｒ

１
∂αｒｕ
∂ｔαｒ

，

∫１
０
ω１（α）λα

１
∂α＋１ｕ
∂ｔα＋１

ｄα ≈ ｈα∑
Ｒ１－１

ｒ ＝ ０
ω１（αｒ）λαｒ

１
∂αｒ＋１ｕ
∂ｔαｒ＋１

，

∫１
０
ω１（α）λα

１
∂α

∂ｔα
ｕ ∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄα ≈ ｈα∑

Ｒ１－１

ｒ ＝ ０
ω１（αｒ）λαｒ

１
∂αｒ

∂ｔαｒ
ｕ ∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１３）
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其中 ｈα ＝ １
Ｒ１

表示区间［０，１］中分数阶 αｒ 的步长，且 αｒ ＝
ｒｈα ＋ （ ｒ ＋ １）ｈα

２
（ ｒ ＝ ０，１，…，Ｒ１ － １） ，其余项的离

散格式 ｖ ∂ｕ
∂ｙ

，Ｈ１

∂Ｈ１

∂ｘ
，Ｈ２

∂Ｈ１

∂ｙ
和方程（１３）类似．

设在网格点 （ｘｉ， ｙ ｊ， ｔｋ） 处速度的精确解和数值解分别表示为 ｕ（ｘｉ， ｙ ｊ， ｔｋ） 和 ｕｋ
ｉ，ｊ，则对于控制方程中整

数阶导数的离散格式分别采用向后差分和中心差分．
对于离散区域［０，１］中 αｒ 阶的时间分数阶导数，利用定理 １ 中的 Ｌ１ 数值离散格式（１３），可得到

　 　
∂αｒ＋１ｕｋ

ｉ，ｊ

∂ｔαｒ＋１
＝ τ －αｒ－１

Γ（２ － αｒ）
ｕｋ
ｉ，ｊ － ｕｋ－１

ｉ，ｊ － ｃｒ，ｋ－１τ
∂ｕ０

ｉ，ｊ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 τ －αｒ－１

Γ（２ － αｒ）
∑
ｋ－１

ｓ ＝ １
（ｃｒ，ｓ－１ － ｃｒ，ｓ）（ｕｋ－ｓ

ｉ，ｊ － ｕｋ－ｓ－１
ｉ，ｊ ） ＋ Ｏ（τ）， （１４）

　 　 ∂αｒ

∂ｔαｒ
ｕｋ－１
ｉ，ｊ

∂ｕｋ
ｉ，ｊ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

τ －αｒｕｋ－１
ｉ，ｊ

ｈｘΓ（２ － αｒ）
（ｕｋ

ｉ，ｊ － ｕｋ
ｉ－１，ｊ） －

　 　 　 　 τ －αｒ

ｈｘΓ（２ － αｒ）
∑
ｋ－１

ｓ ＝ １
（ｃｒ，ｓ－１ － ｃｒ，ｓ）ｕｋ－ｓ－１

ｉ，ｊ （ｕｋ－ｓ
ｉ，ｊ － ｕｋ－ｓ

ｉ－１，ｊ） ＋ Ｏ（τ２－αｒ ＋ ｈｘ）， （１５）

其中

　 　 ｃｒ，０ ＝ １， ｃｒ，ｓ ＝ （ ｓ ＋ １） １－αｒ － ｓ１－αｒ， ｓ ＝ ０，１，…，Ｎ ．
将离散格式（１２）、（１４）和（１５）代入控制方程（８）—（１０）和初边值条件（１１），得到求解问题的数值差分

格式．

３　 结 果 分 析

利用第 ２ 节中的有限差分方法得到动量方程和磁扩散方程的数值解，并说明相关参数对速度和感应磁

场的影响．构造解析解验证了差分格式的收敛性，如图 ２ 所示．

图 ２　 数值解和解析解的比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

图 ３ 和图 ４ 描绘了磁性纳米颗粒 Ｆｅ２Ｏ３、Ｆｅ３Ｏ４、Ｆｅ 和 Ｃｏ 对速度和感应磁场的影响．从图 ３ 可以看出，密
度相近的 Ｆｅ２Ｏ３和 Ｆｅ３Ｏ４纳米颗粒对速度的影响几乎相同，而密度最大的 Ｃｏ 使流速受到最大限制，速度边界

层厚度最薄．从物理角度看，当磁性纳米颗粒的体积分数相同时，密度越大，颗粒间的间隙越小，从而阻碍了
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流体的运动．图 ４ 表明，添加的 Ｆｅ２Ｏ３纳米颗粒电阻率最小，则感应磁场最大，磁边界层厚度最厚；对于电阻率

相近的 Ｆｅ 和 Ｃｏ，感应磁场的分布几乎相同．由于磁性纳米颗粒的电阻率与电导率呈反比，所以当电阻率增

大时，感应磁场减小．
图 ５ 和图 ６ 为变化的磁参数Ｍ对 Ｆｅ３Ｏ４纳米流体速度和感应磁场的影响．图 ５ 中的曲线表明流动的模式

一致，流速值随着磁参数的增加而降低．在非均匀磁场作用下，边界层内产生与流体运动方向相反的磁场力，
所以当 Ｍ ＞ ０ 时，磁场力对流体的速度起抑制作用，使得边界层厚度变薄．当 Ｍ ＝ ０ 时，无磁场力，Ｆｅ３Ｏ４纳米

流体速度由于内摩擦阻力作用逐渐减小．如图 ６ 所示，在边界层内感应磁场随 Ｍ 的增大而增大．因为 Ｍ 增大

时磁导率增加，磁扩散效应显著，从而感应磁场增加．

图 ３　 不同磁性纳米颗粒对速度的影响 图 ４　 不同磁性纳米颗粒对感应磁场的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｎａｎｏｐａｒｔｉｃｌｅｓ Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｎａｎｏｐａｒｔｉｃｌｅｓ

ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

图 ５　 不同 Ｍ 对速度的影响 图 ６　 不同 Ｍ 对感应磁场的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｍ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｍ ｖａｌｕｅｓ

ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

图 ７ 和图 ８ 显示了速度和感应磁场随磁性纳米颗粒 Ｆｅ３Ｏ４体积分数 ϕ的变化．当 ϕ增加时，速度增大，边
界层厚度变厚，感应磁场减小．由于拉伸板的运动导致固体颗粒运动增加，从而速度随着磁纳米颗粒的加入

而增加．而在外加磁场的作用下，随着 ϕ 的增加，速度的增大导致磁对流项增大，使得磁扩散效应减小，从而

在边界层内感应磁场减小．图 ９ 和图 １０ 显示了松弛时间参数 λ１ 对 Ｆｅ３Ｏ４纳米流体中速度和感应磁场的影响．
当选择权重系数 ω１（α） ＝ Γ（３ － α），无量纲时间 ｔ ＝ １ 时，可以观察到 λ１ 越大，速度和感应磁场越小，这是由

于流体的黏性增加，阻碍了流体的运动进而导致磁场减小，这和应力松弛现象是一致的．
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图 ７　 不同 ϕ 对速度的影响 图 ８　 不同 ϕ 对感应磁场的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ϕ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． ８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ϕ ｖａｌｕｅｓ

ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

图 ９　 不同 λ１ 对速度的影响 图 １０　 不同 λ１ 对感应磁场的影响

Ｆｉｇ． ９　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ λ１ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． １０　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ λ１ ｖａｌｕｅｓ

ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

４　 结　 　 论

磁性纳米颗粒可以改善聚合物的性能，线性拉伸板上非稳态流动与磁扩散的研究为其提供了良好的理

论基础．本文利用分布阶本构模型，研究了黏弹性基磁纳米流体在非均匀磁场下的二维不可压缩边界层流

动，并考虑了高 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数下的感应磁场分布．将时间分布阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程引入动量方程，建立了速度和磁

扩散控制方程组．使用有限差分法和 Ｌ１ 算法耦合求解偏微分方程组的数值解，并验证了收敛性，结合图像分

析了相关物理参数对速度和感应磁场的影响．所得主要结论如下：Ｍａｘｗｅｌｌ 流体的速度和感应磁场在添加 Ｆｅ２

Ｏ３纳米颗粒时达到最大，此时速度边界层和磁边界层的厚度最厚；由于磁场力的影响，增大的磁参数阻碍了

流体的运动，增强了磁扩散；随着 Ｆｅ３Ｏ４纳米流体体积分数增加，速度增大，感应磁场减小；此外，较高的松弛

时间参数会使 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体的流动和磁场的扩散减弱．因此，本文从数值解的角度研究了添加磁性纳米颗粒

的熔融聚合物在非均匀磁场下的边界层拉伸流动与磁扩散，对制备出高性能的聚合物材料具有重要意义．

致谢　 本文作者衷心感谢北京建筑大学金字塔人才培养工程项目（ＪＤＹＣ２０２２０８２９）、北京建筑大学促进

高校内涵发展定额项目（Ｘ２１０２７）和北京建筑大学研究生创新项目（ＰＧ２０２３１４４）对本文的资助．

７１１第 １ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 吴学珂，等： 非均匀磁场下 Ｍａｘｗｅｌｌ 磁纳米流体的拉伸流动与磁扩散分析



参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 庄昕， 刘付军， 孙艳萍， 等． 非等温黏弹性聚合物流体圆柱绕流的高精度数值模拟［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２２，
４３（１２）： １３８０⁃１３９１． （ＺＨＵＡＮＧ Ｘｉｎ， ＬＩＵ Ｆｕｊｕｎ， ＳＵＮ Ｙａｎｐｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ
ｎｏｎ⁃ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｐｏｌｙｍｅｒ ｆｌｕｉｄ ｐａｓｔ ａ ｃｙｌｉｎｄｅｒ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３
（１２）： １３８０⁃１３９１． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２］　 ＨＵＭＩＮＩＣ Ｇ， ＨＵＭＩＮＩＣ Ａ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｎａｎｏｆｌｕｉｄｓ ｉｎ ｈｅａｔ ｅｘｃｈａｎｇｅｒｓ： ａ ｒｅｖｉｅｗ［ Ｊ］ ． Ｒｅｎｅｗａｂｌｅ ａｎｄ Ｓｕｓ⁃
ｔａｉｎａｂｌｅ Ｅｎｅｒｇｙ Ｒｅｖｉｅｗｓ， ２０１２， １６（８）： ５６２５⁃５６３８．

［３］　 ＲＡＭＥＺＡＮＩＺＡＤＥＨ Ｍ， ＮＡＺＡＲＩ Ｍ Ａ， ＡＨＭＡＤＩ Ｍ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｎａｎｏｆｌｕｉｄｓ ｉｎ ｔｈｅｒｍｏｓｙｐｈｏｎｓ： ａ ｒｅ⁃
ｖｉｅｗ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｏｌｅｃｕｌａｒ Ｌｉｑｕｉｄｓ， ２０１８， ２７２： ３９５⁃４０２．

［４］　 ＺＡＩＮＡＬ Ｎ Ａ， ＮＡＺＡＲ Ｒ， ＮＡＧＡＮＴＨＲＡＮ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｕｎｓｔｅａｄｙ ＥＭＨＤ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｏｖｅｒ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ／
ｓｈｒｉｎｋｉｎｇ ｓｈｅｅｔ ｉｎ ａ ｈｙｂｒｉｄ Ａｌ２Ｏ３ ⁃Ｃｕ ／ Ｈ２Ｏ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ
Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０２１， １２３： １０５２０５．

［５］　 ＳＨＥＩＫＨＯＬＥＳＬＡＭＩ Ｍ， ＲＡＳＨＩＤＩ Ｍ Ｍ， ＧＡＮＪＩ Ｄ Ｄ． Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｏｎ ｆｏｒｃｅｄ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ
ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｏｆ Ｆｅ３Ｏ４ ⁃ｗａｔｅｒ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１５，
２９４： ２９９⁃３１２．

［６］　 赵芳彪． 非均匀磁场下磁液液滴生成与输运的实验研究［Ｄ］ ． 昆明： 昆明理工大学， ２０１９．（ＺＨＡＯ Ｆａｎｇｂｉａｏ． Ｅｘ⁃
ｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｄｒｏｐｌｅｔ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｌｉｑｕｉｄ ｕｎｄｅｒ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ
［Ｄ］ ． Ｋｕｎｍｉｎｇ： Ｋｕｎｍｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 ＳＨＥＩＫＨＯＬＥＳＬＡＭＩ Ｍ， ＳＥＹＥＤＮＥＺＨＡＤ Ｍ． Ｎａｎｏｆｌｕｉｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｉｎ ａ ｐｅｒｍｅａｂｌｅ ｅｎｃｌｏｓｕｒｅ ｉｎ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ＣＶＦＥＭ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０１７，
１１４： １１６９⁃１１８０．

［８］　 ＳＨＡＫＥＲ Ｈ， ＡＢＢＡＳＡＬＩＺＡＤＥＨ Ｍ， ＫＨＡＬＩＬＡＲＹＡ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｔｗｏ⁃ｐｈａｓｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ
ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｏｎ ｍｉｘｅｄ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ ｉｎｓｉｄｅ ａｎ ｏｐｅｎ ｃａｖｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２１， ２０７： １０６６６６．

［９］　 翟梦情， 李琦， 郑素佩． 求解一维理想磁流体方程的移动网格熵稳定格式［ Ｊ］ ． 计算力学学报， ２０２３， ４０（２）：
２２９⁃２３６．（ＺＨＡＩ Ｍｅｎｇｑｉｎｇ， ＬＩ Ｑｉ， ＺＨＥＮＧ Ｓｕｐｅｉ． Ａ ｍｏｖｉｎｇ⁃ｇｒｉｄ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ １Ｄ ｉｄｅａｌ ＭＨＤ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３， ４０（２）： ２２９⁃２３６． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 ＢÉＧ Ｏ Ａ， ＢＡＫＩＥＲ Ａ Ｙ， ＰＲＡＳＡＤ Ｖ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｓｉｍｉｌａｒ， ｌａｍｉｎａｒ， ｓｔｅａｄｙ， ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｌｙ⁃ｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅｄ ｃｏｎ⁃
ｖｅｃｔｉｏｎ ｌｉｑｕｉｄ ｍｅｔａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌａｙｅｒ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｉｎｄｕｃｅｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｅｆｆｅｃｔｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｔｈｅｒｍａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００９， ４８（８）： １５９６⁃１６０６．

［１１］　 ＨＡＹＡＴ Ｔ， ＡＪＡＺ Ｕ， ＫＨＡＮ Ｓ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｅｎｔｒｏｐｙ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｒａｄｉａｔｉｖｅ ｆｌｏｗ ｏｆ ｖｉｓｃｏｕｓ ｎａｎｏｍａｔｅｒｉａｌ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｉｎ⁃
ｄｕｃｅｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０２２， １３６： １０６１５９．

［１２］　 ＤＵ Ｍ， ＷＡＮＧ Ｚ， ＨＵ Ｈ． Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｍｅｍｏｒｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ［ Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｒｅｐｏｒｔｓ，
２０１３， ３（１）： １⁃３．
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３９（１１）： １２１３⁃１２２６． （ＹＡＮＧ Ｘｕ， ＬＩＡＮＧ Ｙｉｎｇｊｉｅ， ＳＵＮ Ｈｏｎｇｇｕａｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ
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［１４］　 ＺＨＡＯ Ｊ， ＺＨＥＮＧ Ｌ， ＣＨＥＮ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｕｎｓｔｅａｄｙ Ｍａｒａｎｇｏｎｉ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｍａｘｗｅｌｌ ｆｌｕｉｄ
ｗｉｔｈ Ｃａｔｔａｎｅｏ ｈｅａｔ ｆｌｕｘ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１７， ４４： ４９７⁃５０７．
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ｅｒｎｅｄ ｂｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅ， ２００２， ６６（４）： ０４６１２９．

［１６］　 ＹＡＮＧ Ｓ， ＬＩＵ Ｌ， ＬＯＮＧ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ｕｎｓｔｅａｄｙ ｎａｔｕｒａｌ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌａｙｅｒ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｐａｓｔ ａ ｖｅｒ⁃
ｔｉｃａｌ ｆｌａｔ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｎｏｖｅｌ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０２１， １２０： １０７３３５．
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［１７］　 ＹＡＮＧ Ｗ， ＣＨＥＮ Ｘ， ＺＨＡＮＧ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｕｉｄ ｗｉｔｈ ａ ｎｏｖｅｌ ｓｐａｃｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕ⁃
ｔｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２１， ９４： ９４⁃１０３．

［１８］　 ＬＯＮＧ Ｚ， ＬＩＵ Ｌ， ＹＡＮＧ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｍａｒａｎｇｏｎｉ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌａｙｅｒ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｗｉｔｈ ｎｏｖｅｌ ｃｏｎ⁃
ｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０２１， １２７： １０５５２３．

［１９］　 ＬＩＵ Ｌ， ＦＥＮＧ Ｌ， ＸＵ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｍａｘｗｅｌｌ ｆｌｕｉｄ ｏｖｅｒ ａ ｍｏｖｉｎｇ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｏｒｄｅｒ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ
Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０２０， １１６： １０４６７９．

［２０］　 ＭＩＮＧ Ｃ Ｙ， ＬＩＵ Ｆ Ｗ， ＺＨＥＮＧ Ｌ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｔｅｒｍ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｕｎｓｔｅａｄｙ ｆｌｏｗｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１６， ７２： ２０８４⁃２０９７．

［２１］　 ＡＬＨＡＲＢＩ Ｋ Ａ Ｍ， ＳＨＡＨＭＩＲ Ｎ， ＲＡＭＺＡＮ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｉｍｐａｃｔｓ ｏｆ ｌｏｗ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ａｎｄ
Ｓｈｌｉｏｍｉｓ ｔｈｅｏｒｙ ｏｎ ｍｏｎｏ ａｎｄ ｈｙｂｒｉｄ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｈｅｒｍａｌ ｒａｄｉａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｎａｎｏｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
２０２３， ３４（３２）： ３２５４０２．

［２２］　 ＬＡＮＪＷＡＮＩ Ｈ Ｂ， ＣＨＡＮＤＩＯ Ｍ Ｓ， ＭＡＬＩＫ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌａｙｅｒ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ
ｏｆ Ｆｅ２Ｏ３ ａｎｄ Ｆｅ⁃ｗａｔｅｒ ｂａｓｅ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ ｏｖｅｒ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ／ ｓｈｒｉｎｋｉｎｇ ｓｈｅｅｔ ｗｉｔｈ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒ⁃
ｉｎｇ， Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ＆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０２２， １２（１）： ８１１４⁃８１２２．

［２３］　 ＬＩＵ Ｆ Ｗ， ＺＨＵＡＮＧ Ｐ， ＡＮＨ Ｖ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｎｅｘｔ ｔｅｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｓｐａｃｅ⁃ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００７， １９１：
１２⁃２０．

［２４］　 郭柏灵， 蒲学科， 黄凤辉． 分数阶偏微分方程及其数值解［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， ２０１１．（ＧＵＯ Ｂａｉｌｉｎｇ， ＰＵ
Ｘｕｅｋｅ， ＨＵＡＮＧ Ｆｅｎｇｈｕｉ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｔｈｅｉｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｉ⁃
ｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２０１１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

９１１第 １ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 吴学珂，等： 非均匀磁场下 Ｍａｘｗｅｌｌ 磁纳米流体的拉伸流动与磁扩散分析


