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摘要：　 对一类无摩擦的弹性接触问题，得到了求其数值解的自适应交替方向乘子法．由该问题导出相应的变分问

题，引入辅助变量将原问题转化为一个基于增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数表示的鞍点问题，并采用交替方向乘子法求解；为了

提高算法性能，提出了利用边界迭代函数自动选取合适罚参数的自适应法则．该算法的优点是每次迭代只需计算一

个线性变分问题，同时显式计算了辅助变量和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．对算法的收敛性进行了理论分析，最后用数值结果验

证了该算法的可行性和有效性．
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０　 引　 　 言

弹性接触问题广泛存在于机械工程、土木工程等领域，比如堤坝的结合［１⁃３］等．弹性接触问题最大的特点
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就是具有很强的非线性性，这就使得理论分析和数值计算难以进行，一般只能通过一些适当的数值方法求得

近似解，如常用的 Ｕｚａｗａ 算法［４⁃５］、交替方向乘子法［６⁃８］、 增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法［９⁃１０］ 和投影算法［１１⁃１２］ 等．这些方法

利用变分不等式理论，将非线性弹性接触问题转化为一个对应的线性变分形式进行迭代求解．本文研究的是

一个由区域 Ω 代表的线性弹性体和一个刚性基础支撑的弹性接触问题，其中 Ω ∈ Ｒ２ ．区域 Ω 的边界 Γ（Γ ＝
ΓＤ ∪ΓＮ ∪ΓＣ） 是光滑的．假设弹性体固定在ΓＤ 上，且 ｍｅａｎ（ΓＤ） ＞ ０．边界ΓＣ 是Γ的一部分，它也是 Ω和

基础支撑的接触面．ΓＣ 和刚性基础支撑之间的障碍函数用 ｇ 表示．在本文中考虑很小的形变，应变张量为

􀆠（ｕ） ＝ （Ñｕ ＋ ÑｕＴ） ／ ２，其中 ｕ ＝ （ｕ１（ｘ），…，ｕｄ（ｘ）） 为位移场．根据 Ｈｏｏｋｅ 定律可知，应力张量和位移场的线

性关系为

　 　 σ（ｕ） ＝ Ｃ􀆠（ｕ），
其中 Ｃ ＝ （Ｃ ｉｊｋｌ） 是（四阶） 弹性模张量，它是对称正定的．设 ｎ表示Ω在Γ上的单位外法向量，ｔ表示Ω在Γ 上

的单位切向量，则
　 　 ｕｎ ＝ ｕ·ｎ， ｕｔ ＝ ｕ － ｕｎｎ，
　 　 σ ｎ（ｕ） ＝ （σ ｎ（ｕ）ｎ）·ｎ， σ ｔ（ｕ） ＝ σ（ｕ）ｎ － σ ｎ（ｕ）ｎ ．
考虑弹性接触问题［７⁃８］，即寻找位移场 ｕ 满足以下条件：

　 　

－ ｄｉｖ σ（ｕ） ＝ ｆ， 　 　 ｉｎ Ω，
ｕ ＝ ０， ｏｎ ΓＤ，
σ（ｕ）ｎ ＝ ｔ， ｏｎ ΓＮ，
ｕｎ － ｇ ≤ ０， σ ｎ（ｕ） ≤ ０， （ｕｎ － ｇ）·σ ｎ（ｕ） ＝ ０， ｕｔ ＝ ０， ｏｎ ΓＣ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

其中 ｆ 是已知的体积力， ｔ 是已知的表面牵引力．对这个问题，本文将在已有交替方向乘子法的基础之上，提
出计算效果更好的自适应交替方向乘子法［１３⁃１８］ ．

１　 增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法

为了方便后面叙述，先引入以下记号：
　 　 Ｖ ＝ { ｖ ∈ Ｈ１（Ω） ２， ｖ ＝ ０， ｏｎ ΓＤ } ，
　 　 Ｋ ＝ { ｖ ∈ Ｖ， ｖｎ － ｇ ≤ ０， ｏｎ ΓＣ } ，

　 　 （ｘ） ＋ ＝
ｘ，　 　 ｘ ＞ ０，
０，　 　 ｏｔｈｅｒｓ，{

　 　 ｌ（ｖ） ＝ ∫
Ω
ｆ·ｖｄｘ ＋ ∫

ΓＮ
ｔ·ｖｄΓ，

　 　 Ｊ（ｖ） ＝ １
２

ａ（ｖ，ｖ） － ｌ（ｖ），

双线性形式为

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ ∫
Ω
σ（ｕ） ∶ ε（ｖ）ｄｘ ．

根据文献［７］可知，弹性接触问题（１）可以转化为限制性极小值问题，寻找 ｕ ∈ Ｋ 满足不等式：
　 　 Ｊ（ｕ） ≤ Ｊ（ｖ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｋ ． （２）

由文献［１，９］可引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ ∈ Ｌ２（Ω）， 得问题（１）的变分形式：
　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ ｌ（ｖ） － （λ，ｖｎ）， （３）

其中双线性形式在 Ｖ × Ｖ 上满足以下条件：
　 　 ａ（ｕ，ｕ） ≥ α‖ｕ‖２

Ｖ，
α 的选取不依赖于 ｕ 的选取，且均大于零．

为了通过交替方向乘子法解决问题（２），需要构造一个用增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数表示的鞍点问题．根据文献

［１３］，定义集合

　 　 Ｋ ＝ { ｑ ∈ Ｌ２（ΓＣ），ｑ － ｇ ≤ ０， ｏｎ ΓＣ }
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和特征函数 ＩＫ ∶ Ｌ２（ΓＣ） → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } ，

　 　 ＩＫ ＝
０，　 　 　 ｐ ∈ Ｋ，
＋ ∞，　 　 ｏｔｈｅｒｓ ．{

所以问题（２）就等价于下面的限制性极小值问题，寻找 （ｕ，ｐ） ∈ Ｖ × Ｌ２（ΓＣ） 满足

　 　 Ｊ（ｕ） ＋ ＩＫ（ｐ） ≤ Ｊ（ｖ） ＋ ＩＫ（ｑ），　 　 ∀（ｖ，ｑ） ∈ Ｖ × Ｌ２（ΓＣ）， （４）
　 　 ｕｎ － ｐ ＝ ０． （５）

根据式（４）和（５）可以得到增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：

　 　 Ｌρ（ｖ，ｑ；λ） ＝ Ｊ（ｖ） ＋ ＩＫ（ｑ） ＋ （ｖｎ － ｑ，λ）ΓＣ
＋ ρ

２
‖ ｖｎ － ｑ‖２

ΓＣ
， （６）

其中 ρ ＞ ０ 为罚参数．考虑由式（６）表示如下鞍点问题：
　 　 Ｌρ（ｕ，ｐ；μ） ≤ Ｌρ（ｕ，ｐ；λ） ≤ Ｌρ（ｖ，ｑ；λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ；λ } ∈ Ｖ × Ｌ２（ΓＣ） × Ｌ２（ΓＣ）， （７）

然后可以求解问题（２）和（７）．
引理 １［６⁃８］ 　 设 { ｕ，ｐ；λ } 是 Ｌρ 在 Ｖ × Ｋ × Ｌ（ΓＣ） 上的鞍点，则 ｕ 是问题（２） 的解，且 ｐ ＝ ｕｎ ．
由引理 １ 和文献［６⁃８］中的交替方向乘子法（ＡＤＭＭ１）可知，要想求解问题（２），只需要求解增广 Ｌａ⁃

ｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌρ 的鞍点 { ｕ，ｐ；λ } ．即先由给定的初始值和迭代公式计算位移，再计算辅助变量，最后更新 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 乘子，以此顺序迭代直至达到终止条件．

由文献［１３⁃１４］知，可以通过改变辅助变量和位移场的计算顺序对算法进行优化，并采用交替方向乘子

法计算该鞍点问题．算法过程如下：
第 １ 步　 给定初始值 { ｕ０，λ ０ } ∈ Ｖ × Ｌ２（ΓＣ），ρ ＞ ０，置 ｋ ＝ ０．
第 ２ 步　 求辅助变量 ｐｋ＋１ ∈ Ｌ２（ΓＣ）：
　 　 Ｌρ（ｕｋ，ｐｋ＋１；λ ｋ） ≤ Ｌρ（ｕｋ，ｑ；λ ｋ），　 　 ∀ｑ ∈ Ｌ２（ΓＣ） ． （８）
第 ３ 步　 求解位移 ｕｋ＋１ ∈ Ｖ：
　 　 Ｌρ（ｕｋ＋１，ｐｋ＋１；λ ｋ） ≤ Ｌρ（ｖ，ｐｋ＋１；λ ｋ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ ． （９）
第 ４ 步　 更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：
　 　 λ ｋ＋１ ＝ λ ｋ ＋ ρ（ｕｋ＋１

ｎ － ｐｋ＋１） ． （１０）
第 ５ 步　 给定某种判定条件，若满足则停止迭代得到数值解 ｕｋ＋１

ｎ ； 否则，置 ｋ ＝ ｋ ＋ １， 返回第 ２ 步．
在上面的算法中，已经由迭代过程求得 ｕｋ

ｎ 和 λ ｋ（其中 ｕｋ＋１
ｎ ＝ ｕｋ＋１·ｎ）， 再根据极小值问题（８）就可以求得

辅助变量 ｐｋ＋１ ．由已求得的λ ｋ，ｐｋ＋１ 和给定的 ρ ＞ ０，代入极小值问题（９）就可以求得唯一解 ｕｋ＋１
ｎ

［７］ ．根据这个

求解思路设计了下面的算法 １（ＡＤＭＭ２）．
算法 １　 交替方向乘子法（ＡＤＭＭ２）
第 １ 步　 给定初始值 λ ０，ｕ０，ρ ＞ ０，置 ｋ ＝ ０．
第 ２ 步　 计算辅助变量 ｐｋ＋１ ∈ Ｌ２（ΓＣ）：

　 　 ｐｋ＋１ ＝ ｕｋ
ｎ ＋ １

ρ
［λ ｋ － （λ ｋ ＋ ρ（ｕｋ

ｎ － ｇ）） ＋］ ． （１１）

第 ３ 步　 计算位移 ｕｋ＋１ ∈ Ｖ：
　 　 ａ（ｕｋ＋１，ｖ） ＋ ρ（ｕｋ＋１

ｎ ，ｖｎ）ΓＣ
＝ ｌ（ｖ） ＋ （ρｐｋ＋１ － λ ｋ，ｖｎ）ΓＣ

，　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ ． （１２）
第 ４ 步　 计算 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：
　 　 λ ｋ＋１ ＝ λ ｋ ＋ ρ（ｕｋ＋１

ｎ － ｐｋ＋１） ． （１３）
第 ５ 步　 给定某种判定条件，若满足则停止迭代得到数值解 ｕｋ＋１； 否则，置 ｋ ＝ ｋ ＋ １， 返回第 ２ 步．

２　 自适应交替方向乘子法

我们注意到算法 １ 对任何固定的罚参数 ρ ＞ ０ 都是无条件收敛的［１４］ ．但是，如果罚参数过大或者过小，
都会影响算法的收敛速度．为了改善算法的性能，我们对罚参数应用了自适应法，则得到可变罚参数 ρ ｋ ．接下
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来我们假设一个非负序列 { ｓｋ } ， 满足

　 　 ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
ｓｋ ＜ ＋ ∞ ．

在算法 １ 中让罚参数在迭代过程中自动选取，可以得到如下罚参数自适应交替方向乘子法（ＳＡＤＭＭ），
由此得到变参数序列 { ρ ｋ } ，以此序列代替固定参数 ρ ．

算法 ２　 自适应交替方向乘子法（ＳＡＤＭＭ）
第 １ 步　 给定初始值 λ ０，ｕ０，ρ ＞ ０，罚参数 ρ ０ ＝ ρ，置 ｋ ＝ ０．
第 ２ 步　 计算辅助变量 ｐｋ＋１ ∈ Ｌ２（ΓＣ）：

　 　 ｐｋ＋１ ＝ ｕｋ
ｎ ＋ １

ρ ｋ
［λ ｋ － （λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ

ｎ － ｇ）） ＋］ ． （１４）

第 ３ 步　 计算位移 ｕｋ＋１ ∈ Ｖ：
　 　 ａ（ｕｋ＋１，ｖ） ＋ ρ ｋ（ｕｋ＋１

ｎ ，ｖｎ）ΓＣ
＝ ｌ（ｖ） ＋ （ρ ｋｐｋ＋１ － λ ｋ，ｖｎ）ΓＣ

，　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ ． （１５）
第 ４ 步　 计算 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：
　 　 λ ｋ＋１ ＝ λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ＋１

ｎ － ｐｋ＋１） ． （１６）
第 ５ 步　 选取罚参数 ρ ｋ＋１， 使得

　 　 １
１ ＋ ｓｋ

ρ ｋ ≤ ρ ｋ＋１ ≤ （１ ＋ ｓｋ）ρ ｋ ． （１７）

第 ６ 步　 给定某种判定条件，若满足则停止迭代得到数值解 ｕｋ＋１； 否则，置 ｋ ＝ ｋ ＋ １， 返回第 ２ 步．
为了证明算法 ２ 的收敛性，先给出以下引理和定理．

引理 ２［１４，１８］ 　 如果序列 { ｓｋ } 满足 ｓｋ ≥ ０，并且∑ ＋∞

ｋ ＝ ０
ｓｋ ＜ ＋ ∞，则∏ ＋∞

ｋ ＝ ０
（１ ＋ ｓｋ） ＜ ＋ ∞ ．

定义以下符号：

　 　 Ｃｓ ∏
＋∞

ｋ ＝ ０
（１ ＋ ｓｋ） ．

由算法 ２ 的第 ５ 步可知，罚参数 ρ ｋ ∈ ［ρ ０ ／ Ｃｓ，Ｃｓρ ０］ 是有界的，设
　 　 ρ Ｌ ｉｎｆ { ρ ｋ } ＋∞

ｋ ＝ ０ ＞ ０， ρＵ ｓｕｐ { ρ ｋ } ＋∞
ｋ ＝ ０ ＜ ＋ ∞，

根据算法的原理和问题的性质，可得算法 ２ 的收敛结果．
定理 １　 设 { （ｕｋ，ｐｋ），λ ｋ } 是由算法 ２ 产生的序列，则有

　 　 ρ ２
ｋ‖ ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１‖２
ΓＣ

－ ２ρ ２
ｋ（δλ ｋ＋１，δｕｋ＋１

ｎ ）ΓＣ
≤

　 　 　 　 ‖δλ ｋ‖２
ΓＣ

＋ ρ ２
ｋ‖δｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

－ （‖δλ ｋ＋１‖２
ΓＣ

＋ ρ ２
ｋ‖δｕｋ＋１

ｎ ‖２
ΓＣ
），

其中 { ｕ，λ } 是问题（３）的解．
证明　 令 δｕｋ ＝ ｕｋ － ｕ，δｐｋ ＝ ｐｋ － ｐ，δλ ｋ ＝ λ ｋ － λ， 根据式（３）和（１５）可得

　 　
ａ（ｕ，ｖ） ＝ ｌ（ｖ） － （λ，ｖｎ）ΓＣ

，　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ，

ａ（ｕｋ＋１，ｖ） ＋ ρ ｋ（ｕｋ＋１
ｎ ，ｖｎ）ΓＣ

＝ ｌ（ｖ） ＋ （ρ ｋｐｋ＋１ － λ ｋ，ｖｎ）ΓＣ
，　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ ．{

两式相减可得

　 　 ａ（δｕｋ＋１，ｖ） ＋ ρ ｋ（ｕｋ＋１
ｎ ，ｖｎ）ΓＣ

＝ （ρ ｋｐｋ＋１ － λ ｋ ＋ λ，ｖｎ）ΓＣ
，

即

　 　 ａ（δｕｋ＋１，ｖ） ＝ （ρ ｋ（ｐｋ＋１ － ｕｋ＋１
ｎ ） － δλ ｋ，ｖｎ）ΓＣ

，　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ ． （１８）
在式（１８）中取 ｖ ＝ δｕｋ＋１， 则

　 　 ａ（δｕｋ＋１，δｕｋ＋１） ＝ （ρ ｋ（ｐｋ＋１ － ｕｋ＋１
ｎ ） － δλ ｋ，δｕｋ＋１

ｎ ）ΓＣ
，　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ ． （１９）

由于 ｐ ＝ ｕｎ 在 ΓＣ 上成立，则代入式（１９）得到

　 　 ａ（δｕｋ＋１，δｕｋ＋１） ＝ （ρ ｋ（δｐｋ＋１ － δｕｋ＋１
ｎ ） － δλ ｋ，δｕｋ＋１

ｎ ）ΓＣ
，　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ， （２０）

而且由式（１６）有
　 　 δλ ｋ＋１ ＝ δλ ｋ ＋ ρ ｋ（δｕｋ＋１

ｎ － δｐｋ＋１），
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因此由以上两式，并根据双线性形式 ａ（·，·） 的性质可知

　 　 ａ（δｕｋ＋１，δｕｋ＋１） ＝ － （δλ ｋ＋１，δｕｋ＋１
ｎ ）ΓＣ

≥ α‖δｕｋ＋１‖Ｖ ≥ ０． （２１）
因为在边界 ΓＣ 上有 λ ≥ ０，ｕｎ － ｇ ≤ ０，（ｕｎ － ｇ，λ）ΓＣ

＝ ０ 成立，由此可得到以下两个不等式：
　 　 ρ ｋ（ｕｎ － ｇ，（λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ

ｎ － ｇ）） ＋ － λ）ΓＣ
≤ ０， （２２）

　 　 （λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ
ｎ － ｇ） － （λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ

ｎ － ｇ）） ＋，（λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ
ｎ － ｇ）） ＋ － λ）ΓＣ

≥ ０． （２３）
由式（２２）、（２３）可得

　 　 （λ ｋ ＋ ρ ｋδｕｋ
ｎ － （λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ

ｎ － ｇ）） ＋，（λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ
ｎ － ｇ）） ＋ － λ）ΓＣ

≥ ０． （２４）
由式（１４）有

　 　 （λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｕｋ
ｎ － ｇ）） ＋ ＝ λ ｋ － ρ ｋ（ｐｋ＋１ － ｕｋ

ｎ），
代入式（２４）可以得到

　 　 （λ ｋ ＋ ρ ｋδｕｋ
ｎ － λ ｋ ＋ ρ ｋ（ｐｋ＋１ － ｕｋ

ｎ），λ ｋ － ρ ｋ（ｐｋ＋１ － ｕｋ
ｎ） － λ）ΓＣ

≥ ０，
化简可得

　 　 （ρ ｋδｕｋ
ｎ ＋ ρ ｋ（ｐｋ＋１ － ｕｋ

ｎ）， － ρ ｋ（ｐｋ＋１ － ｕｋ
ｎ） ＋ δλ ｋ）ΓＣ

≥ ０，
变换化简得到

　 　 ρ ｋ（δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ
ｎ，ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１）ΓＣ
≤－ ρ ２

ｋ‖ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１‖２

ΓＣ
＋ ρ ｋ（δｕｋ

ｎ，δλ ｋ）ΓＣ
． （２５）

由式（１６）和 ｐ ＝ ｕｎ 在 ΓＣ 上成立，可得

　 　 λ ｋ＋１ － λ ＝ λ ｋ － λ ＋ ρ ｋ（ｕｋ＋１
ｎ － ｕｎ ＋ ｕｎ － ｕｋ

ｎ ＋ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１），

即

　 　 δλ ｋ＋１ ＝ δλ ｋ ＋ ρ ｋ（δｕｋ＋１
ｎ － δｕｋ

ｎ ＋ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１），

整理等式两边后得到

　 　 δλ ｋ＋１ － ρ ｋδｕｋ＋１
ｎ ＝ δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ ＋ ρ ｋ（ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１），

两边同时取范数并由式（２５）可得

　 　 ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋδｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
＝

　 　 　 　 ‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ
ｎ ＋ ρ ｋ（ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１）‖２
ΓＣ

＝
　 　 　 　 ‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

＋ ρ ２
ｋ‖ ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１‖２
ΓＣ

＋ ２ρ ｋ（δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ
ｎ，ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１）ΓＣ
≤

　 　 　 　 ‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ
ｎ‖２

ΓＣ
＋ ρ ２

ｋ‖ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１‖２

ΓＣ
＋ ２ρ ｋ（δｕｋ

ｎ，δλ ｋ）ΓＣ
－ ２ρ ２

ｋ‖ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１‖２

ΓＣ
＝

　 　 　 　 ‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ
ｎ‖２

ΓＣ
－ ρ ２

ｋ‖ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１‖２

ΓＣ
＋ ２ρ ｋ（δｕｋ

ｎ，δλ ｋ）ΓＣ
，

即定理得证．
定理 ２　 设 { ｕｋ，ｐｋ，λｋ } 是算法 ２ 产生的序列，则在 Ｖ 上 ｕｋ → ｕ，在 Ｌ２（ΓＣ） 上 ｐｋ → ｐ，在 Ｌ２（ΓＣ） 上 λｋ⇀λ ．

　 　 证明　 由于 ｓｋ ≥ ０， ０ ＜ ρ ｋ＋１ ≤ （１ ＋ ｓｋ）ρ ｋ， 可得

　 　 ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋ＋１δｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
＝

　 　 　 　 ‖δλ ｋ＋１‖２
ΓＣ

＋ ρ ２
ｋ＋１‖δｕｋ＋１

ｎ ‖２
ΓＣ

＋ ２ρ ｋ＋１（δλ ｋ＋１， － δｕｋ＋１
ｎ ）ΓＣ

≤
　 　 　 　 （１ ＋ ｓｋ） ２‖δλ ｋ＋１‖２

ΓＣ
＋ （１ ＋ ｓｋ） ２ρ ２

ｋ‖δｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
＋

　 　 　 　 ２（１ ＋ ｓｋ） ２ρ ｋ（δλ ｋ＋１， － δｕｋ＋１
ｎ ）ΓＣ

＝
　 　 　 　 （１ ＋ ｓｋ） ２‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋδｕｋ＋１

ｎ ‖２
ΓＣ

． （２６）
由定理 １ 可知

　 　 ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋδｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
≤

　 　 　 　 ‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ
ｎ‖２

ΓＣ
－ ρ ２

ｋ‖ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１‖２

ΓＣ
－ ２ρ ｋ（δλ ｋ， － δｕｋ

ｎ）ΓＣ
．

从而由式（２６）有
　 　 ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋ＋１δｕｋ＋１

ｎ ‖２
ΓＣ

≤
　 　 　 　 （１ ＋ ｓｋ） ２‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋδｕｋ＋１

ｎ ‖２
ΓＣ

≤
　 　 　 　 （１ ＋ ｓｋ） ２‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

－ （１ ＋ ｓｋ） ２ρ ２
ｋ‖ ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１‖２
ΓＣ

－
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　 　 　 　 ２（１ ＋ ｓｋ） ２ρ ｋ（δλ ｋ， － δｕｋ
ｎ）ΓＣ

≤
　 　 　 　 （１ ＋ ｓｋ） ２‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

－ ρ ２
ｋ‖ ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１‖２
ΓＣ

－ ２ρ ｋ（δλ ｋ， － δｕｋ
ｎ）ΓＣ

． （２７）

令 ξ ｋ ＝ ２ｓｋ ＋ ｓ２ｋ，由罚参数的选取规则和∑ ＋∞

ｋ ＝ ０
ｓｋ ＜ ＋ ∞，可得∑ ＋∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋ ＜ ＋ ∞ 和∏ ＋∞

ｋ ＝ ０
（１ ＋ ξ ｋ） ＜ ＋ ∞ ．定义

以下符号：

　 　 Ｃ０ ＝ ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋ， Ｃｐ ＝ ∏ ＋∞

ｋ ＝ ０
（１ ＋ ξ ｋ） ．

由式（２１）和（２７）可得

　 　 ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋ＋１δｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
≤

　 　 　 　 （１ ＋ ｓｋ） ２‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ
ｎ‖２

ΓＣ
＝

　 　 　 　 （１ ＋ ξ ｋ）‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ
ｎ‖２

ΓＣ
≤

　 　 　 　 ∏
ｋ

ｉ ＝ ０
（１ ＋ ξ ｉ）‖δλ ０ － ρ ０δｕｎ

０‖２
ΓＣ

≤

　 　 　 　 Ｃｐ·‖δλ ０ － ρ ０δｕｎ
０‖２

ΓＣ
，　 　 ∀ｋ ≥ １， （２８）

即存在一个常数 Ｃ ＞ ０ 使得下面不等式成立：
　 　 ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋ＋１δｕｋ＋１

ｎ ‖２
ΓＣ

≤ Ｃ，　 　 Ｃ ＞ ０． （２９）
根据式（２７）可得

　 　 ２∑
＋∞

ｋ ＝ ０
ρ ｋ（δλ ｋ， － δｕｋ

ｎ）ΓＣ
＋ ∑

＋∞

ｋ ＝ ０
ρ ２
ｋ‖ ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１‖２
ΓＣ

＝

　 　 　 　 ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［２ρ ｋ（δλ ｋ， － δｕｋ

ｎ）ΓＣ
＋ ρ ２

ｋ‖ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１‖２

ΓＣ
］ ≤

　 　 　 　 ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［（１ ＋ ｓｋ） ２‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

－ ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋ＋１δｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
］ ＝

　 　 　 　 ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［（１ ＋ ξ ｋ）‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

－ ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋ＋１δｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
］ ＝

　 　 　 　 ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
（‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

－ ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋ＋１δｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
） ＋ ∑

＋∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋ‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

≤

　 　 　 　 ‖δλ ０ － ρ ０δｕ０
ｎ‖２

ΓＣ
＋ ∑

＋∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋ‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

． （３０）

由式（２１）、（２７）和（３０），结合式（２１），我们可以得到

　 　 ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
２αρ Ｌ‖δｕｋ‖２

Ｖ ＋ ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
ρ Ｌ‖ ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１‖２
ΓＣ

≤

　 　 　 　 ２∑
＋∞

ｋ ＝ ０
ρ ｋ（δλ ｋ， － δｕｋ

ｎ）ΓＣ
＋ ∑

＋∞

ｋ ＝ ０
ρ ２
ｋ‖ ｕｋ

ｎ － ｐｋ＋１‖２
ΓＣ

≤

　 　 　 　 ‖δλ ０ － ρ ０δｕ０
ｎ‖２

ΓＣ
＋ ∑

＋∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋ‖δλ ｋ － ρ ｋδｕｋ

ｎ‖２
ΓＣ

≤

　 　 　 　 Ｃ ＋ Ｃ·∑
＋∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋ ≤ （１ ＋ Ｃ０）·Ｃ ． （３１）

由级数收敛的必要条件可知

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

‖δｕｋ‖Ｖ ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ ｕｋ
ｎ － ｐｋ＋１‖ΓＣ

＝ ０．

所以在 Ｖ 上，ｕｋ → ｕ ．因为在边界 ΓＣ 上有 ｐ ＝ ｕｎ， 则

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ｐｋ＋１ － ｐ‖ΓＣ
≤ ｌｉｍ

ｋ→∞
‖ｐｋ＋１ － ｕｋ

ｎ‖ΓＣ
＋ ｌｉｍ

ｋ→∞
‖ ｕｋ

ｎ － ｐ‖ΓＣ
＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ｐｋ＋１ － ｕｋ
ｎ‖ΓＣ

＋ ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ ｕｋ
ｎ － ｕｎ‖ΓＣ

＝ ０，
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所以在 Ｌ２（ΓＣ） 上有 ｐｋ＋１ → ｐ ．
对于任意 ｋ ≥ １， 由于

　 　 ‖δλ ｋ＋１ － ρ ｋ＋１δｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
≤ Ｃｐ·‖δλ ０ － ρ ０δｕ０

ｎ‖２
ΓＣ
，

所以可以得到

　 　 ‖δλ ｋ＋１‖２
ΓＣ

＋ ‖ρ ｋ＋１ ｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
＋ ２ρ ｋ＋１（δλ ｋ＋１， － δｕｋ＋１

ｎ ）ΓＣ
≤ Ｃｐ·‖δλ ０ － ρ ０δｕ０

ｎ‖２
ΓＣ
，

结合式（２１）可得序列 { λ ｋ } 是有界序列，可证 λ ｋ⇀λ ［１４］ ．从而定理得证．
综上，算法 ２ 的收敛性得证．

注 １　 若在算法 ２ 的第 ５ 步中令 ｓｋ ＝ ０，则 ρ ｋ ＝ ρ０ ．因此算法 ２ 为固定罚参数情形，即为算法 １，故同理可证算法 １ 也是收

敛的．

３　 罚参数的自适应法则

利用自适应交替方向乘子法求解无摩擦单侧弹性接触问题，迭代过程中通过迭代函数自动调整罚参数，
用变参数 ρ ｋ 代替固定参数 ρ ［１０⁃１１，１４⁃１５］，从而达到提高算法效率的目的．下面具体考虑算法 ２ 中选取罚参数 ρ ｋ

的自适应法则．由定理 １ 的结论可知序列 { ｕｋ，ｐｋ，λ ｋ } 满足以下不等式：
　 　 ‖δλ ｋ＋１‖２

ΓＣ
＋ ρ ２

ｋ‖δｕｋ＋１
ｎ ‖２

ΓＣ
≤ ‖δλ ｋ‖２

ΓＣ
＋ ρ ２

ｋ‖δｕｋ
ｎ‖２

ΓＣ
．

为了提高算法的收敛速度，利用如下平衡原理：
　 　 ‖δλ ｋ‖ΓＣ

≈ ρ ｋ‖δｕｋ
ｎ‖ΓＣ

，
分别用 λ ｋ＋１ 和 ｕｋ＋１

ｎ 替换 λ 和 ｕｎ 可以得到

　 　 ‖λ ｋ＋１ － λ ｋ‖ΓＣ
≈ ρ ｋ‖ ｕｋ＋１

ｎ － ｕｋ
ｎ‖ΓＣ

．
上面的分析给本文提供了一个选择罚参数 ρ ｋ 的基本思路．给定一个正常数 τ，如果 ρ ｋ‖ ｕｋ＋１

ｎ － ｕｋ
ｎ‖ΓＣ

＞
（１ ＋ τ）‖λ ｋ＋１ － λ ｋ‖ΓＣ

，就在下一次迭代中减小罚参数 ρ ｋ；如果 ρ ｋ‖ ｕｋ＋１
ｎ － ｕｋ

ｎ‖ΓＣ
＜ （１ ／ （１ ＋ τ））‖λ ｋ＋１ －

λ ｋ‖ΓＣ
，就在下一次迭代中增加罚参数 ρ ｋ ．从而得到以下选取罚参数 ρ ｋ＋１ 的自适应法则：

　 　 ρ ｋ＋１ ＝

１
１ ＋ ｓｋ

ρ ｋ，　 　 　 ｗｋ ＜ １
１ ＋ τ

，

（１ ＋ ｓｋ）ρ ｋ， ｗｋ ＞ １ ＋ τ，
ρ ｋ， ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中

　 　 ｗｋ ＝
‖λ ｋ＋１ － λ‖ΓＣ

ρ ｋ‖ ｕｋ＋１
ｎ － ｕｋ

ｎ‖ΓＣ

．

即序列 ρ ｋ 满足

　 　 １
１ ＋ ｓｋ

ρ ｋ ≤ ρ ｋ＋１ ≤ （１ ＋ ｓｋ）ρ ｋ，

序列 { ｓｋ } 按照如下方式得到：

　 　 ｓｋ ＝

τ，　 　 　 　 　 　 　 ｃｋ ＜ ｃｋ＋１， ｃｋ＋１ ≤ ｃｍａｘ，
１

（ｃｋ＋１ － ｃｍａｘ） ２， ｃｋ ＜ ｃｋ＋１， ｃｋ＋１ ＞ ｃｍａｘ，

０， ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中 ｃｍａｘ 是一个正常数，ｃｋ 表示 ρ ｋ 改变的次数，即

　 　 ｃ０ ＝ ０， ｃｋ＋１ ＝
ｃｋ，　 　 　 １

１ ＋ τ
≤ ｗｎ ≤ １ ＋ τ，

ｃｋ ＋ １， ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í
ïï

ïï

对于给定的整数 ｃｍａｘ ＞ ０，显然序列 { ｓｋ } 满足∑ ＋∞

ｋ ＝ ０
ｓｋ ＜ ＋ ∞ ．
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４　 算 例 分 析

本文使用 ＦｒｅｅＦＥＭ＋＋软件求解算例的位移场、迭代次数和 ＣＰＵ 运行时间．该软件可以对二维和三维偏

微分问题自动建立有限元模型，我们只需要在此基础上定义网格和问题即可进行求解．
为了验证算法的有效性，我们给出两个数值算例．在数值算例中，我们取 τ ＝ ２和 ｃｍａｘ ＝ １００．对所有数值结

算都采用迭代终止条件 ‖ｕｋ＋１ － ｕｋ‖ ≤ １０ －５‖ｕｋ＋１‖ ．
算例 １　 设 Ω ＝ （０，２） × （０，１） 是一个矩形的弹性体，边界由 ΓＤ ＝ { ０ } × （０，１），ΓＮ１

＝ （０，２） × { １ } ，
ΓＮ２

＝ { ２ } × （０，１） 和ΓＣ ＝ （０，２） × { ０ } 四部分组成．弹性体在ΓＤ 上固定不动，即 ｕ ＝ ０，在ΓＮ１
上满足 Ｒｉｅ⁃

ｍａｎｎ 边界条件 σ（ｕ）ｎ ＝ （０， － １０） Ｔ，在ΓＮ２
上满足 σ（ｕ）ｎ ＝ ０．在ΓＣ 上，弹性体Ω和刚性基础支撑之间的障

碍函数 ｇ（ｘ） ＝ ０．０１．材料常数即弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比分别为 ２ ０００ 和 ０．３．

图 １　 形变后的弹性体及障碍函数（算例 １） 图 ２　 ｇ ＝ ０．０１ 时的算法迭代次数

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ
ｏｂｓｔａｃｌｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ （ｅｘａｍｐｌｅ １） ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｇ ＝ ０．０１

表 １　 ｇ ＝ ０．０１ 时 ３ 种算法的 ＣＰＵ 运行时间

Ｔａｂｌｅ １　 ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ３ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ ｇ ＝ ０．０１

ρ

ＡＤＭＭ１

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

ＡＤＭＭ２

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

ＳＡＤＭＭ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

１ ３．０８０ ９．３０５ ２９．３４４ ３７．７８８ ５．２１３ １２．８６５ ２４．２８３ ４１．６３９ ０．５６２ １．１７１ ２．６１７ ４．２１４

１０ ２．６７０ ８．６６５ ３４．７２６ ３７．６２９ ５．１３７ １２．３３１ ２３．８１４ ４０．９０９ ０．４５４ １．１３５ ２．３４２ ３．８９１

１０２ ０．６１１ ２．８９０ ６．２２４ １０．１７８ １．４７４ ４．１６９ ７．１５６ １１．３９３ ０．６１０ ０．９８４ ２．１４５ ３．６３２

１０３ ０．２２９ ０．８９６ １．８４２ ３．７６５ ０．５７７ １．２２３ １．９７８ ３．９４３ ０．４２５ ０．６５０ １．３２１ ２．５１６

１０４ ０．３０６ １．２２３ ２．９０５ ５．７４２ ０．５０２ １．２２８ ２．４７９ ４．２８６ ０．４０９ ０．７４３ １．４９６ ２．６９９

　 　 用算法 ２ 求解此算例得到弹性体形变图，如图 １ 所示（数据扩大为原来的 １０ 倍）．为了展示算法的性能，
对 ３ 种算法（ＡＤＭＭ１（文献［８］中的算法 １），ＡＤＭＭ２（本文中的算法 １），ＳＡＤＭＭ（本文中的算法 ２））取相同

的初始罚参数和步长 ｈ ＝ ２０， 考察了迭代收敛速度，如图 ２ 所示．显然，固定罚参数的交替方向乘子法

（ＡＤＭＭ１、ＡＤＭＭ２）对参数的取值非常敏感，数值过大或过小都会减缓算法的收敛速度．而 ＳＡＤＭＭ 的罚参数

自动选取，在很大程度上解决了算法对参数取值的依赖性．
取不同的初始罚参数 ρ 和步长 ｈ， 采用 ３ 种算法对问题进行数值计算， 所需的 ＣＰＵ 运行时间如表 １ 所

示．图 １ 和表 １ 中数值结果均表明，自适应交替方向乘子法收敛速度及运行速度明显优于固定罚参数交替方

向乘子法，并且对所有的罚参数具有较好的稳定性．
算例 ２　 设 Ω ＝ （０，３） × （０，１） 是弹性体，在边界 ΓＤ ＝ { ０ } × （０，１） 上固定（即 ｕ ＝ ０）；边界 ΓＣ ＝ （０，

３） × { ０ } ； 边界 { ３ } × （０，１） 上已知 Ｒｉｅｍａｎｎ 边界条件为 ｔ ＝ （０， － ２） Ｔ，并且在剩下的边界ΓＮ 上 ｔ ＝ ０．给
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定障碍函数为 ｇ（ｘ１） ＝ ０．００３（ｘ１ － １．５） ２ ＋ ０．００１．弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比分别为 ５ ０００ 和 ０．４９．

图 ３　 形变后的弹性体及障碍函数（算例 ２） 图 ４　 各算法的迭代次数

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｂｓｔａｃｌｅ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍｅｔｈｏｄ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ （ｅｘａｍｐｌｅ ２）

表 ２　 ３ 种算法的 ＣＰＵ 运行时间

Ｔａｂｌｅ ２　 ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ３ ｍｅｔｈｏｄｓ

ρ

ＡＤＭＭ１

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

ＡＤＭＭ２

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

ＳＡＤＭＭ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

１ ４．１１４ １３．７３３ ３５．０５１ ５４．７９１ ４．００８ １３．２２７ ３０．７５３ ５３．３８３ ０．３７８ １．３１３ ３．１２９ ７．０２９

１０ ３．８２７ １３．５０５ ３９．２０１ ６５．８４１ ３．７９２ １２．９１ ２９．４６５ ５２．５６４ ０．３８１ １．２２７ ２．９８２ ６．６４９

１０２ １．５６５ ５．２９４ １６．２４７ ２６．１９６ １．２５６ ５．１３２ １２．３２２ ２２．３９４ ０．３１４ １．１１６ ２．６４５ ５．９８５

１０３ ０．９３３ ２．５５２ ７．５３０ １２．０５１ ０．８７２ ２．３８６ ５．２７６ ８．３８９ ０．２３８ ０．７８６ １．９３２ ５．０１７

１０４ ０．６９９ ２．０５９ ６．００３ １０．１０９ ０．３８４ １．３０６ ３．０５９ ５．４４９ ０．３１５ ０．９４８ ２．３１３ ３．８４９

　 　 对此算例应用算法 ２ 得到形变后的弹性体，如图 ３ 所示（数据扩大为原来的 ２０ 倍）．对 ３ 种算法

（ＡＤＭＭ１、ＡＤＭＭ２、ＳＡＤＭＭ） 取不同的初始罚参数 ρ 和步长 ｈ ＝ ２０， 考察算法收敛速度，数值结果如图 ４ 所

示．从数值结果可以看出，ＡＤＭＭ２ 比 ＡＤＭＭ１ 的迭代次数更少，但是还是没有摆脱对罚参数的依赖性．而
ＳＡＤＭＭ 相对比较稳定，不会因为罚参数的过大或者过小而显著增加迭代次数．为了更全面展示 ＳＡＤＭＭ 的

性能，分别取不同的初始罚参数 ρ 和步长 ｈ， 考察 ３ 种算法的 ＣＰＵ 运行时间，如表 ２ 所示．结果表明自适应交

替方向乘子法具有较好的性能．

５　 结　 　 论

本文提出了求解弹性接触问题的自适应交替方向乘子法，该算法不仅计算简单，并且给出的自适应法则

利用边界迭代函数自动选择合适的罚参数，能有效解决交替方向乘子法的迭代次数高度依赖于罚参数 ρ 的

问题，从而显著提高算法性能．数值结果表明了该算法的有效性．
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