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摘要：　 针对电磁场环境中金属⁃陶瓷功能梯度圆柱壳体结构，基于物理中面下的几何关系和 Ｈｏｏｋｅ 定律，确定了圆

柱薄壳体的非线性本构关系．根据 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｌｏｖｅ 弹性理论，给出了非均质弹性壳体的变形应变能、动能及其变分运

算式．基于电磁弹性理论，得出了电磁场作用下磁性功能梯度壳体所受涡流 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力和磁化力模型．应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
广义变分原理，建立功能梯度薄壳体的磁弹性耦合非线性振动方程组，得出了描述功能梯度结构的具有变形场与

电磁场耦合特征的动力学理论模型．通过对磁场中功能梯度壳体固有振动问题的举例分析，得到了壳体振动特征方

程和固有频率变化规律，表明磁场和材料体积分数指数的增大能够使频率值减小，而在周向波数影响曲线中出现

频率最小值的情形．研究方法可为多场耦合系统理论建模及动力学分析提供参考．

关　 键　 词：　 功能梯度圆柱壳；　 磁弹性；　 动力学模型；　 电磁场；　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理

中图分类号：　 Ｏ３２２； Ｏ３４３．７　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４４００４８

Ａ Ｍａｇｎｅｔｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｐｌｉｎｇ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ
Ｇｒａｄｉｅｎｔ Ｓｈｅｌｌｓ Ｕｎｄｅｒ Ｍａｇｎｅｔｉｃ Ｆｉｅｌｄ Ａｃｔｉｏｎｓ

ＨＵ Ｙｕｄａ１，２，　 ＬＩＡＯ Ｆｅｎｇ１，２

（１． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， Ｙａｎｓｈａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｑｉｎｈｕａｎｇｄａｏ， Ｈｅｂｅｉ ０６６００４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｈｅｂｅｉ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒ Ｈｅａｖｙ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ ａｎｄ Ｌａｒｇｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，
Ｙａｎｓｈａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｑｉｎｈｕａｎｇｄａｏ， Ｈｅｂｅｉ ０６６００４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｆｏｒ ｍｅｔａｌ⁃ｃｅｒａｍｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ ｉｎ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄｓ， ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｎ⁃
ｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ Ｈｏｏｋｅ’ｓ ｌａｗ ｏｎ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｅｕｔｒａｌ ｓｕｒｆａｃｅ． Ａｃ⁃
ｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｌｏｖｅ ｔｈｅｏｒｙ， ｔｈｅ ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｗｉｔｈ ｉｔｓ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅｌｌ． Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｅｄｄｙ ｃｕｒｒｅｎｔ Ｌｏｒｅｎｔｚ ｆｏｒｃｅ
ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｆｏｒ ｆｅｒｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｈｅｌｌｓ ｕｎｄｅｒ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ａｃｔｉｏｎｓ，
ｗａｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ． Ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｏｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈｅｌｌ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ Ｈａｍｉｌｔｏｎ’ｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ， ａｎｄ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｄｅｓｃｒｉ⁃
ｂｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｉｅｌｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｗａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｆｏｒ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｆｏｒ ｎａｔｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｈｅｌｌｓ， ｔｈｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｌａｗ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ

１４３１

应用数学和力学
４４ 卷 １１ 期　 ２０２３ 年 １１ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４４，Ｎｏ．１１，Ｎｏｖ．，２０２３

∗ 收稿日期：　 ２０２３⁃０２⁃２７； 修订日期：　 ２０２３⁃０５⁃２４
基金项目：　 国家自然科学基金项目（１２１７２３２１）；河北省自然科学基金项目（Ａ２０２０２０３００７）
作者简介：　 胡宇达（１９６８—），男，教授，博士，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｈｕｙｕｄａ０３＠ １６３．ｃｏｍ）．
引用格式：　 胡宇达， 廖峰． 磁场作用功能梯度壳体磁弹耦合动力学模型［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２３， ４４（１１）： １３４１⁃

１３５３．



ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘ， ａｎｄ ｔｈｅ ｐｈｅ⁃
ｎｏｍｅｎｏｎ ｏｆ ｍｉｎｉｍｕｍ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｌｌ ｏｃｃｕｒ ｉｎ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ． Ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｐｒｏ⁃
ｖｉｄｅｓ ａ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｆｉｅｌｄ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ； ｍａｇｎｅｔｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ； ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ； ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ；
Ｈａｍｉｌｔｏｎ’ｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

０　 引　 　 言

功能梯度材料（ＦＧＭ）是指通过结构和组成要素的连续或准连续变化，使材料的性能在空间位置上呈梯

度变化的新型非均质复合材料．该材料的显著特点是内部结构材料组分呈连续平滑变化，不存在明显界面，
从而能够较好地避免应力集中现象［１］ ．金属 ／陶瓷 ＦＧＭ 是最典型也是最早被研制的 ＦＧＭ，该材料能够充分发

挥陶瓷的耐高温、抗腐蚀和金属的强度高、韧性好等优点，特别在多物理场环境中更能发挥材料性能的梯变

优势，值得深入揭示其复杂的力学特性．板壳结构作为 ＦＧＭ 的常见结构形式，吸引人们开展了许多理论研

究．在结构弯曲问题研究中，Ｙａｎｇ 等［２］和 Ｌｉｕ 等［３］研究了 ＦＧＭ 圆板轴对称弯曲以及各向同性 ＦＧＭ 圆板三维

弹性问题；Ｙｏｕｓｅｆｉｔａｂａｒ 等［４］研究了温度载荷作用下 ＦＧＭ 环板的稳定性及临界屈曲问题；Ｔｒａｂｅｌｓｉ 等［５］ 分析

了几何和物理参数对 ＦＧＭ 壳体后屈曲特性的影响；Ｃｈａｎ 等［６］研究了加筋 ＦＧＭ 圆锥壳体的屈曲和后屈曲问

题．在功能梯度结构动力学性能研究中，曹志远［７］和 Ｔｕ 等［８］基于高阶剪切变形理论研究了 ＦＧＭ 矩形板固有

振动和热弹自由振动问题；Ｈｕ 等［９］ 研究了热环境中金属 ／陶瓷 ＦＧＭ 圆板非线性共振及分岔特性；Ｚｈａｎｇ
等［１０］和 Ａｎ 等［１１］分别研究了 ＦＧＭ 圆柱壳和截锥壳的非线性动力学及混沌问题；Ｓａｈｕ 等［１２］分析了双弯曲黏

弹性金属 ／陶瓷 ＦＧＭ 夹层壳结构固有振动特性；Ｌｉ 等［１３］ 研究了热环境中旋转 ＦＧＭ 圆柱壳参数共振问题；
Ｚｈａｎｇ 等［１４⁃１６］通过引入物理中曲面研究了 ＦＧＭ 梁、板、壳的非线性动力学问题．电磁弹性理论可以研究弹性

介质在电磁场环境中产生变形时力、电、磁等多场量间的相互作用关系．在磁弹性弯曲与振动问题研究中，
Ｍｉｙａ 等［１７］对处于磁场中铁磁梁板结构屈曲问题开展了研究；刘旭等［１８］ 研究了热环境旋转功能梯度纳米环

板的自由振动问题；陈明飞等［１９］分析了功能梯度三角板的面内振动问题；Ｗａｎｇ 等［２０］ 和 Ｍｏｈａｊｅｒａｎｉ 等［２１］ 分

别研究了磁场中铁磁板的稳定性和振动问题；胡宇达等［２２⁃２４］ 建立了外加磁场环境中轴向运动导电、导磁薄

板的磁固耦合动力学理论模型；沈璐璐和杨博等［２５］研究了功能梯度压电板受均布载荷作用下柱面弯曲问题

的弹性应力解；Ｍｉｋｉｌｙａｎａ 等［２６］和 Ｍｏｌｃｈｅｎｋｏ 等［２７］ 分别研究了导电壳体结构的磁弹性动力稳定性和变形问

题．另外，在功能梯度结构电磁问题研究中，Ｌｉ 等［２８］针对 ＦＧＭ 多孔板磁电热弹性振动问题进行了研究；Ｍｅｈ⁃
ｄｉｔａｂａｒ 等［２９］研究了 ＦＧＭ 圆柱壳的磁热弹弯曲问题．Ｌｉｕ 等［３０］分析了含孔隙率功能梯度压电壳体的力⁃电⁃热
耦合共振特性．通过上述文献调研可见，关于 ＦＧＭ 结构动力学研究主要分为两个方向：一是研究形状、尺寸、
孔隙等结构自身特性对系统响应的影响；另一方向是探究复杂物理场环境（如热场、电磁场、机械场等）中的

动力学问题．目前对于 ＦＧＭ 结构在电磁场环境下的研究主要集中在压电结构领域，其磁场主要作为电场的

伴生场发挥作用．然而，对于导磁、导电 ＦＧＭ 结构在外加磁场环境下的研究却鲜有报道．事实上，结构在磁场

环境下的磁弹耦合更能体现介质与物理场之间的相互“力”效应，一方面，结构受涡流电磁力作用产生变形；
另一方面，结构变形影响磁场空间分布形式，使电磁力大小发生改变．这类磁场与结构之间的相互作用常体

现为非线性耦合特征，其最终作用效果将直接影响设备服役过程中的安全性和稳定性．对于磁场环境下 ＦＧＭ
结构的磁弹耦合动力学问题，由于理论建模复杂，数学求解难度大，尚有许多问题需要进一步探索和完善．本
文以金属⁃陶瓷功能梯度壳体结构为对象，开展电磁场作用下多场耦合系统理论建模研究；考虑材料梯度分

布规律下的非线性本构关系和电磁影响因素，确定壳体能量关系式和电磁力表征模型；根据能量变分原理和

电磁场理论，推导出 ＦＧＭ 薄壳体的磁弹耦合非线性动力学方程，表征多场量相互作用的耦合机制，并给出壳

体固有振动特性的算例结果分析．与以往研究相比，本文的创新性为： ① 考虑了介质电导率和磁导率沿厚度

方向的梯度变化特征；② 系统地给出了 ＦＧＭ 结构在磁场中的电磁力模型．研究结果可为 ＦＧＭ 壳体多场耦合

动力学研究提供理论支持，亦可为复合结构在工程技术领域的应用提供技术储备．
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１　 基 本 模 型

研究图 １ 所示处于外加磁场 Ｂ（Ｂｘ，Ｂθ，Ｂｚ） 环境中的金属⁃陶瓷功能梯度圆柱薄壳体结构，设定壳体外表

面为具有铁磁性质的金属材料侧（以下角标 ｍ 表示）、内表面为陶瓷材料侧（以下角标 ｃ 表示），内部材料组

成呈幂律分布．在壳体几何中面上建立正交曲线坐标系 （ｘ，θ，ｚ）， 壳体的厚度为 ｈ，中面半径为 Ｒ，长度为 ｌ ．

图 １　 磁场中 ＦＧＭ 圆柱壳模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｉｎ ａ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

１．１　 材料属性

对于所研究的 ＦＧＭ 壳体，设定 Ｖｍ 为金属沿厚度方向的体积含量， Ｖｃ 为陶瓷沿厚度方向的体积含量，则
有 Ｖｍ ＋ Ｖｃ ＝ １；Ｎ 为金属材料的体积分数指数 （０ ≤ Ｎ ＜ ∞）； 壳体材料的物性参数主要包括弹性模量 Ｅ、热
膨胀系数 α、密度 ρ 和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ．设金属含量 Ｖｍ 沿厚度方向按幂律函数形式变化，即［３１］

　 　 Ｖｍ ＝ １ － Ｖｃ ＝
ｈ ＋ ２ｚ
２ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

． （１）

根据材料混合律，物性参数的统一表示式为

　 　 Ｐ ＝ ＰｃＶｃ ＋ ＰｍＶｍ ＝ （Ｐｍ － Ｐｃ）
ｈ ＋ ２ｚ
２ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

＋ Ｐｃ ． （２）

１．２　 物理中面

对于沿厚度方向材料组分梯度变化的功能梯度壳体，因材料组成结构的非对称特征，使得弯曲应力和应

变为零的圆壳面会偏离壳体的几何中曲面，该圆柱面称为物理中曲面．基于物理中面分析时可避免 ＦＧＭ 结

构中的拉伸⁃弯曲耦合效应．根据等效弹性模量 Ｅ 的概念，物理中曲面位置坐标定义为［３２］

　 　 ｚ０ ＝
∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｚ·Ｅ（ ｚ）ｄｚ

∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｅ（ ｚ）ｄｚ
， （３）

式中， ｚ０ 为沿 ｚ 方向物理中曲面与几何中曲面的距离．
根据 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 经典板壳理论，基于物理中面的壳体内任一点位移可表示为

　 　
ｕｘ ＝ ｕ（ｘ，θ，ｔ） ＋ （ ｚ － ｚ０）ψ ｘ（ｘ，θ，ｔ），
ｕθ ＝ ｖ（ｘ，θ，ｔ） ＋ （ ｚ － ｚ０）ψ θ（ｘ，θ，ｔ），
ｕｚ ＝ ｗ（ｘ，θ，ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

式中， ｕ，ｖ 和 ｗ 分别为物理中曲面上点沿坐标 ｘ，θ 和 ｚ 方向的位移； ｔ 为时间变量； ψ ｘ ＝ － ｗ，ｘ，ψ θ ＝ （ｖ －
ｗ，θ） ／ Ｒ 分别为物理中曲面法线沿 ｘ 和 θ 方向的转角； ｗ，ｘ 和 ｗ，θ 的下角标“，”分别表示对变量 ｘ 和 θ 的一阶

偏导数（下同）．

２　 应变能与动能

２．１　 几何方程

根据 Ｌｏｖｅ 板壳弹性理论，圆柱薄壳体在几何非线性下基于物理中曲面的应变⁃位移关系可表示为

　 　 ε ＝ ε０ ＋ （ ｚ － ｚ０）ε１， （５）
式中， ε ＝ { ε ｘ，ε θ，γ ｘθ } Ｔ 为体内任一点应变， ε０ ＝ { ε ０

ｘ，ε ０
θ，γ ０

ｘθ } Ｔ 为物理中面应变， ε１ ＝ { κ ｘ，κ θ，κ ｘθ } Ｔ 为物

３４３１第 １１ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 胡宇达，等： 磁场作用功能梯度壳体磁弹耦合动力学模型



理中面曲率．且有

　 　 ε ０
ｘ ＝ ｕ，ｘ ＋ １

２
（ｗ，ｘ） ２， ε ０

θ ＝
ｖ，θ
Ｒ

＋ ｗ
Ｒ

＋ １
２

ｗ，θ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， γ ０
ｘθ ＝

ｕ，θ

Ｒ
＋ ｖ，ｘ ＋

ｗ，ｘｗ，θ

Ｒ
， （６）

　 　 κ ｘ ＝ － ｗ，ｘｘ， κ θ ＝ －
ｗ，θθ

Ｒ２
＋
ｖ，θ
Ｒ２， κ ｘθ ＝ － ２

Ｒ
（ｗ，ｘθ － ｖ，ｘ）， （７）

式中， ｗ，ｘｘ 的下角标“，”表示对单变量 ｘ 的二阶偏导数， ｗ，ｘθ 的下角标“，”表示对双变量 ｘ 和 θ 的二阶偏导数

（下同）．
２．２　 物理方程

对于线弹性 ＦＧＭ 壳体，根据 Ｈｏｏｋｅ 定律，其应力和应变之间的弹性本构关系为

　 　 σ ＝ Ｑε， （８）

式中， σ ＝ {σ ｘ，σ θ，σ ｘθ } Ｔ 为壳体内任一点应力， Ｑ ＝ Ｅ
１ － ν ２

１ ν ０
ν １ ０
０ ０ （１ － ν） ／ ２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

为刚度矩阵．

对式（８）沿壳体厚度方向积分，得到等效于壳体物理中面的薄膜内力和内力矩关系式：

　 　
（Ｎｘ，Ｎθ，Ｎｘθ） Ｔ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σｄｚ ＝ Ａε０，

（Ｍｘ，Ｍθ，Ｍｘθ） Ｔ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ ｚ － ｚ０）σｄｚ ＝ Ｄε１，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

式中， Ｎｘ，Ｎθ，Ｎｘθ 为薄膜内力， Ｍｘ，Ｍθ，Ｍｘθ 为内力矩，刚度矩阵 Ａ，Ｄ 为

　 　 （Ａ，Ｄ） ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｑ（１，（ ｚ － ｚ０） ２）ｄｚ ． （１０）

２．３　 应变能及变分

根据弹性应变能概念，ＦＧＭ 圆柱薄壳体的应变能表达式为

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫

ｌ

０
∫２π

０
（Ｎｘε ０

ｘ ＋ Ｎθε ０
θ ＋ Ｎｘθγ ０

ｘθ ＋ Ｍｘκ ｘ ＋ Ｍθκ θ ＋ Ｍｘθκ ｘθ）Ｒｄθｄｘ ． （１１）

对式（１１）进行变分，并考虑到内力与应变关系以及各位移变分量 δｕ，δｖ，δｗ 的相互独立条件，推得体内

应变能的变分式为

　 　 δＵ ＝－ ∫ｌ
０
∫２π

０
Ｎｘ，ｘ ＋

Ｎｘθ，θ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｕ ＋

Ｎθ，θ

Ｒ
＋ Ｎｘθ，ｘ ＋

Ｍθ，θ

Ｒ２
＋

２Ｍｘθ，ｘ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｖ ＋{

　 　 　 　 （Ｎｘｗ，ｘ） ，ｘ －
Ｎθ

Ｒ
＋ １
Ｒ２（Ｎθｗ，θ） ，θ ＋ １

Ｒ
（Ｎｘθｗ，ｘ） ，θ ＋ １

Ｒ
（Ｎｘθｗ，θ） ，ｘ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 Ｍｘ，ｘｘ ＋
Ｍθ，θθ

Ｒ２
＋

２Ｍｘθ，ｘθ

Ｒ
ù

û

ú
ú
δｗ} Ｒｄθｄｘ， （１２）

式中， δＵ 为应变能变分．
２．４　 动能及变分

壳体运动变形时，其内部任意一点速度矢量为

　 　 Ｖ ＝ ｕｘｅ１ ＋ ｕθｅ２ ＋ ｕｚｅ３， （１３）

式中， ｕｘ ＝
∂ｕｘ

∂ｔ
， ｕθ ＝

∂ｕθ

∂ｔ
， ｕｚ ＝

∂ｗ
∂ｔ

； （ｅ１，ｅ２，ｅ３） 为沿坐标 （ｘ，θ，ｚ） 方向的单位向量．从而得到壳体的动能表达

式为

　 　 Ｔ ＝ １
２ ∫∫∫ρ（ ｚ）·Ｖ·Ｖ·Ｒｄθｄｘｄｚ ＝ １

２ ∫∫∫ρ（ ｚ）·（ｕ２
ｘ ＋ ｕ２

θ ＋ ｕ２
ｚ ）Ｒｄｘｄθｄｚ ． （１４）

将式（４）代入式（１４），对动能进行变分运算，并考虑到 δｕ，δｖ，δｗ 为独立变分量，得到动能变分式 δＴ 为
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　 　 δＴ ＝ － ∫ｌ
０
∫２π

０
Ｉ０

∂２ｕ
∂ｔ２

－ Ｉ１
∂２

∂ｔ２
（ｗ，ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δｕ ＋ Ｉ０

∂２ｖ
∂ｔ２

＋
Ｉ１
Ｒ ２ ∂２ｖ

∂ｔ２
－

∂２ｗ，θ

∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｉ２
Ｒ２

∂２（ｖ － ｗ，θ）
∂ｔ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
δｖ ＋{

　 　 　 　 Ｉ０
∂２ｗ
∂ｔ２

＋
Ｉ１
Ｒ Ｒ

∂２ｕ，ｘ

∂ｔ２
＋

∂２ｖ，θ
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｉ２
Ｒ２

∂２（ｖ，θ － ｗ，θθ）
∂ｔ２

－ Ｒ２ ∂２ｗ，ｘｘ

∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
δｗ} Ｒｄθｄｘ， （１５）

式中

　 　 Ｉ０ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ρ（ ｚ）·ｄｚ， Ｉ１ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ρ（ ｚ）·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ， Ｉ２ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ρ（ ｚ）·（ ｚ － ｚ０） ２ｄｚ ． （１６）

３　 电磁力模型

３．１　 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力
当运动导体处于外加磁场作用时，电磁体内部将会因动变形而产生感应涡电流，其电流密度的矢量表征

式为

　 　 Ｊ ＝ σ（ ｚ）·（Ｖｐ × Ｂ）， （１７）
式中， Ｊ（Ｊｘ，Ｊθ，Ｊｚ） 为电流密度矢量， Ｂ（Ｂｘ，Ｂθ，Ｂｚ） 为磁感应强度矢量， Ｖｐ（Ｖｐｘ，Ｖｐθ，Ｖｐｚ） 为任一点速度矢量；

σ（ ｚ） ＝ σｍＶｍ ＝ σｍ
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

为沿壳体厚度呈幂律梯度变化的电导率， σｍ 为金属材料电导率．

基于电磁理论，ＦＧＭ 薄壳体在外加磁场环境中所受到的 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力矢量式为［２３］

　 　 ｆ Ｌ（ ｆ Ｌ
ｘ ， ｆ Ｌ

θ ， ｆ Ｌ
ｚ ） ＝ Ｊ × Ｂ ＝

ｅ１ ｅ２ ｅ３

Ｊｘ Ｊθ ０
Ｂｘ Ｂθ Ｂｚ

． （１８）

将 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力矢量式（１８）沿壳体厚度方向对 ｚ 进行积分， 推得等效于壳体物理中面的涡流电磁力和电

磁力矩：

　 　

ＦＬ
ｘ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｆ Ｌ
ｘ ｄｚ ＝

∂ｗ
∂ｔ

Ｂ０
ｘｚ －

∂ｕ
∂ｔ

Ｂ０
ｚｚ －

∂ψ ｘ

∂ｔ
ＢＩ

ｚｚ，

ＦＬ
θ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｆ Ｌ
θ ｄｚ ＝ －

∂ｖ
∂ｔ

Ｂ０
ｚｚ －

∂ψ θ

∂ｔ
ＢＩ

ｚｚ ＋
∂ｗ
∂ｔ

Ｂ０
θｚ，

ＦＬ
ｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｆ Ｌ
ｚ ｄｚ ＝

∂ｖ
∂ｔ

Ｂ０
θｚ ＋

∂ψ θ

∂ｔ
ＢＩ

θｚ －
∂ｗ
∂ｔ

Ｂ０
θθ － ∂ｗ

∂ｔ
Ｂ０

ｘｘ ＋ ∂ｕ
∂ｔ

Ｂ０
ｘｚ ＋

∂ψ ｘ

∂ｔ
ＢＩ

ｘｚ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１９）

　 　
ｍＬ

ｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｆ Ｌ
ｘ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ ＝

∂ｗ
∂ｔ

ＢⅠ
ｘｚ － ∂ｕ

∂ｔ
ＢⅠ

ｚｚ －
∂ψ ｘ

∂ｔ
ＢⅡ

ｚｚ ，

ｍＬ
θ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｆ Ｌ
θ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ ＝ －

∂ｖ
∂ｔ

ＢⅠ
ｚｚ －

∂ψ θ

∂ｔ
ＢⅡ

ｚｚ ＋ ∂ｗ
∂ｔ

ＢⅠ
θｚ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２０）

式中

　 　 Ｂ０
ｘｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢｘＢｚｄｚ， Ｂ０

θｚ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σＢθＢｚｄｚ， Ｂ０
ｘｘ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢ２

ｘｄｚ， Ｂ０
θθ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢ２

θｄｚ，

　 　 Ｂ０
ｚｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢ２

ｚ ｄｚ， ＢⅠ
ｚｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢ２

ｚ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ， ＢⅠ
ｘｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢｘＢｚ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ，

　 　 ＢⅠ
θｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢθＢｚ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ， ＢⅡ

ｚｚ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σＢ２
ｚ·（ ｚ － ｚ０） ２ｄｚ ．

３．２　 磁化力

３．２．１　 电磁本构关系和磁边界条件

对于各向同性铁磁材料介质，其电磁本构式为

　 　
Ｂ ＝ μＨ ＝ μ ０（Ｈ ＋ Ｍ），
Ｍ ＝ χＨ，{ （２１）
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式中， μ ＝ μ ０μ ｒ 为介质磁导率， μ ｒ ＝ １ ＋ χ 为相对磁导率， μ ０ 为真空磁导率， χ（ ｚ） ＝ χ
ｍＶｍ ＝ χ

ｍ
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

为

沿壳体厚度呈幂律梯度变化的磁化率， χ
ｍ 为金属材料磁化率； Ｍ 为磁化强度矢量， Ｈ 为磁场强度矢量．

根据电磁理论，壳体介质表面磁场的连续性边界条件为

　 　 Ｂ
－ ｚ
ｍ ＝ Ｂｚ

ｍ， Ｈ
－ τ

ｍ ＝ Ｈτ
ｍ， （２２）

式中， Ｂ
－ ｚ
ｍ，Ｂｚ

ｍ 分别为体内和体外边界沿法向的磁感应强度， Ｈ
－ τ

ｍ，Ｈτ
ｍ 分别为体内和体外边界沿切向的磁场强

度，下角标“ｍ”代表壳体的外表面（金属侧）．
３．２．２　 磁力模型

基于磁介质的微观磁偶极子理论，对于各向同性可磁化铁磁材料薄壁结构，其介质所受的磁体力和表面

磁力的表征式为［２３］：
磁体力

　 　 ｆ Ｃ（ ｆ Ｃ
ｘ ， ｆ Ｃ

θ ， ｆ Ｃ
ｚ ） ＝

μ ０μ ｒ
χ

２
Ñ（Ｈ） ２； （２３）

磁面力

　 　 ｆ Ｃ
Ⅰ ＝ －

μ ０
χ（μ ｒ ＋ １）

２
（Ｈ

－ τ） ２ｎ， （２４）

式中， ｎ 为外法向单位向量， Ñ为柱坐标系下的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 微分算子．
当研究薄壁壳体时，可将磁体力（２３）和磁面力（２４）向物理中面等效简化，得到壳体所受的磁化力和磁

化力矩表达式：

　 　

ＦＣ
ｘ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｆ Ｃ
ｘ ｄｚ ＝

μ ０

２ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
μ ｒ（ ｚ）·χ（ ｚ）·［（Ｈ） ２］ ，ｘｄｚ，

ＦＣ
θ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｆ Ｃ
θ ｄｚ ＝

μ ０

２Ｒ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
μ ｒ（ ｚ）·χ（ ｚ）·［（Ｈ） ２］ ，θｄｚ，

ＦＣ
ｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｆ Ｃ
ｚ ｄｚ ＋ ｆ

－ Ｃ
Ⅰ ｚ ＝ ｈ ／ ２ － ｆ

－ Ｃ
Ⅰ ｚ ＝ －ｈ ／ ２ ＝

　 　
μ ０

２ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
μ ｒ（ ｚ）·χ（ ｚ）·［（Ｈ） ２］ ，ｚｄｚ －

μ ０
χ（μ ｒ ＋ １）

２
（Ｈ

－ τ） ２
ｚ ＝ ｈ ／ ２

ｚ ＝ －ｈ ／ ２

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（２５）

　 　
ｍＣ

ｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｆ Ｃ
ｘ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ ＝

μ ０

２ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
μ ｒ（ ｚ）·χ（ ｚ）·［（Ｈ） ２］ ，ｘ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ，

ｍＣ
θ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｆ Ｃ
θ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ ＝

μ ０

２Ｒ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
μ ｒ（ ｚ）·χ（ ｚ）·［（Ｈ） ２］ ，θ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２６）

３．３　 电磁力虚功

设壳体所受总的等效电磁体力（包括 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力和磁化力）为
　 　 ｆ ＝ ｆｘｅ１ ＋ ｆθｅ２ ＋ ｆｚｅ３， （２７）

则对于系统约束所容许的虚位移，电磁力所做虚功为

　 　 δＷ ＝ ∫ｌ
０
∫２π

０
∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
（ ｆｘδｕｘ ＋ ｆθδｕθ ＋ ｆｚδｕｚ）Ｒｄｚｄθｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫ｌ
０
∫２π

０
Ｆｘδｕ ＋ Ｆθ ＋

ｍθ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｖ ＋ Ｆｚ ＋ ｍｘ，ｘ ＋

ｍθ，θ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｒｄθｄｘ， （２８）

式中， δＷ 为电磁力虚功，沿 ｚ 方向积分后等效于物理中面的电磁力 Ｆｘ，Ｆθ，Ｆｚ 和电磁力矩 ｍｘ，ｍθ 分别为

　 　
Ｆｘ ＝ ＦＬ

ｘ ＋ ＦＣ
ｘ ， Ｆθ ＝ ＦＬ

θ ＋ ＦＣ
θ ， Ｆｚ ＝ ＦＬ

ｚ ＋ ＦＣ
ｚ ，

ｍｘ ＝ ｍＬ
ｘ ＋ ｍＣ

ｘ ， ｍθ ＝ ｍＬ
θ ＋ ｍＣ

θ ，
{ （２９）

这里，上角标“Ｌ”代表 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力，“Ｃ”代表磁化力，其表达式见式（１９）、（２０）和式（２５）、（２６）．
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４　 磁弹耦合非线性振动方程

对于弹性变形薄壳体，可应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 广义变分原理建立电磁场作用下 ＦＧＭ 结构的非线性振动方程．
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理的一般表达形式为

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
（δＴ － δＵ ＋ δＷ）ｄｔ ＝ ０， （３０）

式中， ｔ１ 和 ｔ２ 为两个积分限固定时刻．
最终，将前面所得变分式（１２）、（１５）和虚功式（２８）代入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理（３０）中，并考虑到 δｕ，δｖ，δｗ

为独立的位移变分量，推得电磁场环境中功能梯度薄壳体的磁弹耦合非线性振动方程组：

　 　 Ｎｘ，ｘ ＋
Ｎｘθ ，θ

Ｒ
＋ Ｆｘ ＝ Ｉ０

∂２ｕ
∂ｔ２

－ Ｉ１
∂２ｗ，ｘ

∂ｔ２
， （３１）

　 　
Ｎθ，θ

Ｒ
＋ Ｎｘθ，ｘ ＋ １

Ｒ２ Ｍθ，θ ＋
２Ｍｘθ，ｘ

Ｒ
＋ Ｆθ ＋

ｍθ

Ｒ
＝ Ｉ０

∂２ｖ
∂ｔ２

＋
Ｉ１
Ｒ ２ ∂２ｖ

∂ｔ２
－

∂２ｗ，θ

∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｉ２
Ｒ２

∂２（ｖ － ｗ，θ）
∂ｔ２

， （３２）

　 　 （Ｎｘｗ，ｘ） ，ｘ －
Ｎθ

Ｒ
＋ １
Ｒ２（Ｎθｗ，θ） ，θ ＋ １

Ｒ
（Ｎｘθｗ，ｘ） ，θ ＋ １

Ｒ
（Ｎｘθｗ，θ） ，ｘ ＋

　 　 　 　 Ｍｘ，ｘｘ ＋
Ｍθ，θθ

Ｒ２
＋

２Ｍｘθ，ｘθ

Ｒ
＋ Ｆｚ ＋ ｍｘ，ｘ ＋

ｍθ，θ

Ｒ
＝

　 　 　 　 Ｉ０
∂２ｗ
∂ｔ２

＋
Ｉ１
Ｒ Ｒ

∂２ｕ，ｘ

∂ｔ２
＋

∂２ｖ，θ
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｉ２
Ｒ２

∂２（ｖ，θ － ｗ，θθ）
∂ｔ２

－ Ｒ２ ∂２ｗ，ｘｘ

∂ｔ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３３）

综上，非线性振动方程组（３１）—（３３）及其对应的关系式，即构成了表征变形场与电磁场相互作用下功

能梯度薄壳体的磁弹耦合动力学理论模型．

５　 固有振动特性

本节以横向恒定磁场 Ｂ ＝ Ｂ０ｚ 中两端简支约束下功能梯度圆柱壳的固有振动问题为例进行研究，且仅考

虑几何线性情况，给出振动特征方程和不同参量对系统固有振动频率的影响规律．
５．１　 固有振动特征方程

基于几何方程（５）、物理方程（９）并考虑电磁力表达式（２９），可将功能梯度圆柱壳方程（３１）—（３３）简化

为如下以扰动位移表示的横向磁场环境中的振动微分方程组：

　 　
Ｌ１１ｕ ＋ Ｌ１２ｖ ＋ Ｌ１３ｗ ＝ ０，
Ｌ２１ｕ ＋ Ｌ２２ｖ ＋ Ｌ２３ｗ ＝ ０，
Ｌ３１ｕ ＋ Ｌ３２ｖ ＋ Ｌ３３ｗ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３４）

式中

　 　 Ｌ１１ ＝ Ａ１１
∂２

∂ｘ２
＋ Ａ３３

∂２

Ｒ２∂θ ２
－ Ｂ０

ｚｚ
∂
∂ｔ

－ Ｉ０
∂２

∂ｔ２
， Ｌ１２ ＝ Ａ１２

∂２

Ｒ∂θ∂ｘ
＋ Ａ３３

∂２

Ｒ∂θ∂ｘ
，

　 　 Ｌ１３ ＝ Ａ１２
∂

Ｒ∂ｘ
＋ ＢⅠ

ｚｚ
∂２

∂ｘ∂ｔ
＋ Ｉ１

∂３

∂ｔ２∂ｘ
， Ｌ２１ ＝ Ａ２１

∂２

Ｒ∂θ∂ｘ
＋ Ａ３３

∂２

Ｒ∂θ∂ｘ
，

　 　 Ｌ２２ ＝ Ａ２２
∂２

Ｒ２∂θ ２
＋ Ａ３３

∂２

∂ｘ２
－ Ｂ０

ｚｚ
∂
∂ｔ

－ Ｉ０
∂２

∂ｔ２
， Ｌ２３ ＝ Ａ２２

∂
Ｒ２∂θ

＋ ＢⅠ
ｚｚ

∂２

Ｒ∂θ∂ｔ
＋ Ｉ１

∂３

Ｒ∂ｔ２∂θ
，

　 　 Ｌ３１ ＝ － Ａ２１
∂

Ｒ∂ｘ
－ ＢⅠ

ｚｚ
∂２

∂ｔ∂ｘ
－ Ｉ１

∂３

∂ｔ２∂ｘ
， Ｌ３２ ＝ － Ａ２２

∂
Ｒ２∂θ

－ ＢⅠ
ｚｚ

∂２

Ｒ∂θ∂ｔ
－ Ｉ１

∂３

Ｒ∂ｔ２∂θ
，

　 　 Ｌ３３ ＝ －
Ａ２２

Ｒ２
－ Ｄ１１

∂４

∂ｘ４
－ Ｄ１２

∂４

Ｒ２∂ｘ２∂θ ２
－ Ｄ２１

∂４

Ｒ２∂ｘ２∂θ ２
－ Ｄ２２

∂４

Ｒ４∂θ ４
－ ４Ｄ３３

∂４

Ｒ２∂ｘ２∂θ ２
＋
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　 　 　 　 ＢⅡ
ｚｚ

∂３

∂ｘ２∂ｔ
＋ ＢⅡ

ｚｚ
∂３

Ｒ２∂θ ２∂ｔ
－ Ｉ０

∂２

∂ｔ２
＋ Ｉ２

１
Ｒ２

Ｒ２ ∂４

∂ｔ２∂ｘ２
＋ ∂４

∂ｔ２∂θ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

这里，磁场作用量积分式 Ｂ０
ｚｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢ２

０ｚｄｚ，ＢⅠ
ｚｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢ２

０ｚ·（ ｚ － ｚ０）ｄｚ，ＢⅡ
ｚｚ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σＢ２

０ｚ·（ ｚ － ｚ０） ２ｄｚ；Ｉｉ（ ｉ ＝ ０，１，

２） 为式（１６）表示的密度积分定义式； Ａｉｊ（ ｉ，ｊ ＝ １，２）、Ａ３３、Ｄｉｊ（ ｉ，ｊ ＝ １，２） 和 Ｄ３３ 为式（１０）表示的刚度矩阵对应

元素．
对于两端简支边界约束的 ＦＧＭ 圆柱壳，其边界条件为

　 　
ｘ ＝ ０： ｖ ＝ ０， ｗ ＝ ０， Ｎｘ ＝ ０， Ｍｘ ＝ ０，

ｘ ＝ ｌ： ｖ ＝ ０， ｗ ＝ ０， Ｎｘ ＝ ０， Ｍｘ ＝ ０ ．{ （３５）

根据模态展开法，将满足边界条件（３５）的关于壳体振动方程（３４）的位移解取为如下变量分离形式：

　 　

ｕ（ｘ，θ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
ｒ（ ｔ） ｍπ

ｌ
ｃｏｓ ｍπｘ

ｌ
，

ｖ（ｘ，θ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
ｐ（ ｔ）ｓｉｎ ｍπｘ

ｌ
，

ｗ（ｘ，θ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
ｑ（ ｔ）ｓｉｎ ｍπｘ

ｌ
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３６）

其中， ｒ（ ｔ） 为轴向位移振幅， ｐ（ ｔ） 为周向位移振幅， ｑ（ ｔ） 为横向位移振幅， ｍ 和 ｎ 分别为轴向和周向波数．
将式（３６）代入式（３４）中，进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 内积离散得到关于 ｕ，ｖ，ｗ 方向的振动微分方程：

　 　

ｒ（ ｔ） ＋ ａ１ｒ（ ｔ） ＋ ａ２ｒ（ ｔ） ＝ ａ３ｐ（ ｔ） ＋ ａ４ｑ（ ｔ） ＋ ａ５ｑ（ ｔ） ＋ ａ６ｑ（ ｔ），

ｐ（ ｔ） ＋ ｂ１ｐ（ ｔ） ＋ ｂ２ｐ（ ｔ） ＝ ｂ３ｒ（ ｔ） ＋ ｂ４ｑ（ ｔ） ＋ ｂ５ｑ（ ｔ） ＋ ｂ６ｑ（ ｔ），

ｑ（ ｔ） ＋ ｃ１ｑ（ ｔ） ＋ ｃ２ｑ（ ｔ） ＝ ｃ３ｒ（ ｔ） ＋ ｃ４ｒ（ ｔ） ＋ ｃ５ ｒ（ ｔ） ＋ ｃ６ｐ（ ｔ） ＋ ｃ７ｐ（ ｔ） ＋ ｃ８ｐ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３７）

式中

　 　 ａ１ ＝
Ｂ０

ｚｚ

Ｉ０
， ａ２ ＝

Ａ１１

Ｉ０
ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
Ａ３３ｎ２

Ｉ０Ｒ２ ， ａ３ ＝
（Ａ１２ ＋ Ａ３３）ｎ

Ｉ０Ｒ
， ａ４ ＝

Ａ１２

Ｉ０Ｒ
， ａ５ ＝

ＢⅠ
ｚｚ

Ｉ０
， ａ６ ＝ －

Ｉ１
Ｉ０
，

　 　 ｂ１ ＝
Ｂ０

ｚｚ

Ｉ０
， ｂ２ ＝

Ａ２２ｎ２

Ｉ０Ｒ２
－
Ａ３３

Ｉ０
ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ｂ３ ＝ （Ａ２１ ＋ Ａ３３）
ｎ
Ｉ０Ｒ

ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

　 　 ｂ４ ＝ －
Ａ２２ｎ
Ｉ０Ｒ２， ｂ５ ＝ －

ＢⅠ
ｚｚ ｎ
Ｉ０Ｒ

， ｂ６ ＝ －
Ｉ１ｎ
Ｉ０Ｒ

， Ｉ ＝ Ｉ０ ＋ Ｉ２
ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
Ｉ２ｎ２

Ｒ２ ，

　 　 ｃ１ ＝
ＢⅡ

ｚｚ

Ｉ
ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｎ２

Ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｃ２ ＝

Ａ２２

ＩＲ２
＋
Ｄ１１

Ｉ
ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋
２Ｄ１２ｎ２

ＩＲ２

ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
Ｄ２２ｎ４

Ｒ４
＋

４Ｄ３３ｎ２

ＩＲ２

ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

　 　 ｃ３ ＝
Ａ２１

ＩＲ
ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ｃ４ ＝
ＢⅠ

ｚｚ

Ｉ
ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ｃ５ ＝
Ｉ１
Ｉ

ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ｃ６ ＝
Ａ２２ｎ
ＩＲ２ ， ｃ７ ＝ －

ＢⅠ
ｚｚ ｎ
ＩＲ

， ｃ８ ＝ －
Ｉ１ｎ
ＩＲ

．

令 ｒ（ ｔ） ＝ Ｕｍｎｅｉ（ｎθ ＋ωｍｎｔ），ｐ（ ｔ） ＝ Ｖｍｎｅｉ（π ／ ２＋ｎθ ＋ωｍｎｔ），ｑ（ ｔ） ＝ Ｗｍｎｅｉ（ｎθ ＋ωｍｎｔ），其中 Ｕｍｎ，Ｖｍｎ 和 Ｗｍｎ 分别代表轴向、周
向和法向的待定幅值系数，将其代入式（３７），再根据系数 Ｕｍｎ，Ｖｍｎ 和 Ｗｍｎ 满足非平凡解的条件，得到横向磁

场中功能梯度壳体的固有振动特征方程：

　 　

ω ２
ｍｎ － ｉａ１ωｍｎ － ａ２ － ａ３ ａ６ω ２

ｍｎ ＋ ｉａ５ωｍｎ － ａ４

－ ｂ３ ω ２
ｍｎ － ｉｂ１ωｍｎ － ｂ２ ｂ６ω ２

ｍｎ ＋ ｉｂ５ωｍｎ － ｂ４

－ ｃ５ω ２
ｍｎ ＋ ｉｃ４ωｍｎ ＋ ｃ３ ｃ８ω ２

ｍｎ － ｉｃ７ωｍｎ － ｃ６ ω ２
ｍｎ － ｉｃ１ωｍｎ － ｃ２

＝ ０． （３８）

５．２　 算例结果及分析

选取外侧为金属 Ｂｉ、内侧为陶瓷材料 Ｓｉ３Ｎ４ 组成的 ＦＧＭ 圆柱壳进行计算分析，其组成成分的物理参数

和结构参数分别为：Ｂｉ， ρ ＝ ９ ７５０ ｋｇ ／ ｍ３，σｍ ＝ ８．６７ × １０５（Ω·ｍ） －１，ν ＝ ０．３３，Ｅ ＝ ３２ ＧＰａ；Ｓｉ３Ｎ４，ρ ＝ ２ ３７０
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ｋｇ ／ ｍ３，ν ＝ ０．２４，Ｅ ＝ ３２０ ＧＰａ；Ｒ ＝ ０．２ ｍ，ｈ ＝ ０．００２ ｍ，ｌ ＝ １．４ ｍ ．下面通过对特征方程（３８）的求解，给出横向

磁场中功能梯度圆柱壳的固有振动频率值，且在对应每一组 （ｍ，ｎ） 的频率 ωｍｎ 中取其最小值结果，分析不

同参量对该频率值的影响规律．
图 ２ 给出了功能梯度圆柱壳固有频率随周向波数变化的特征曲线．图 ２（ａ）取 Ｎ ＝ ０．１，ｍ ＝ １；图 ２（ｂ）取

Ｂ０ｚ ＝ ５ Ｔ，Ｎ ＝ ０．１；图 ２（ｃ）取 Ｂ０ｚ ＝ ５ Ｔ，ｍ ＝ １．由图 ２ 可见，随着不同参量的改变，固有频率随着周向波数的增

加均呈现先减小后增大的趋势．这是由于在壳体的非轴对称运动中，振型函数随周向波数 ｎ 的改变发生变

化，进而影响系统的固有频率，并且参数不同时频率最小值对应的周向波数也会发生改变．图 ２（ａ）表明，随
着磁感应强度的增加，圆柱壳受到的 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力增大，磁场发挥的阻尼作用增大，使固有频率减小，且随着周

向波数的增加，磁场对频率的影响逐渐减小，在 ｎ ＝ １ 和 ｎ ＝ ２ 时，固有频率变化较为明显；图 ２（ｂ）表明，随着

轴向波数的增加，固有频率增大，但随周向波数的增加，轴向波数对固有频率的影响逐渐减小，说明轴向波数

对圆柱壳固有频率的影响主要表现在周向波数较小的情况下；图 ２（ｃ）表明，随着体积分数指数增加，金属在

功能梯度圆柱壳中的组分占比减小，壳体受到磁场的电磁阻尼效应衰减，固有频率增大，并且在 ｎ ＝ １ 和 ｎ ＝
２ 时，体积分数指数对频率的影响随周向波数增大而减小，在 ｎ ≥ ３ 时，其影响随周向波数增大而增强．

（ａ） 不同磁感应强度 （ｂ） 不同轴向波数 （ｃ） 不同体积分数指数

（ａ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ （ｃ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘｅｓ

图 ２　 固有频率⁃周向波数特征曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ

图 ３ 给出了功能梯度圆柱壳固有频率随磁感应强度变化的特征曲线．图 ３（ａ）取 ｍ ＝ １，ｎ ＝ ３；图 ３（ｂ）取
Ｎ ＝ ０．１，ｎ ＝ ３； 图 ３（ｃ）取 Ｎ ＝ ０．１，ｍ ＝ １．由图 ３ 可见，随着磁感应强度的增大，固有频率随之减小．这是由于

磁场产生的 Ｌｏｒｅｎｔｚ 电磁力以电磁阻尼项形式作用于系统，且磁化力大小呈磁感应强度平方幂次形式，从而

磁感应强度越大对固有频率的抑制作用越明显．图 ３（ａ）表明，随着体积分数指数的增大，固有频率增大，且
随着磁感应强度的增大，功能梯度圆柱壳的体积分数增大，金属的体积占比减小，系统受到的电磁阻尼作用

减小，磁场对固有频率的影响减小；图 ３（ｂ）、（ｃ）表明，当仅增大轴向波数或仅增大周向波数 （ｎ ≥ ３） 时，功
能梯度圆柱壳的振动模态发生变化，系统的固有频率明显增大，这与图 ２ 中对应曲线的变化规律一致．

（ａ） 不同体积分数指数 （ｂ） 不同轴向波数 （ｃ） 不同周向波数

（ａ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘｅｓ （ｂ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ （ｃ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ

图 ３　 固有频率⁃磁感应强度特征曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ
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图 ４ 给出了功能梯度圆柱壳固有频率随体积分数指数变化的特征曲线．图 ４（ａ）取 ｍ ＝ １，ｎ ＝ ２； 图 ４（ｂ）
取 Ｂ０ｚ ＝ ５ Ｔ，ｎ ＝ ２； 图 ４（ｃ）取 Ｂ０ｚ ＝ ５ Ｔ，ｍ ＝ １．由图 ４ 可见，固有频率随着体积分数的增大而增大，且增幅减

小，这是由于纯金属圆柱壳的固有频率要低于纯陶瓷圆柱壳［３３］，本文 ＦＧＭ 圆柱壳中的金属和陶瓷在结构中

的含量与体积分数呈幂指数关系，在体积分数指数较小时，功能梯度圆柱壳中金属占比较大，固有频率接近

纯金属圆柱壳，增大体积分数指数，金属在功能梯度圆柱壳中的体积占比减小，陶瓷的体积占比增大，固有频

率接近纯陶瓷圆柱壳．图 ４（ａ）表明，在体积分数指数较小时，金属的体积占比较多，所以磁场对功能梯度圆

柱壳固有频率的阻尼作用明显，随着体积分数的增大，金属体积占比减小，磁场对固有频率影响减小；图 ４
（ｂ）、（ｃ）表明，对应不变的 Ｎ 值，若轴向波数增大或周向波数减小 （ｎ ∈ ［１，３］）， 功能梯度圆柱壳的振动模

态发生变化，固有频率均呈明显的增大．

（ａ） 不同磁感应强度 （ｂ） 不同轴向波数 （ｃ） 不同周向波数

（ａ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ （ｃ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ

图 ４　 固有频率⁃体积分数指数特征曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘｅｓ

为研究壳体自由振动过程中磁感应强度对振幅衰减程度的影响和振动能量与固有频率之间的关系，拾
取图 ３ 和图 ４ 的参考点，采用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对式（３７）进行数值求解，绘制不同磁感应强度所对应的

时程响应图，再利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换绘制不同参数所对应的功率谱图．设定初始幅值 ｑ０ ＝ ８ × １０ －６ ｍ，图 ５ 中参数

为 ｎ ＝ １，ｍ ＝ １，Ｎ ＝ ０．１．由图 ５ 可知，当 Ｂ０ｚ ＝ ０ Ｔ 时，系统不受电磁阻尼效应影响，表现为等幅周期性振动，随
着横向磁场的增加，电磁阻尼效应逐渐明显，振幅 ｑ 随着时间衰减直至为零．图 ６（ａ）取 ｎ ＝ １，ｍ ＝ １，Ｎ ＝ ０．１；
图 ６（ｂ）取 ｎ ＝ ２，ｍ ＝ １，Ｂ０ｚ ＝ ５ Ｔ， 图中标注 （ｘ，ｙ） 分别代表数值解和解析解．由图 ６ 可知，功率谱图图 ６（ａ）、
（ｂ）中数值解与图 ３ 和图 ４ 中对应参考点的解析解的固有频率值基本一致，充分说明了本文解析法所求固

有频率的准确性．

（ａ） Ｂ０ｚ ＝ ０ Ｔ （ｂ） Ｂ０ｚ ＝ ５ Ｔ （ｃ） Ｂ０ｚ ＝ ６ Ｔ

图 ５　 不同磁感应强度 ＦＧＭ 圆柱壳时程响应

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ

为验证本文解析结果的合理性，基于文献［３４］中算例分析结果，在两端简支边界条件下，忽略外界磁场

影响，选取内侧材料为镍、外侧材料为不锈钢的 ＦＧＭ 圆柱壳，其主要参数为 Ｎ ＝ １，ｍ ＝ １，Ｒ ＝ １ ｍ，ｈ ／ Ｒ ＝ ０．０５，
Ｌ ／ Ｒ ＝ ２０， 材料其余的物性参数均取自该文献，对比结果如表 １ 所示．本文所得 ＦＧＭ 圆柱壳的固有频率与文

献［３４⁃３５］分别采用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法和摄动法所获得固有频率的对比误差均在 ２％以内，验证结果表明了本
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文理论研究的合理性．

（ａ） 不同磁感应强度 （ｂ） 不同体积分数指数

（ａ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘｅｓ

图 ６　 ＦＧＭ 圆柱壳功率谱

Ｆｉｇ． ６　 Ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

表 １　 不锈钢 ／ 镍 ＦＧＭ 圆柱壳固有频率随体积分数指数变化

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｓｔａｉｎｌｅｓｓ ｓｔｅｅｌ ／ ｎｉｃｋｅｌ ＦＧＭ ｓｈｅｌｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘｅｓ

（ｍ，ｎ） ｓｏｕｒｃｅｓ
ω ／ Ｈｚ

Ｎ ＝ ０ Ｎ ＝ ０．５ Ｎ ＝ １ Ｎ ＝ ２ Ｎ ＝ ５

（１，７）

ｒｅｆ． ［３５］ ５８０．７０ ５７０．２５ ５６５．４６ ５６０．９３ ５５６．４５

ｒｅｆ． ［３４］ ５８５．７９ ５７５．２７ ５７０．４８ ５６５．９２ ５６１．４０

ｐｒｅｓｅｎｔ ５９０．１７ ５７９．４６ ５７４．４６ ５６９．６４ ５６４．９９

（１，８）

ｒｅｆ． ［３５］ ７６３．９８ ７５０．１２ ７４３．８２ ７３７．８６ ７３１．９７

ｒｅｆ． ［３４］ ７５９．９１ ７４６．２８ ７４０．０７ ７３４．１８ ７２８．３１

ｐｒｅｓｅｎｔ ７７１．３７ ７５７．３７ ７５０．８２ ７４４．５４ ７３８．４６

６　 结　 　 论

本文建立了电磁场环境中非均质功能梯度壳体结构的磁弹耦合非线性动力学理论模型，并举例分析了

壳体固有振动频率变化规律．研究表明：
１） 电磁力依赖于介质电导率和磁导率的非均匀变化而沿厚度方向呈梯度变化特征；感应涡电流引起的

Ｌｏｒｅｎｔｚ 电磁力以电磁阻尼项形式作用于系统；壳体所受磁化力呈现磁场强度的平方幂次表达形式．
２） 基于非均质壳体结构的物理中面分析方法，能够有效消除 ＦＧＭ 复合结构中的拉伸⁃弯曲耦合效应，

推导更为简便；动力学方程呈现运动、变形、电磁间的多场耦合机制和非线性特征．
３） 计算结果可见，在固有频率随周向波数变化曲线中，出现对应基频的最小值情形；磁场起到电磁阻尼

作用，且随磁感应强度增大固有频率呈下降趋势；随材料体积分数指数的增加，固有频率值逐渐减小．
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